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Sir Thomas Browne

Unidad 10

Desgualdadesen una vanable

Parte Il

Objetivos.
Al finalizar la unidad el alumno:
*» Resolvera desigualdades que incluyan a la variable en el denominador.

* Resolvera sistemas de desigualdades lineales en una variable.

*» Resolvera desigualdades cuadraticas en una variable.






Introduccion

n la unidad 9 estudiamos la forma de resolver una desigualdad lineal en una variable y

aprendimos que es posible sumar o restar un mismo niumero en amboslados de la

desgualdad sin que ésase dltere. ASmismo, hosdimos cuentaque, con un poco de cuidado,
también esposible multiplicar o dividir ambosladosde unadesgualdad. Sin embargo, en todoslos
casos queresolvimoslavariable apareciaen e numerador, o lostérminoscuadraticos se cancelaban.
Laspreguntassoninmediatas: ¢exisen desgualdadescon lavariable en el denominador?, ¢esposible
resolver desigualdades que contengan entre sustérminoslavariable al cuadrado?, ¢coOmo se mangja
unadesigualdad queinvolucrael valor absoluto de su variable?Estos son lostiposde planteamientos
gue nos haremos alo largo de esta Ultima unidad, en la que estudiaremos los procedimientos que
se deben seguir en cada caso.

10.1. Propiedad del reciproco en desigualdades

Antes de establecer la propiedad en general, analicemos agunos gjemplos:.

Ejemplos 11

1. Consideremos el caso Z>§ c

Multiplicando por 5 amboslados, obtenemos. 2 >1

Observa que a efectuar esta multiplicacion el sentido de la desgualdad no se atera, y 5 ya
no es un denominador.

Multiplicando por 4 ambos lados, obtenemos 5> 4

Ahoraretomemosladesguadad Z>§ y tomemos €l reciproco de cada unalasfracciones.
Obtenemos: 4 del lado izquierdo y 5 del derecho. Sabemosque4 < 5, lo que nosinduce a pensar
gue cuando setomael reciproco en ambos lados de una desigualdad, cambia el sentido.

Veamos otro gemplo:

2. Consderemos la desigualdad %g 5. Aplicaremos las propiedades de las desgualdades
hasta obtener €l reciproco de cada término.

Multiplicando por 3 ambos lados obtenemos: 2<15
. 1
Dividiendo entre 2 amboslados, obtenemos: 1< ?5

Dividiendo entre 5 amboslados, obtenemos: % sg
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C Unidad 1 D)

Ahoraretomemosladesguadad %g 5 y tomemos € reciproco de cada unalas fracciones.
Obtenemos: g del lado izquierdo y % del derecho. Sabemosque % S% Observamosnuevamente
gue al tomar el reciproco en ambos lados de la desigualdad, cambia e sentido.

¢Serd ésta una propiedad que se cumple en genera? Veamos otro gjemplo:

. . 2 . . .
3. Consderemos la desiguadad §>%. Aplicaremos las propiedades de las desigualdades
hasta obtener el reciproco de cada término.

Multiplicando por —4 ambos lados, obtenemos: —<5

Canbiad srtido deladesgddad ——=™

Multiplicando por 3 ambos lados, obtenemos -8< 15

Dividiendo entre 5 amboslados, obtenemos: %8 <3
. -4 3

Dividiendo entre 2 amboslados, obtenemos: = < >

. 2 . .
Ahoraretomemosladesguadad 3 > % y tomemosel reciproco de cadaunalasfracciones.
Obtenemos: g del lado izquierdo y % del derecho. Sabemos que 4 < g Observamos que en
. . . . 2 5 .
este caso nuestra conjeturano funciona, yaque s en ladesigualdad 3 > ) tomamosel reciproco
. . . . -4
de cadatérmino y cambiamos €l sentido de la desigualdad, obtenemos % < = y esto esfalso, por

lo tanto, no sempre debe cambiarse e sentido de la desiguadad.

Al tomar el 4 5

reciproco de los 4. Consideremos la desigualdad 3 < 3 Si tomamos € reciproco de
términos en una 3 3

desigualdad, cadatérmino obtenemosdel lado izquierdo i y del lado derecho
¢bajoqué 3 3 3 3

condiciones 575 Sabemos que 7 < - Observamos, entonces, que en este caso
cambia el

sentido? tampoco se debe cambiar el sentido de la desgualdad.
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Propiedad del reciproco en desgualdades

Sean a, b, cy d nUmerosreades diferentes de cero.

a b d
i. S b < E y ambas fracciones (términos) son postivas, entonces 3 > re

. a b d
Si b > E y ambas fracciones (términos) son postivas, entonces 3 < s

a _ b d
ii. Si b <a y ambas fracciones (términos) son negativas, entonces 5>;.

. a . P . b d
Si B > E y ambas fracciones (términos) son negativas, entonces 3 < pe

b d
iii. Si B <E y unafraccion (término) es postivay la otra negativa, entonces 3 < e

. a b_d
S b > a y unafraccion (término) es postivay laotra negativa, entonces 2 > re

S sustituimos< por =y > por = lapropiedad del reciproco sgue siendo vdida

Ejemplos
5. Aplicalapropiedad del reciproco aladesgualdad 2 <%.

. 1
Ladesigualdad pertenece d caso i., por lo tanto §>$'

6. Aplicalapropiedad del reciproco aladesiguadad —g > —g.
9 2
Ladesguadad pertenece a caso ii., por lo tanto —ZS—7.

2 1
7. Aplicalapropiedad del reciproco aladesiguadad 3 <§.

Ladesigualdad pertenece a caso iii., por lo tanto —g<5.

Ejercicio 1

Aplicalapropiedad del reciproco a cada unade las siguientes desigualdades:

1.12> 5
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Unidad 1 D)

10.2. Solucion de desigualdades que involucran
a la variable en el denominador

Ejemplos

1
8. ¢Paraqué valores de x se satisface la desigualdad e 5?
Observa que la variable aparece en el denominador; sin embargo, no podemosrecurrir ala

propiedad de multiplicacion delasdesiguadadesni alapropiedad del reciproco porque no sabemos
S X esun numero postivo o negativo. En realidad no hay forma de saberlo, por 1o que nosvemos
obligados a considerar dos casos. Antes de analizarlos, observa que exise unarestriccion paralos
valoresde x: como x es un denominador no puede tomar e valor de 0.

trangtivatenemos que el intervalo de solucion parael caso 1 es:. (O’EJ'

348

Casn 1.
Supongamos que x> 0.

Multiplicando ambos lados de la desgualdad por x, obtenemos. (EJ X >b5x
X

Simplificando: 1> 5x
Dividiendo entre 5 ambos lados de la desigualdad: % > 5—;
Simplificando: X <%

Por lo tanto, como primer resultado obtenemosquex> 0y X < % , aplicando lapropiedad
1

Caso 2.

Supongamosquex< 0.



Multiplicando ambos lados de la desgualdad por x, obtenemos. (%J X< 5x
El signo de ladesigualdad cambia a multiplicar por X, que en este caso es negativa.

Simplificando: 1< 5x
Dividiendo entre 5 ambos lados de la desigualdad: % < %X
Simplificando: X >%

1 . ,
Por lo tanto, como segundo resultado obtenemosque x< Oy X > - Pero no exise numero
. . 1 . .
alguno que seaa mismo tiempo menor que 0 y mayor que = por lo queconcluimosqued conjunto

solucion del caso 2 es e conjunto vacio.

. ., . 1 .
Resumiendo, tenemos que la solucion de ladesigualdad ;>5 esd intervao: [O%J

9. Paraqué vaores de x se satisface la desigualdad 2—3)( <-1?

Como x esun denominador, no puede tomar €l valor deO.

Caso 1.

Supongamos que x > 0.

Muultiplicando ambos lados de ladesigualdad por x, obtenemos: (%} x<(-1)x

Simplificando: gg—x

Multiplicando por —1 ambos lados de ladesigualdad, obtenemos: @J(—l) >(-x)(-1)
Simplificando: —gz X

Por lo tanto, como primer resultado obtenemosquex> 0y X < —% . Pero no existe nimero
alguno que sea a mismo tiempo mayor que 0 y menor que —g, por lo que concluimos que €
conjunto solucion de este caso es € conjunto vacio.

Caso 2.

Supongamosquex< 0.

Multiplicando ambos lados de la desgualdad por x, obtenemos. (%} X=(-1)x

como x esnegativa € sgno de la desigualdad cambia.

Simplificando: gz—x
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C Unidad 1 D)

Multiplicando por —1 ambos lados de ladesigualdad, obtenemos: @J(—l) <(-x)(-1)

Simplificando: —%s X
Por lo tanto, como segundo resultado obtenemos que
3
< X2 —-——
X< 0y 2
Aplicando la propiedad trandgitivatenemos que el intervalo de solucion para el caso 2 es

_E,OJ
2

Resumiendo, tenemos que la solucion de ladesiguadad 2—3)(3 1 esd intervao:

_E,oj_
| 2

<2.

10. Resudve; 3
2x+1

Como 2x + 1 es un denominador, no puede tomar el valor de O; es decir,

2x+1¢0<:>x¢—%

Casn 1.
1
Supongamos que 2X+1>0< X>_E'

Multiplicando ambos lados de la desgualdad por 2x + 1, obtenemos:

(%j(2x+l)<2(2x+l)

Simplificando: 3< 4x+ 2
Regando 2 en ambos lados de ladesigualdad, obtenemos, 3 -2 < 4x+ 2 -2
Efectuando operaciones: 1< 4x

1 4x

Dividiendo entre 4 ambos lados de la desigualdad, obtenemos. 4 < 4
. . 1

Simplificando: 2 <X

Por lo tanto, como primer resultado obtenemos que:

X > 1 y l<x
2 4
es decir, queremos todos los valores de X que sean mayores que _% y mayores que % a

mismo tiempo. Obtenemos que € intervalo de solucion parael caso 1 es:
)
4
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Caso 2.

Supongamos que 2x+1<0< x< —% )

Multiplicando amboslados de la desigualdad por 2x + 1, obtenemos:

Recuerda que cuando multiplicamosunadesgualdad por unacantidad negativae signo de
la desigualdad cambia.

[§£;E}2x+ly>ﬂ2x+n

Simplificando: 3> 4x+ 2
Regando 2 en ambos lados de ladesigualdad, obtenemos. 3—-2> 4x+ 2-2

Efectuando operaciones: 1> 4x
- . 1 4x
Dividiendo entre 4 ambos lados de la desigualdad: 2 >T
Simplificando: %>x
Por lo tanto, como segundo resultado obtenemos que:
1 1
X<—— —>X
2 y 4

. 1 1
es decir, queremos todos los valores de X que sean menores que 5 y menores que 2 a

mismo tiempo. Obtenemos que € intervalo de solucion para el caso 2 es:

-4

3
<
2x+1

Resumiendo, tenemos que la solucion de ladesigualdad
2

parael caxo 1 esdl intervalo [%,-FOOJ y parael caso 2 es

Al ser x unavariable, lo mismo puede suceder el caso 1 6 € caso 2, por lo que la solucién
completadeladesgualdad quedadadaatravésde launion delosintervaosde solucidon de losdos

o ~2H)

Verificaque laregriccion no aparece en larespuesta

11. Resudve: 2X <4
x-1

Como x —1 esun denominador, no puede tomar €l valor de 0, esdecir, x—1#0 < x=1.
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Caso 1.
Supongamosque x-1>0< x>1.

Multiplicando ambos lados de la desigualdad por x — 1, obtenemos:

( 2X j(x—1)<4(x—1)

x-1
Simplificando: 2X< 4x -4
Sumando 4 en amboslados de ladesgualdad, obtenemos. 2x+ 4< 4x—4+ 4
Efectuando operaciones: 2X + 4 < 4x
Regando 2x en ambos lados de la desigualdad, obtenemos. 2X+ 4 —2X < 4x—2x
Efectuando operaciones: 4 < 2X
Dividiendo entre 2 ambos lados de la desigualdad, obtenemos. ﬂ<ﬁ

2
Simplificando: 2< X

Por lo tanto, como primer resultado obtenemos que x > 1y 2 < X, es decir, queremos

todoslosvalores de x que sean mayoresque 1 y mayores que 2 al mismo tiempo. Obtenemos que
el intervalo de solucion parael caso 1 es(2, + «).

Caso 2.
Supongamosque x-1<0<« x<1.
Multiplicando ambos lados de la desigualdad por x — 1, obtenemos:

[ 2X j(x—1)>4(x—1)

x-1
Simplificando: 2X> 4x—4
Sumando 4 en ambos lados de la desgualdad, obtenemos: 2X+ 4> 4x—-4+ 4
Efectuando operaciones: 2X + 4 > 4x
Regando 2x en ambos lados de la desgualdad, obtenemos: 2X+ 4 -2x> 4x—2X
Efectuando operaciones: 4> 2x
Dividiendo entre 2 ambos lados de la desigualdad: % >%
Simplificando: 2> X

Por lo tanto, como segundo resultado obtenemosquex < 1 y 2> X, esdecir, queremos

todoslosvalores de x que sean menoresque 1 y menoresque 2 al mismo tiempo. Obtenemos que
el intervalo de solucion parael caso 2 es (-, 1).
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Resumiendo, tenemos que la solucion de ladesigualdad

2X _4
x-1

parael caso 1 esel intervalo (2, + o) y parael caso 2 es (-, 1). Al ser x unavariable, [lo mismo
puede suceder € caso 1 6 € caso 2, por lo quela solucion completa de ladesigualdad queda dada
através de launion de losintervalos de solucion de los dos casos. (—o, 1) w (2, + 0).

Ejercicio 2
Resuelve cada unade las sguientes desigualdades:

1. §>2
X

10.3. Método grafico

Al resolver algunasdelasdesigualdadesdela seccion 10.2 habrés notado que se complicaba
un poco tratar de obtener la solucion completa. EI método que estudiaremos a continuacion esta
basado en la representacion gréfica de los intervalosy resulta una magnifica ayuda para agilizar y
simplificar los desarrollos en laresolucion de desigualdades.

Para poder aplicar el método gréfico es necesario que uno de los lados de la desigualdad
Sea Cero.
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C Unidad 1 D)

10.3.1. Solucion de desigualdades que incluyan a la variable en el
denominador utilizando el método grafico

Ejemplos

X+1

12. ¢(Como seresuelve unadesigualdad como » >0 con & método gréfico?
Empecemos por observar que como x esun denominador x =0

Igualando &l numerador a cero, obtenemos: x+1=0

Igualando acero e denominador, obtenemos: x=10
A losvalores de x asi obtenidos los llamaremos puntos clave .
L ocalizando los puntos clave en larecta numérica, obtenemos 3 regiones: A, By C.

A B C
| | P x

Figura 1

Tomemos un valor en cadaregion, la Unica sugerencia es que evites considerar uno de los
puntos clave. Estos se analizarén al final.

Como elemento delaregion A, tomamos —2

-2+1
x+1>0? +
X -2

= 2, ¢satisface ladesigualdad >0

et 1>O
2
Como x = -2 satisface la desgualdad, entonces la region A representada por € intervalo

(—o0, 1) etaincluidaen la solucion.

., 1
Como elemento de laregion B, tomamos. ——

2
[—1J+1
2 >0

1 . . x+1
X==2, ¢satisface la desiguadad T>O?'
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< -1>0

1
Como x = ~5 no satisfaceladesigualdad, entonceslaregion B, representadapor € intervalo
(-1, 0) no ed&incluida en la solucion.

Como eemento delaregion C, tomamos 1

x= 1, ;satisface la desigualdad XT”>0?. 1—11>o

< 2>0
Como x = 1 satisface la desigualdad, entonces la regién C representada por el intervalo
(0, + ) estaincluidaen lasolucion.
Resumiendo resultados tenemos que € intervalo (—o, —1) y € intervalo (0, + o) forman
parte de la solucion. Paraterminar de resolver esta desigualdad sdlo nos fata analizar los puntos

extremos, que son puntos clave, de esas regiones.

. . -1+1
X = —1 satisface la desigualdad XTJF1>O? Jlr

>0

< 0>0
Como x = -1 no satisface la desgualdad, este valor no es parte de la solucion.
El valor x = 0 no lo analizaremos porque es una restriccion, caracteristica que lo excluye
de la solucion.
Por lo tanto, lasolucion de la desiguadad XTJF1>O es (-, -1) u (0, + x).

13. Resuelve la desigualdad 2Xx_31£_1 por & método grafico.

Ci)mo 2x — 1 es un denominador, no puede tomar € vaor de 0, esdedr, 2x-1#20< x¢%.
Asi, X:E es unarestriccion.

3 +1<0

Sumando 1 en ambos lados de la desgualdad, obtenemos: 1
X_

De estaforma obtenemos 0 en e miembro derecho de la desigualdad, lo cua es necesario

pararesolverla por e método gréfico.

+1<0

Efectuando operaciones:
2x-1

X—-3+2x-1
- T <
2x-1
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C Unidad 1 D)

3x—4

<0
< 2x-1
Igualando a cero € numerador, obtenemos: Xx-4=0< x:%
. 1
Igualando a cero € denominador, obtenemos. 2x-1=0< x:E
. 4 1
L os puntos clave son: ng; X:E

L ocalizando los puntos clave en larecta numérica, obtenemos 3 regiones: A, By C

A B C

| |
I I
1 4
2 Figura2 3

Como eemento delaregion A, tomamos 0.

X-3 0-3

= sSsat i <-17? <-—
x = 0, ¢satisface la desigualdad %1 20)-1
< 3<-1

Como x = 0 no satisface ladesigualdad, entonceslaregion A representadapor € intervalo

3

no estaincluidaen lasolucion.
Como elemento de laregion B, tomamos: 1.

x= 1, satistace la desigualdad ———-<—17 1-3 __
2x-1 21 -1
-2
o<1

Como x = 1 satisface la desiguadad, entonces la region B representada por el intervalo

14
(— —j edaincluidaen lasolucion.

2'3
Como eemento delaregion C, tomamos. 2.

3__ ., 2-3

X
2x-1~ 2(2)-1"

x = 2, ¢satisface la desigualdad
o 2
3

Como x = 2, no satisface ladesigualdad, entonceslaregion C representada por el intervalo

i

no estaincluidaen la solucion.
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Resumiendo resultados, tenemos que el Unico intervalo que forma parte de la solucion es

3

Paraterminar de resolver esta desigualdad solo nos falta analizar los puntos extremos que
son puntos clave, de edas regiones.
)
-3 5 -3
<-1? -2/ <1

X
3

4
(X = 7 satisface ladesigualdad

3 2

< -1<-1

Como x:% satisface la desigualdad, este valor es parte de la solucion.

1 . —
El valor XZE no lo analizaremos porque es unaresriccion.

Por lo tanto, lasolucion de la desgualdad ——-<—1 [lﬂ}
I 10 tanto, la solucion de la ngu 2X—1_ es 213 .

Ejercicio 3

Resuelve por e método gréfico cada una de las siguientes desigualdades.
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C Unidad 1 D)

10.3.2. Solucion de sistemas de desigualdades en una variable

Un ssemade desigualdadesen unavariable esun conjunto de desigualdadestodas con una
mismay unica variable que puede representarse por X.

Ejemplos

2Xx-1<3

14. < x>9 esun sstemadetres desigualdades en lavariable x.
—2X+5<-2

15. 2 esun sstemade dos desgualdades en lavariable x.

4x* -3x+5<8
16. 7X+03> -5 esun sstemade cuatro desigualdades en la variable x.
X<

9x*-2>-1

Observa que cuando resolviamos por casos las desigualdades de los g emplos anteriores, se
generaba un ssema de dos desigualdades (lineales) en lavariable x.

Por otra parte, la solucion de un sstema de desigualdades en una variable consiste en
encontrar todos los valores que puede tomar la variable de tal forma que satisfaga atodas y cada
unade las desgualdades del sistema.

Ejemplos

x<-1
17. Resolver e sistema {X < significa encontrar todos los valores para x tales que sean

menoresque—1 y menoresque 2 a misno tiempo. Obtenemoscomo intervao de solucién a(-eo, —1);
es decir, cualquier elemento de este intervalo satisface las dos desigualdades.

Verifiguemos esta aseveracion con algunos casos particulares

-3<-1
Sustituyendo x por —3 en el sistema, obtenemos. {_3<2
Como -3 eselemento dd intervalo (-0, —1), €l Sstema se satisface.

0<-1
Sustituyendo x por 0 en €l Sstema, obtenemos {0 2
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Como 0 no es demento del intervalo (-0, —1), el sistema no se satisface. Es cierto que la
segunda desigualdad es valida, pero como la primera esfalsa se dice que e sstemano se satisface
conx = 0.

X>3 (1)
18. Resolucion del sstema {X>_5 (2)
Graficando lasolucion de ladesigualdad (1), obtenemos

c )
| &
3
Figura 3
Graficando lasolucion de ladesigualdad (2), obtenemos
G 4
| )
-° Figura 4

Graficando las dos soluciones en la mismarecta numérica:

0]
A 4

Figura 5

Como resolver un sistema significa encontrar las soluciones en comun de las desgualdades
gueinvolucra, lasolucion queda determinada por lainterseccion delasdosgréficas que se muestra
atraves del rectangulo sombreado en lafigura5.

I ntersectando las gréficas obtenemos que la solucion del sstemaes:

Figura 6

Por lo tanto, el intervalo de solucion del ssema de desigualdadeses: (3, + »).
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C Unidad 1 D)

dved x>1 (1)
19. Resuelve €l sistema x<12 (2)

Graficando lasolucion de ladesigualdad (1), obtenemos

c
|

! P X
1

v

Figura 7

Graficando lasolucion de ladesigualdad (2), obtenemos

>

12
Figura 8

Graficando las dos soluciones en la mismarecta numérica:

.

———¢
®

v

12
Figura 9

La solucion queda determinada por la interseccion de las dos gréficas que se muestra a
través del rectdngulo sombreado en lafigura 9. Observa que 12 pertenece a la interseccion, pero
no e 1.

I ntersectando las gréficas obtenemos que la solucion del sstemaes:

12
Figura 10

Por lo tanto, el intervalo de solucion del sisema de desigualdadeses (1, 12].
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2(15x-1)+5x-7(2x-3)>-2 1)

20. Resuelve €l sistema
3(1-3x)-5(1-x)>2 2)

Resolviendo ladesgualdad (1):

Efectuando operaciones: 30x-2+5x-14x+21>-2
< 21x+19>-2

Regando 19 en amboslados de ladesigualdad, obtenemos.  21x >-21

Dividiendo entre 21 ambos lados de la desigualdad: X=-1

Graficando lasolucion de ladesigualdad (1), obtenemos

® 4
| b X
-1
Figura 11
Reslviendo ladesgualdad (2):
Efectuando operaciones: 3-9x -5+ 5x>2
< —4x-2>2

Sumando 2 en ambos lados de la desgualdad, obtenemos. —4x >4
Dividiendo entre -4 amboslados de la desigualdad, obtenemos: x < -1
Graficando lasolucion de ladesigualdad (2), obtenemos

¢ ®
| p X
-1
Figura 12
Graficando las dos soluciones en la mismarecta numérica:
e 4
¢ °
| ) X
-1
Figura 13

Lasolucion quedadeterminadapor lainterseccion delasdosgraficasque se muestraatraves
del rectangulo sombreado en lafigura21. Observaque € Unico punto en comun es—1.
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I ntersectando las gréficas obtenemos que la solucion del sstemaes:
[ J

-
X

-1
Figura 14

Por lo tanto, el intervalo de solucion del ssema de desgualdadeses[-1, —1] = {-1}.
Ejercicio 4

Resuelve los siguientes sstemas de desigualdades.

7X—-6<6X+5
X+1>-x+11

5x+13>2x+4

2. 5Xx-627x-10

20x+1>x+51
3x+2<10x-5

.b

6Xx+1>3x+19

5.
11x-10<4(x +8)

9x+1
3.

{4x 1>x+20
10.3.3. Desigualdades cuadraticas

Laresolucion de desigualdades cuadréticas esta basada en e concepto de factorizacion en
la siguiente propiedad de las desigualdades.

Propiedad de los productos

i.ab>0sdysdlosa>0yb>006a<0yh<O.

ii.ab<O0sdysdlosa>0yb<06 a<0yb>0.

S s augtituye e simbolo > por > 6 el simbolo < por <, la propiedad de los productos
sigue siendo vélida.
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Veamos algunos gjemplos.

Ejemplos

21. Resudlve: x2—x—-12< 0.

Factorizando obtenemos. (x=4)(x+ 3)< 0
Tenemos dos casos:

Cas 1.
x-4>0y x+3<0

Caso 2.

X-4< 0y x+3>0

Sin embargo, como hemos visto que trabajar las desigualdades por casos puede complicar
los procedimientos, optamos por aplicar e método gréfico para resolverlas.

Asi, unavez que se hafactorizado, cadauno delosfactores seigualaacero paradeterminar
los puntos clave.

Igualando a cero cadafactor: X—4=0o=x=4
y X+ 3=0<x=-3
L os puntos clave son: X=4;,x=-3

L ocalizando los puntos clave en larecta numérica, obtenemos 3 regiones: A, By C

A B C
| | )
-3 4
Figura 15
Como elemento de laregion A, tomamos. —4.
x = —4, ¢satisface ladesigualdad x> —x - 12 < 0: (4)?2-(4)-12< 0
< 8<0

Como x = —4 no satisfaceladesigualdad, entonceslaregion A representadapor € intervalo
(—o0, —=3) queda excluida de la solucion.

Como eemento de laregion B, tomamos: 0.
x= 0, ¢satisface la desigualdad x* —x —12 < 07 (0)2-(0)-12< 0
< -12< 0
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C Unidad 1 D)

Como x = 0 satisface la desigualdad, entonces la region B representada por € intervalo
(-3, 4) quedaincluidacomo parte de la solucion.
Como elemento de laregion C, tomamos 5.
x = 5, ¢satisface ladesigualdad x> —x — 12 < 02 (52-(5)-12< 0
< 8<0
Como x = 5 no satisface ladesigualdad, entonceslaregion C, representada por € intervalo

(4, + ») queda excluida de la solucion.
Si analizamos los puntos clave, observamos que como éstos son las raices de la ecuacion,

al sustituirlos en ladesigualdad x> — x — 12 < 0, obtenemos 0 < 0, por lo que concluimos que

tampoco son parte de la solucion.
Por lo tanto, el intervalo de solucion de la desigualada cuadréticaes (-3, 4).

2
2
22. Rewudve: [X+%j 2£
Empecemos por hacer que uno de loslados de laigualdad seaigual a cero.
25 3\ 25

Regando T en cadalado deladesiguadad, obtenemos [X-FZJ _EZO

Efectuando operaciones: X2 +§ X+i_§20
2 16 16

o X +g x-1>0

Multiplicando por 2 ambos lados de la desigualdad: 2x?+3x-2>0

Factorizando obtenemos (2x-1(x+2)=0

Igualando a cero cadafactor: 2x-1=0< x:%

y Xx+2=0&x=-2

L os puntos clave son: X==; X= =2

L ocalizando los puntos clave en larecta numérica, obtenemos 3 regiones: A, By C

A B C

|

I
) 1

2

Figura 16
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Como elemento de laregion A, tomamos. -3

2 2
x= -3, ¢satisface la desigualdad (x+§j >3, (—3+§J 25
4) 16 4) 16
o 81,25
16 16
Como x= -3 satisface la desigualdad, entonces la region A, representada por € intervalo
(-0, —2)quedaincluida como parte de la solucion.

Como elemento de laregion B, tomamos. 0

: : 3V _25 3 25
= U —| == 0+=>| >=2
x = 0, ¢satisface la desigualdad [x+4} 6 ( +4J -

3,2
< 16716
Como x= 0 no satisface la desigualdad, entonces laregion B representada por el intervalo

(_215 gueda excluida de la solucion.
Como elemento de laregion C, tomamos. 1

3 25 3

2 2
x = 1, ¢satisface la desigualdad [X—i—ZJ ZE?' (1+_j )

4) 16

49 25
o =>=
16 16

Como x = 1 satisface la desigualdad, entonces la region C representada por el intervalo

1 . . .
(E,erj quedaincluidaen la solucion.
Si analizamos los puntos clave, observamos|o sguiente:

2 2
Sugtituyendo x=-2 en(x—i-%j zi—g obtenemos: [—2+%j

52
16
16 16
Por lo tanto —2 pertenece a conjunto solucion.

. 1 3\ _25 1 3y _25
Sugtituyendo x==en | Xx+— | >— obtenemos: —t—=| 2=
y 2 [ 4j 16 [2 4j 16
1 _ . 16 16
Por lo tanto  pertenece a conjunto solucion.
En consecuenciatenemos que el conjunto solucion de la desgualdad cuadrética es.

o g
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23. Encuentratodoslosvaloresde x paraloscuaes
JAX? +8x+3

representa un namero real.

Paraque \/4x* +8x+3 seaun nimero real es necesario que 4x*+8x+3>0.

Factorizando obtenemos. (2x+3)(2x+1)=0

2x+3=0= x:—g

Igualando a cero cadafactor:

y 2x+1:0<:>x:—%

3 1
L os puntos clave son: X:_E; x:_E
L ocalizando los puntos clave en larecta numérica, obtenemos 3 regiones: A, By C
A B C
I I p X
_3 1
2 2
Figura 17

Como eemento delaregion A, tomamos —2
x= =2, ¢satisface ladesigualdad 4x2 + 8x + 3>0? 4(-2)?+ 8(-2) + 3=0
< 3=0

Como x = -2 satisface ladesigualdad, entonces laregion A representada por € intervalo

3
2

guedaincluida en la solucion.

Como eemento de laregion B, tomamos: -1

x =-1, ¢satisface ladesigualdad 4x* + 8x + 3> 072 4(-1)>+ 8(-1) + 3=0

<-1>0

Como x =-1 no satisface la desigualdad, entonces la region B, representada por el

intervalo

gueda excluida de la solucion.

Como elemento de laregion C, tomamos 0

x = 0, ¢satisface ladesigualdad 4x2 + 8x + 3 >07? 4(0)2+ 8(0) + 3=0
<320
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Como x = 0 satisface la desgualdad, entonces laregion C, representada por el intervalo
(—%,-FOO) guedaincluida en la solucion.

Si analizamoslospuntosclave, observamosque son raicesdelaecuacion 4x?+ 8x+ 3= 0,
y que a sustituirlosen ladesigualdad 4x? + 8x + 3 > 0, obtenemos0 > 0. Por lo tanto, los puntos
clave pertenecen al conjunto solucion de la desigualdad cuadratica.

En consecuencia, {4Xx>+8x+3=0 representa un nimero real cuando x es elemento de

Ejercicio 5
Resuelve:

1.5x>>-3

2.+ 3x-4<0
3.(x+ 7)x-4> -16
4. X(x+ 2) =24 (x+ 2)

5. ¢Paraquévaoresdex, /x> —9x+20 representaun nimero real?
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Ejercicios resueltos

1. Aplicalapropiedad del reciproco acada unade las siguientes desigualdades:

a)25< -1
2.5

g
b) “3%3
a) Lapropiedad del reciproco aseguraque25< -1 < _Zis >-1.

. , 25 3 4
b) Lapropiedad del reciproco asegura que —ESZQ—ESE.
2. Resuelve: _—12>5

X denorr)ﬁ nador, implicaque: x =0
Cas 1.
x>0
Multiplicando por x en ambos lados de la desigualdad: —2 > 5x
Dividiendo entre 5 ambos lados de la desigualdad: X <—Z

. S .
Por lo tanto, el conjunto de solucidn parael caso 1 esel conjunto vacio, ya que no exisen

. . 2
valores parax que sean a mismo tiempo mayores que cero y menores que e

Caso 2.

x< 0

Multiplicando por x en ambos lados de la desigualdad: —2 < 5Xx
Dividiendo entre 5 ambos lados de la desiguadad: X > 2

5
Por lo tanto, aplicando la propiedad trangtiva obtenemos que €l intervalo de solucion para

5’0)

eIcasoZes(—%,OJ.

N

. ., -2
En consecuencia, la solucion de — >5 es (—
X

1
" 2x+1 1
2x+ 1 denominador, implica que: x¢—§.

<2
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Cas 1.
2x+1>0¢>x>—%
Multiplicando por 2x + 1 en ambos lados de la desigualdad: 1< 4x+ 2
Regando 2 en ambos lados de la desigualdad: -1< 4x

1
Dividiendo entre 4 ambos lados de la desigualdad: X>_Z

Por lo tanto, el intervalo de solucion parael caso 1 es

Caso 2.

2x+1<0¢>x<—%

Multiplicando por 2x + 1 en amboslados de la desigualdad:

Regando 2 en ambos lados de la desigualdad:

Dividiendo entre 4 ambos lados de la desigualdad:
Por lo tanto, el intervalo de solucion parael caso 2 es

<2 es

En consecuencia, la solucion de
2x+1

X >3,
3x-5

4. Resuelve por e método gréfico

. . 5
3x —5 denominador, implica que: Xig.

1> 4x+ 2
-1 > 4x

. —-7x+15
Regando 3 en ambos lados de la desigualdad: 3: +5 >
Igualando acero e numerador y e denominador 15 c
obtenemoslos punto clave que son: x:7; x:5
Graficando obtenemos 3 regionesA, By C :
A B C
| | b »
5 15
3 7
Figura 18

Como elemento de laregion A, tomamos. 0
2X

3x-5

x = 0, ¢satisface la desgualdad >3?0>3
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Por lo tanto, [—oo,%} no forma parte de la solucion.

Como eemento de laregion B, tomamos: 2.

2X .39 453

x= 2, ;satisface la desigualdad

515
Por lo tanto, [— —J forma parte de la solucion.

3'7
Como elemento de laregion C, tomamos 3.
x= 3, ¢satisface la desigualdad 32" 32 3.3
Por lo tanto, [?,—i—oo} no forma parte de la solucion.
Analizando los puntos clave:
Sustituyendo x por 17—5 obtenemos. 3>3
Por lo tanto, ? forma parte de la solucion.
ng gqueda descartada por ser unarestriccion.

. . 2x 5 15
En consecuencia, la solucion de 23 es|-,—|.

& 3x-5 [3 7 }

. e —X+1

5. Resuelve por e método gréfico 3 <1.
X_
x — 3 denominador implica que: x = 3.
Restando 1 en ambos lados de la desigualdad: _X+31—1<0
X -
—x+1—(x—3)<0
x-3
-2X+4 <0
x-3
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Igualando acero e numerador y e denominador obtenemoslos punto clave que son:
X=2;x=3
Graficando obtenemos 3 regionesA, By C :

Figura 19



Como elemento de laregion A, tomamos 0
-X+1

x = 0, ¢satisface la desigualdad ~ <17 -=<1
Por lo tanto, (-0, 2) forma parte de la solucion.
Como elemento de laregion B, tomamos. 2.5

_Xt:<12 3< 1

x = 2.5, ¢satisface la desigualdad v
Por lo tanto, (2, 3) no forma parte de la solucion.

Como elemento de laregion C, tomamos. 4

—x2:<1? 3<1

X = 4, satisface la desigualdad v
Por lo tanto, (3, + «) forma parte de la solucion.

Andizando los puntos clave:

Sustituyendo x por 2 obtenemos 1<1
Por lo tanto, 2 no forma parte de la solucion.

x = 3, queda descartada por ser unarestriccion.

. ., -x+1
En consecuencia, la solucion de 3 <1l es (-, 2) U (3, + o).

_ 2x-5>-3 (1)
6. Resuelve & sistema {4X_7<_2 2)
Resolviendo ladesgualdad (1):
Sumando 5 en ambos lados de la desgualdad, obtenemos: 2x>2
Dividiendo entre 2 ambos lados de la desigualdad: X>1

Graficando lasolucion de ladesigualdad (1), obtenemos

® )
| » X
1
Figura 20
Resolviendo ladesgualdad (2):
Sumando 7 en ambos lados de la desgualdad, obtenemos: 4x< 5
Dividiendo entre 4 ambos lados de la desigualdad: X <%

Graficando lasolucion de ladesigualdad (2), obtenemos
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¢ ©
| b x
S
4
Figura 21
Graficando las dos soluciones en la mismarecta numérica:
¢ )
)
) x
1 5
4
Figura 22

Lasolucion quedadeterminadapor lainterseccion delasdosgraficasque se muestraatraves
del rectangulo sombreado en lafigura22. Observaque 1 pertenece alainterseccion.
I ntersectando las gréficas obtenemos que la solucion del sstemaes:

@ ©

|

I
1 5

4

Figura 23

Por lo tanto, el intervalo de solucion del ssema de desigualdades es: [1,%}

3x-1>2 1)

2X>X-3 (2)

Resolviendo ladesgualdad (1), obtenemos: x > 1.
Graficando lasolucion de ladesigualdad (1), obtenemos

7. Resuelve e sistema {

\
® 4
|

1

~

Figura 24

Resolviendo ladesguadad (2), obtenemos. x > -3.
Graficando lasolucion de ladesigualdad (2), obtenemos
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Figura 25
Graficando las dos soluciones en la mismarecta numérica:

4

~

Figura 26

Como resolver un sistema significa encontrar las soluciones en comun de las desgualdades
qgueinvolucra, lasolucion queda determinada por lainterseccion delasdosgréficas que se muestra
atraves del rectangulo sombreado en lafigura26. Observa que 1 pertenece ala interseccion.

I ntersectando las gréficas obtenemos que la solucion del sstemaes:

o 4
| px
1

Figura 27

Por lo tanto, el intervalo de solucion del ssema de desigualdadeses[1, + «).

8. Determinas el conjunto AZ{E’%} esun subconjunto del conjunto solucion del sstema

§_3>0

de desigualdades « 1 1

10-3>0 7>0

1 1.1 5 | 25

Sustituyendo x por s en €l sstema, obtenemos. {5 2 < 10
E—5<—1 —§<—1
5 5

1 . .
Por lo tanto, S pertenece al conjunto solucion.
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3-3>0 0>0

2 2 1 3,113

Sustituyendo x por 3 en e sstema, obtenemos: {3 2 < 5 < 6<2
4 11

——5<-1 |—-——«<-1
3 3
Como % no satisfacelaprimeradesgualdad, este valor no pertenece a conjunto solucion. Por

lo tanto, A = {E, 2} no es un subconjunto del conjunto solucién del sistema de desigualdades.

5 3

9. Reuelve4x?—-12x+ 9> 0
Factorizando: (2x-3)(2x—-3) > 0
Como losfactores son iguales, solo igualamosacero uno deéellos. 2x—3=0« x:g.

- 3
El Unico punto clave es: XZE'

Graficando € punto clave obtenemos 2 regionesA y B:

A B
| P x
3
2
Figura 28
Como elemento de laregion A, tomamos 0
x= 0, ¢satisface ladesigualdad 4x2 —12x + 9 > 0?2 9> 0
3
Como x= 0 satisfaceladesgualdad, entonceslaregion A representadapor € intervalo _OO’E]
guedaincluida en la solucion.
Como elemento de laregion B, tomamos: 2
x= 2, ¢satisface ladesigualdad 4x2 —12x + 9 > 0?2 1>0
Como x = 2 satisface ladesguadad, entonceslaregion A representadapor € intervao g,—i-oo]

guedaincluida en la solucion.

Por ultimo, analicemos el punto clave. Sustituyendo x por % en ladesigualdad, obtenemos

0 > 0. Por lo tanto, g no pertenece al conjunto solucion.

. -, : 3 3
En consecuendia, la solucion de ladesgualdad 4x2 —12x + 9> O es [_OO’E] u[EHrOO] .
Gréficamente se representa como: ‘
N ~ 14
| P x
3
2
Figura 29
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Ejercicios propuestos

1. Aplicalapropiedad del reciproco acada unade las siguientes desigualdades:

a) 5>—l
7

4 5
<=
b) 37

2. Rewuelve: —%>—7 , 9n aplicar e método grafico.

3. Rewuelve: <—1, gn aplicar el método grafico.

5x—6

X 7

4. Resuelve por & método gréfico:
3x+1

4x—5

5. Resuelve por e método gréfico: > <-1

X+4<-3

6. Resuelve € sistema: {3X+112_1

3(4x—1)>3(1+3x)+x

7. Resuelve € sstema: {7_4x>5(x—10)+3(X—1)

8. Determina g e conjunto A ={-2, 5} esun subconjunto del conjunto solucion del Sstemade

4x—£<—§
desgualdades: 3 X

2Xx+3<—=5

X n 2 < 8
x—1 x+1 x*-1

9. Resuelve:

—_ 2_
10. Resudlve: 21x 18X+3§—14x+2

3x+1
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Autoevaluacion

7
d) [05}
79
o -5
2. Resuelve <—§
6X— 4
18 6
[-%3)
5
b) [—OO,EJ
0 [% + 00
‘(5%
18 6
o (g {5 )
18 6
{2x1>45x
3. Resudve: 5
X+3<—X
2
a)(—o0, —2)
b) (0, 2)
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(2, 10)
d) (2, + )

&) (-2, + o)

4. Resuelve: 9x(2x—1) + 4<9

o -

— S

@I(ﬂ w_“—‘
lon —— oo,
||

ol o

— S
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Respuestas a los ejercicios

Ej. 1

=
S

A
gl

N

v

[
~N |-

w
wlo N w

ha
|
WIN MNP \Y%
IA N D
|~

o1

|

%
o

Ej. 2

Ej. 3

378



C AGEER D)

4. (—0, 1] U (3, + )
5. (—0, -5)

Ej. 4
[5, 12)
(-3, 2]

5]
—,+
19

. {6}
Ej. 5
. Todoslos nimeros reales.

.(-4,1)

1
2

3. (~o0, -4) U (-3, + x)
4. (~o, 2] U [4, +x)
5

. (~0, 4] U[5, + )

I Ejerddos propuestos |

1 3 7
Zs_7 <
1.a) 5> b) 1°5

2. (—-0,0) U [3,4—00)
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6.
7.[3,5)
8. No.

9. (-5, -1) U (1, 2)
10. F,l}
7'3

I Autoevaluadon |

1. d)
2. d)
3. d)
4. d)
5. d)
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