Unidad 6

Distribuciones de probabilidad
continua, muestreo y
distribucion de muestras






| ntroduccién

las cuaes s abordaron las sguientes la binomial, la hipergeométrica, 1a de Poisson y la

geométrica. Egasdigribucionestienen lapeculiaridad debasarseen lasvariablesalegtorias
discretas, alas que se definié como agudlasquetoman valores expresados aon nUmearcs enteros

Unavez que analizamoslasdigribudones de probabilidad discretas, deberemos estudiar las
digribudones de probabilidad continuas, las cuaes tienen importantes gplicaciones en digintos
camposde esudio como las&reasadminidraivas, finanderasy de produccion, yaque, adiferencia
de las digribuciones discretas en las continuas se condderan todos los valores exigentes en un
conjunto de datos For gemplo, d estudiar € tiempo que una persona permanece en un banco o
d quetardaparaprodudir un articulo, los valores que tomalavariable tiempo, no son expresados
Unicamente en nUmeros enteros, yaqued proceso puede tardar 2.5 minutoso mas

Otro agpecto importante es d tipo de muetraoon la gue e trabga, ya que lasdigribudones de
probabilidad continuase caraterizan por emplear muestrasgrandes (1> 30), aunquetambién sedad cao
en d que e trabgacon muedraspegueias como ladigribuddn teudant (Que veremospoderiormente. A
pesr dequeladigribuddnt enmpleamuedraspequenias oondderadentro delasdigribudonesoontinuas
porquelosvaores que tomalaverigble degoriase encuentran dentro deun intervalo.

Por otro lado, es importante mencionar que también s etudian algunas digribudones
muedrales paralo cua es necesario obtener muestras que sean representativas 1o que permitira
condudir algunosaspectos acerca de la poblacion en esudio.

Exigen tres mé&odos para lograr que una muesra sea representativa muedreo aeatorio,
muegreo edraificado y muesreo Sgemético, loscuales se abordardn en etaunidad.

I aunidad 5 s= enfoco en d etudio de las digribuciones de probabilidad discreta, entre

6.1. Modelosde probabilidad para variables aleatorias continuas

Unadigribucién de probabilidad continua se asoda con las variables aleatorias continuas, las
cuales comprenden medidas como peso, esatura, diganciay una de las mas importantes, €
tiempo; su definidon es

Una variable aleatoria continua es aquella que toma cualquier valor dentro de un conjunto de datos,
es decir, no sblo toma valores enteros sino también valores en fracciones o de cualquier otro tipo

distinto a los enteros y puede asumir un nimero infinito de valores.
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Algunos gemplos de variables aegtorias continuas son:

* El tiempo que tarda el servicio en un restaurante de comida rapida.

¢ La cantidad de mililitros de refresco que contiene cada botella.

¢ El peso de las mercancias que va a transportar una empresa de autotransportes.

+ El tiempo que tarda un empleado en producir 100 articulos.

*  La estatura promedio de los habitantes de una poblacion.

+ Elriesgo diario en que incurren algunos inversionistas en la bolsa.

* El precio de cambio de una divisa.

S quiséramos ver las plicaciones de algunos de los gemplos anteriores, tenemos

¢ Nos interesa medir la cantidad de refresco que contienen las botellas producidas por una
empresa con € fin de conocer la probabilidad de que alguna de ellas contenga una menor
cantidad que la egpedificaday ad d departamento de producdon no reciba redamaciones
por inconformidad delosclientes

¢ Esimportante conocer el peso de mercancias transportadas para asi estimar la probabilidad
dequelospaquetestrangportadosno excedan d peso egpecificado y, de esamanera, reducir
€ rieggo de accidentes e infracciones.

+ Es importante el tiempo que tarda un empleado en producir cierta cantidad de articulos
para conocer su productividad y ad determinar la probabilidad de que  empleado
incremente su productividad mediante los estimulos necesarios.

¢ Esdeinterés conocer la estatura promedio de una poblacién, si una compafiia de prendas de
vedtir egainteresadaen ingalarse en esapoblacion y de esamaneraconocer laprobabilidad

de que las prendas que fabrica cumplan con las necesidades de la poblacion.

¢ Queremos conocer el riesgo que implica invertir en la bolsa para determinar la probabilidad

de que hayaun riesgo muy grande d degir dgunasacciones

¢ Queremos conocer el historial del precio de cambio de una divisa para observar la
probabilidad de ganancias sinvierteen esadivisa.

Al emplear las digribucones de probabilidad continua, regularmente s utilizan modeos
maematicos con férmulas definidas para cada digtribucion, de tal forma que se puedan obtener
resultados Unicosen cada una

A oontinuacion s tratard con detale la didribucion normal, parte demental para la
congruccion de modedosde variables alegtorias continuas
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Ejercicio 1

1.  Unavariable deatoria continuaadoptavalores

a) No solamente esecificos Sno cuadquieraque esé dentro de un intervalo.
b) Unicamente especificos, esdecir, nimeros enteros

0 Definidosdentro de un intervalo, excepto aguellos que sean fraccones.

d) Unicamentelosvaores que se encuentren expresadosen fracciones

2. Algunosegemplos de variables aesatorias continuas son:
a) Tiempo y pantalones producidos por unaempresa.

b) Cochesyedaura
0 Cuarimegdresesudiadosy programade esudios

(7p)
O
O
O
o
LL
=
L
d) Diganciayvolumen. |
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6.2. Digribucion de probabilidad normal

En gran parte delos casos précticos se trabgjacon muestrasgrandesdonde existe un eevado nimero
de datos, por lo que se hace necesario € uso de técnicas adecuadas que permitan tratar datos cuyos
valoresno sean Unicamente niUmeros enteros. La digtribucién de probabilidad normal resulta ser un
ingrumento adecuado paraefectuar medicdonesde interésporque no sblo trabgjacon muestras, Sno
principalmente con poblaciones.

Por egarazon ladigribucion continua de probabilidad mas relevante en todo € campo dela
edadigicaesladigribucion normal.

La distribucién normal es importante por dos aspect os: en primer lugar, tiene algunas propiedades que
la hacen aplicable a un gran nimero de situaciones en donde se toman muestras grandes, en segundo
lugar, se ajusta a distribuciones de frecuencias ob  servadas en muchos fenédmenos, incluyendo areas

como administraciéon y finanzas.

La digribucién normal se puede representar a través de una gréfica que tiene forma
acampanadayy recibe d nombre de curvanormal (véase lafigura 6.1). La curva norma depende de
dos pardmetros, de la media i y de la desviacion eténdar o. La media sefiala la parte central de
ladigribuddn y esahi donde se espera esté lamayor parte delosdatos con € fin de que no exiga
unagran disperson entre dlos. Lavarianzayla desviacion eandar son importantes debido aque
indican 9 exige alguna disperson entre los datosy de qué magnitud estal digperson en caso de
gue s presente.

“ X

Figura6.l. Lacurvanormal.

Caracterigicasde ladigribucion normal
Lacurvanormal posee algunas caracterigicas espediaes

1. Lacurvatiene forma de campanay presenta un punto maximo que s encuentra en €
centro deladigribucion, en e punto lamedia, lamedianay lamodason iguales

2. Essmétricacon respecto alamediadeladigribucion, esdedr, € indicedeasmetriadela
distribucén normal escero.

3. Ladidribucién normal no esni tan puntiaguda ni tan plana, esdecir, esunadigtribucion
mesocdrtica, por lo que au indice de kurtosisesigud a 3.
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4. Lacurvanorma s extiende horizontalmente de menosinfinito amésinfinito (—eo a+w).
Egto quiere decir que pueden exigir valores positivos extremadamente altos (a la derecha
de laparte central) o valores negetivos (alaizgquierda de laparte central).

5. H aeatota bgo la curva normal s consdera que es de 100%, ya que la suma de las
probabilidadesalo largo de ladigribudon esuno.

6. Cadadidribucion normal et completamente epecificada por su mediay su desviaciéon
edandar, exigiendo unadigribucon normal diferente para cada combinacion de mediay
de desviacion egandar, dependiendo del grado de disperson que exida

Lascaraterigicas mendonadas anteriormente s pueden presentar atravésdelasfiguras6.2. y 6.3.

= 7 T
]

La curva se extiende hasta menos infinito. La curva se extiende hasta mas infinito.

| Meda, medianay moda soniguales. |

Figura6.2. Caracterigdicasdelacurvanormal.

En lafigura6.3. s puede gpreciar que laformade las curvas normales es diferente cuando las
mediasy las desviaciones estandar no coinciden, en etecaso u,>u, y ©, <o,

«— | Lladspersitnhecequelacurvaseamés devadaomés achatada
v
>
< 1 62
>
My H,

Figura6.3. Curvasnormalescuando lasmediasy lasdesviacionesegdndar son diferentes

Areasbgo lacurvanormal

Sn importar cudles sean los valores de la media y de la desviacion etandar para una distribucion
de probabilidad normal, € &eabgo lacurvatieneun valor de 1, de manera que s puede pensar en
areasbgo lacurvacomo g fueran probabilidades, donde en cadamitad deladigribucdon lasumade
probabilidades es 0.5 y cualquier valor que s encuentre en ladigribucion tiene una probabilidad
de ocurrenda. La forma més sendlla de plantear eso es trazar areas limitadas por desviaciones
edandar con repecto delamedia.
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Con base en laregla empirica de lateoria etadigica se puede plantear tres aseveraciones bgo
lacurvanormal.

1

Se sabe que gproximadamente 68% dd &reabgo lacurvaesdcomprendidaen un intervalo
deu + o, lo anterior indicaque losvalores de ladigribucion normal se encuentran en un
rango quevadesdey —o hasau +o (o <u <+ ©), esdedir, 68% delosdatos s encuentra
a una digancia de una desviacion esandar a la derecha y una desviacion etandar ala
izquierda del valor delamedia

Aproximadamente 95% de todoslos valores de una poblacién normamentedigribuidase
encuentraen un rango que comprende 1 + 2c, lo anterior es indicativo de que losvalores
deladigribucén normal etan en un intervalo quevaden —2c a u +20 (20 <u <+ 20),
es dedr, 95% de los datos = encuentra a una digancia de dos desviaciones esandar ala
derechay dosdesviaciones eténdar alaizquierda dd valor delamedia
Aproximadamente 99% de todoslos va ores de unapoblacion normamente digribuidase
encuentraen un rango quevadeu + 3o, lo anterior quieredecir queladigribucién normal
determinaun intervalo comprendido de x — 3o au + 3o (30 <u <+ 3o), esdecir, 99%
de los datos s encuentra a una diganda de tres desviaciones etandar ala derechay tres
desviacionesegéndar alaizmuierdade valor delamedia.

Las &eas bgo la curva normal basadas en las tres aseveraciones mencionadas pueden
repreentare atravésdelafigura6.4.

/VL—SGE ,Ll—iZG iu—a u /VL+GE ,LLE+26 E,LL+3G

68%(u £ o)
95%(u +20)

A

99%(u +30)

>
»

A

Figura 6.4. Areasbgo lacurvanormal.

Ejemplo 1

El sueldo mensua que reciben los empleados de una empresa dedicada a la produccion de pléastico,
sgue una digribucién norma con una media de $8 000 y una desviacién estandar de $700. La
empresa desea conocer:

a)

b)

El rango de valores entre los que se encuentra aproximadamente 68% de lossuddosde
los empleados

El rango de valores entre los que se encuentra aproximadamente 95% de los sueldos
los empleados.

El rango de valores entrelos que se encuentraaproximadamente 99% de los sueldos de
los empleados
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Solucién

a)

Como £ mencion6 anteriormente, 68% de los datos se encuentra a una desviacion esandar a
laderechay aunaalaizquierda con repecto al valor delamedia

Donde
n=%$8 000
o =$700

Ladigancaentrelamediayladesviacdon etandar esy + o
Al sugtituir 4 + ¢ en seobtiene:

u-oc =8000-700=7 300
w+c=8000+700=8700

Por lo tanto, 68% delossuddosse encuentraen un intervalo entre $7 300 y $8 700. Ello quiere

dedir que en promedio, de 68% de los suddos € sueldo minimo que podran recibir losempleadoses
de $7 300 y d salario méaximo que pueden recibir esde $8 700.

b)

De la digribucién 95% de probabilidad norma se encuentra 2 desviaciones esandar a la
derechay dos desviaciones etandar alaizguierda con respecto d valor de la media, con base
en ed0 = puede proceder de lasiguiente manera:

nt2c
2 (c) =2 (700)
2(c)=1400

ugituimos

n—2c =8000—-1400 =6 600
n+205 =8000 +1 400 =9 400

Deesamanera, 95% de los suedosde los empleados se encuentraen € intervalo entre $6 600

y $9 400, por lo que a condderar 95% de los suddos @ sueldo minimo que podrian percibir los
empleados es de $6 600 y d sueddo maximo que podrian perdbir esde $9 400.

9

El 99% de la digribudén de probabilidad normal se encuentra 3 desviaciones eséndar a la
derechay 3 desviaciones esdndar alaizguierda con repecto a valor de lamedia, con base en
lo anterior se puede proceder dela sguiente manera:

n+3c

3 (o) =3 (700)
3 (c)=2100
Sequgituye

n—3c =8000-2100=5900
u + 30 =8 000+ 2100 =10 100

UNIDAD 6. DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD CONTINUA
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Por lo tanto, 99% de los suddos de los empleados s encuentraen € intervalo entre $5 900 y
$10 100. Al consdderar 99% de los sueldos, los empleados recibirdn como minimo un sueldo de
$5 900 y como méximo uno de $10 100.

Losresultadostambién se pueden presentar mediante unagréfica (véase lafigura6.5.)

H suddo promedio que percibenlos
enpleados es de $8 000.

68%0delos suddos corterplaun
sueldominimooe$7 300y unsueldo
maxinpde$8 700.

95%dkelos suddos conterplawn

sudldonrinimode $6 600y unsuddo
Mméxino de $9 400.
\A

/ 99%delos suddos corterplaun
sudldominimode $5 900y unsuddo
méxinpde$10 100.

5900 6600 7300 8000 8700 9400 10100

Figura. 6.5. Areasbgo lacurvanormal.

Didribucién de probabilidad norma etandarizada

Como = explicd en los apartados anteriores, a anaizar fendmenos reales en los digintos
campos de estudio, exisge un nimero infinito de digribuciones normales, donde cada una de
edasdisribucionestiene unamediay unadesviacion estdndar distinta. En términos operativos
resultaria demasado complicado proporcionar resultados para cada combinacién de media y
desviacion estandar. El problema de expresar un ndmero infinito de digribuciones normales se
aminoras sehaceuso deunaestandarizacion delosdatosquetengalavariablealeatoriaX, donde
se hace uso de unarega de transformacion que cambia sus valores X por otros transformados
gue se llaman Z (la variable estandarizada) y Sn que importen las digintas combinaciones de
los paréametros i, o que posean los datos. Estos se pueden convertir a una escala estandarizada
aplicando ladguiente formula:

Donde

X Esd valor delavariable aleatoriaen etudio.

n Esd valor delamediadeladigribucion de lavaridble deatoria.
c Esladesviacion etandar deladisribucion.

La formula expresada en términos de Z  mide la distancia entre el valor especifico de X y el valor de la

media, utilizando la desviacion estandar como unidad de medida.
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De eta manera, s puede convertir cualquier variable alestoria norma X en una varigble
aleatorianorma esandarizada Z. Regularmente los datosde la variable degtoriatienen unamediay
unadesviacion etandar definida, Sn embargo, lavariable aleatoriaestandarizadaZ sempretieneuna
mediaigual acero (1 =0) yunadesviacion etandar igual auno (o =1). Por lo tanto, ya que partimos
dd hecho de que los datos esandarizados Sempre tendrén valoresdey =0y o = 1, s0lo esnecesario
generar y despuéstabular unadigribucion.

Como trabgamoscon unaformaegandarizada, debemosbuscar laprobabilidad deocurrencia
de un valor Z en tablas, y para dlo es necesario consderar que la tabla Unicamente muestra dos
decimales, es dedir, se observa un valor de Z que contiene hasta centésmos La columna de la
izquierdaindicalosvaloresenterosde Z con un decimal y € primer rengdén muestralas centésmas
Por giemplo, S s quiere encontrar la probabilidad de ocurrencia de algiin valor que s encuentre
entre lamedia de ladigribucion normal y d valor estandarizado Z = 0.25, en d extremo izquierdo
de latabla se busca 0.2 y en la parte superior 5; € punto donde s intersectan esos valores sera
la probabilidad de ocurrenda de Z, que en ede caso es 0.0987 y lo podemos gpreciar en latabla
sguiente (ver anexo 1):

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.0 0.0000 | 0.0040 | 0.0080 | 0.0120 | 0.0160 | 0.0199 | 00239 | 00279 | 0.0319 | 0.0359
0.1 0.0398 | 0.0438 | 0.0478 | 0.0517 | 0.0557 | 0.05% | 0.0636 | 00675 | 0.0714 | 0.0753
0.2 0.0793 | 0.0832 | 0.0871 | 0.0910 | 0.0948 | 0.0987 | 0.1026 | 0.1064 | 01103 | 0.1141
0.3 01179 | 01217 | 01255 | 01293 | 0.1331 | 01368 | 0.1406 | 01443 | 01480 | 0.1517
04 01554 | 01591 | 0.1628 | 0.1664 | 0.1700 | 01736 | 01772 | 01808 | 0.1844 | 0.1879

Tabla6.1. Segmento delatablade valoresde ladigribucién norma esandar.

Ejemplo 2

Unacompafiaproductorade llantasrealizaun etudio sobre d tiempo de vidaUtil delasllantas, dd
edudio resultaque lasllantastienen unaduracién promedio de 35 000 kildmetrosy una desviacion
edandar de 4 000 kilometros. El gerente de la empresa etdinteresado en saber:

a) &Lué probabilidad exige de que las llantas tengan un tiempo de vida superior a 38 000
kilémetros?

b) &Quépropordodn deetasllantastiene un tiempo devidainferior a 32 000 kilémetros?

0 &uépropordon de esasllantastiene un tiempo devidaentre 32 000 y 38 000 kilometros?

Solucién:

a) El objetivo en ede punto es conocer cud es la probabilidad de que las llantas tengan una
duracion superior a 38 000 km.
Losdatos son:

35 000
G = 4000
X = 38000
P(X > 38 000)

n
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El objetivo esencontrar la probabilidad de que X sea auperior a 38 000 km.
Sugituyendo en laférmula se obtiene:

_ X—u 38000-35000 3000

= =0.75
o 4 000 4 000

Z

El valor en lastablasparaZ =0.75 esde 0.2734

Setienequed valor detablasparalazonaquevade0a0.75 esde 0.2734 (véase lafigura 6.6).
Como ya habiamos argumentado, € valor para cada una de las mitades de la curva normal es de
0.5. Como d problemaradica en encontrar la probabilidad de que lasllantastengan unavida til
superior a38 000 kilometros, ello equivale adecir que interesa conocer la probabilidad de que en
términos esandarizados Z sea superior a0.75, por lo que con lamitad izquierda de ladigribucion
stiene 0.5 yhay querestarle al 0.5 delamitad derecha el valor de tablasde 0.2734, con lo cual se
encuentrala probabilidad que nosinteresa, esdecir, € &realocalizadaen € extremo derecho, por

lo tanto:

P (X >38 000) = P(Z > 0.75) = 0.5 — 0.2734 = 0.2266

35000 38000 X
0 0.75 z

Figura6.6. Digribucién normal delavidautil dellantas

En condusion, laprobabilidad de que las llantas tengan una duradon superior alos38 000 km
€s50.2266 0 de 22.66%.

b) Enedepunto sebuscaquelasllantastengan un tiempo de duracion inferior a 32 000 km.

Losdatos on:

= 35000
s = 4000
X = 32000
P(X < 32 000)

Al ugituir en laférmula s obtiene

;_ X—p _32000-35000 3000

- =-0.75
o 4 000 4 000

El valor en lastablasparaZ =0.75 esde 0.2734
Setienequed valor detablasparalazonaquevade 0 a—0.75 esde 0.2734, por lo que interesa
e area ubicada a la izquierda de —0.75. Para encontrar la probabilidad que queremos conocer, es
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necesario regar a0.5 € valor 0.2734, con d fin de garantizar que d valor que se vaaencontrar esd
gue aseguralas condidones dd problema (véase lafigura6.7.), por tanto:

P(X <32 000) = PZ <—0.75) = 0.5 — 0.2734 = 0.2266

0.2734

32000 38000 X
-0.75 0.75 z

Figura6.7. Digribucion normal delavida ttil dellantas.

En conclusén, la probabilidad de quelasllantastengan una duracion inferior a 32 000 km es
0.2266 o de 22.66%.

¢ Enedepunto sbuscalaprobabilidad de quelasllantastengan unavidaGtil entre 32 000y
38 000 km.

Losdatos son:

u =35000
5 = 4000
X, =32000
X, =38000
P(32 000 < X < 38 000)

_ X—p 32000-35000 3000

Z =_
T 4 000 4 000

=-0.75

_ X—u 38000-35000 3000

z -
27 5 4 000 4 000

=0.75

Lo que sebuscaeslaprobabilidad de quelavidaltil delasllantasesé entre 32 000 y 38 000
kilometros, por lo que es necesario conocer la probabilidad de que Z esé entre— 0.75 y 0.75, para
lo cua esnecesario sumar al valor de tablas de extremo izquierdo, € valor detablas (0.2734) del
extremo derecho. En este caso no esnecesario redtar @ valor de tablasal 0.5 que le corresponde a
cada extremo de ladigribucion, debido a que, como ya hemos explicado, € valor de tablasesun
valor acumulativo que comprende la digancia desde que Z vale 0, hasta que Z toma un vaor de
0.75, teniéndos=:

P(32 000 < X < 38 000) = P(-0.75 < Z < 0.75) = (0.2734 ) + (0.2734) = 0.5468

UNIDAD 6. DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD CONTINUA

317



/. N\

/. N\
/ 0.2734 0.2734 \
32000 35000 38000 X
-0.75 0 0.75 z

Figura6.8. Didribucién normal delavidadutil dellantas

Por lo tanto, la probabilidad de quelasllantastengan unaduracion entre 32 000 y 38 000 km es
de(0.2734) (2) =0.5468 o & 54.68% (véaselafigura 6.8.).

Ejemplo 3

Una empresa de mercadotecnia logré firmar un contrato con un importante grupo finandero; dn
embargo, eso haimplicado unaserie de nuevoscogos Seestimo qued cogo promedio delaempresa
esde $50 000 y unadesviacion esdndar de $5 000. Laempresarequiere ssber cudl eslaprobabilidad
de que d costo de gecutar € contrato se encuentre entre $46 000 y $54 000.

Losdatos on:
n = $50000
c = $000
X1=$46000
X, = $54 000
P(46 000 < X <54 000)
X,—p 46 000-50 000 4 000
Z = = =— =-08
c 5000 5000
X,—u 54000-50000 4000
Zzz = = 20.8
c 5000 5000

El vaor en las tablas tanto para Z, como para Z, es 0.2881. Para determinar |a probabilidad
requerida es necesario sumar las probabilidades de que Z ssa mayor que —0.8 y que Z sea menor que
0.8, no dendo necesario redlizar resa aguna por la condicidén de que los valores etandarizados de
tablas son acumulados (véase lafigura. 6.9). Con lo anterior setiene:

P(46 000< X <54 000) = P-0.8 <Z<0.8)

=0.2881 + 0.2881 =0.5762

4 N\
pa AN

3], 0.2881

~—

46000 50000 54000 X
0.8 0 0.8 z

Figura6.9. Digribucién normal del cogo de gecucién deun contrato deunaempresa

En concluson, la probabilidad de que @ costo de gecucidon de contrato se encuentre entre
$46 000 y $54 000 es de 0.5762 o de 57.62%.
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Ejercicio 2

1

Unaempresade automovilesrealizd un esudio detiemposy movimientos en dicho esudio s
detectd que d ensamblado de un automévil Sgue una digtribucién norma con una media de
27.8 minutosy unadesviacion etandar de 4.0 minutos,

a) &ud eslaprobabilidad de que este tipo de automdvil se pueda ensamblar en menosde
25 minutos:
b) & udl eslaprobabilidad que se encuentre entre 26 y 30 minutos:

Una empresa paga a sus empleados un salario promedio de $20 por hora con una desviacion
edandar de $2. S los sdarios etan goroximadamente digribuidos en forma normal, gué
porcentgje de lostrabgjadoresrecibe salariosentre $18 y $23 por hora:

Sessbequed dclo devidade un componente déctrico Sgue unadigribucién normal con una
media de 2 000 horasy una desviacd6n esandar de 200 horas Cdculala probabilidad de que
un componente aleatoriamente seleccionado dure entre 2 000 y 2 400 horas.

La demanda anticipada de un producto en € préximo mes para cierta compafiia puede
repreentarse como una variable aeatoria norma, con una media de 1 200 unidades y
desviacion tipicade 100 unidades. £ud esla probabilidad de que la demanda sea superior a
1 000 unidades:

Una compafiia de reparacion de fotocopiadoras encuentra, revisando sus expedientes, que €
tiempo invertido en redlizar un servido se representa como unavariable normal con mediade
65 minutosy desviacion etandar de 20 minutos. Calcula

a) Laproporcion de servidos que se hacen en menos de 60 minutos
b) Laproporcidn de servicios que s2 hacen en menos de 90 minutos

UNIDAD 6. DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD C ONTINUA
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6.3. Rdacion entre ladidribucion normal y labinomial

Cuando s andizaron las digribuciones de probabilidad discretas se pudo apreciar que una de las
digribudones més utiles es la digribucion binomial, la cual etaba asociada d experimento, que
condge en consderar dos posblesresultados” éxito” o “fracaso”.

Debido a que s presentan dos posbles resultados, es importante conocer cuantos éxitos
(Vo fracasng se espera obtener dentro de un espacio muestral que contiene n ensayos Como
induye un nimero de éxitos (K) y € ndmero de fracasos (n — k) en n ensayos, para conocer € niumero
de formastotales s obtiene d nimero de combinaciones de n dementos de los cualesk pertenece a
unadasynkaotradase distinta, entonces|aprobabilidad de que ocurraun evento es

PO =Pl 1) = o k), o

Donde:

P(k) = Probabilidad de ocurrenciade lavariable X tome un valor cualquiera
k = NUmero de éxitos

n—k = Numero defracasos
p = Probabilidad de éxito.
g = Probabilidad defracaso.

En d gemplo, laférmula ﬁ'k)' <e refiere alas posbles combinaciones que pueden darse

con € conjunto de datos con @ que s cuenta, es decir, 2 muestra cuantos posbles resultados se
pueden obtener § se desean s0lo éxitos dentro de un conjunto de datos

Unade las limitaciones de la digribucdon de probabilidad binomia es que Unicamente tiene
aplicadones donde la muestra es relaivamente pequefia, los cllculos rara vez se extienden més alla
de n=30, debido aqued cacular € factorial de nUmeros mayoresa 30, se tendrian problemas para
efectuar talesoperaciones. Ademas, esposibletrabgar ladigribucion binomial mediantetablas pero
también tenemos d problemade que latabla sdlo abarcahagala observacion 30.

Cuando d numero de observaciones es relativamente grande, € empleo de ladigribucion de
probabilidad normal resultaser muy Util paradar unaaproximacion aladigtribucion binomia. Como
e observo en la seccidn anterior, no es dificil @ empleo de la digribucion normal. La digribucon
normal es més efectiva cuando la probabilidad de éxito esé proximaa 0.5 y dicha gproximacion s
incrementa a medida que aumentae nimero de observaciones

La rdacion que exige entre ambas digribuciones s da cuando dentro de la digribucon
binomial se quiere conocer la probabilidad de ocurrendia de que la variable X tome un valor en
particular y se debe obtener lamediay la desviacion eséndar de un nimero grande de datos, ya que
s s cuentacon un tamafio de muestra con muchos datos no es posble calcular en lamayoriadelas
ocadonesd factoria de un nimero, por lo que setiene que suponer que los datos se comportan de
manera normal y, a emplear d tamafio de muestray la probabilidad asociada, es posible efectuar €
cdlculo de los parametros de la poblacion. Es entonces cuando al conocer tales parametros s puede
inferir acercadd comportamiento de unavarigble atravésdd valor Z.

Unadelasdificultadesque se presentacuando sequiereemplear ladigtribucidn de probabilidad
normal como unaaproximacdion deladigtribucion binomia esqueladigribucon normal escontinua,
en tanto que ladigribucion binomial esdiscreta. Esimportante recordar que lasvariables discretas
emplean Unicamente valores enteros mientras que las variables continuas emplean todos losvalores
gue se encuentran dentro de un intervalo, incluyendo enteros

Comolosdatosdeladigribucion continuano son enteros € problemaseresue ve congruyendo
intervalos tedricos para poder representar valores enteros que sean parecidos a los que toman las
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variablesdiscretas Edo sefadlitamediante € empleo de una herramienta esadigtica conocida como
factor de correccion por continuidad.

Debemoshacer ta gusteporque e utilizaunadigribucion continua(distribucion normal) para
goroximar aunadigribucidn discreta (binomial), puesdelo contrario, § Unicamente setrabgjaracon
dfrasfraccionales, al plantear un problema no podria decirse que se quiere conocer la probabilidad
de éxito de que se contraten a 3.4 personas o que s vendan 1.7 articulos

El factor de correccion por continuidad se represen ta a través del valor 0.5 para garantizar la simetr ia de
la distribucion normal y se suma o se resta dependi endo de como se haya disefiado el problema.

A continuacion s presentan lasdigintas modalidades parad uso dd factor de correccion:

a)

b)

d)

S setrabgaen d extremo derecho de ladigribudon, resar 0.5 cuando se desea conocer

PX > K).

K

S s=trabgaen € extremo izquierdo deladigribucion, sumar 0.5 cuando se desea conocer

PX < K).
[

K

S strabgaen d extremo derecho deladigtribucion, sumar 0.5 cuando se desea conocer

PX<K).
7

K

S strabgjaen @ extremo izquierdo deladigribucén, resgar 0.5 cuando se desea conocer
P(X>K).

(@l menosK )

e\

K

S strabgjaen @ extremo izquierdo deladigribucén, regar 0.5 cuando se desea conocer

P(X <K).
.

K
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f) 9 strabgaen d extremo derecho de ladigribucién, sumar 0.5 cuando se desea conocer

PX>K).

K

Paradeterminar d valor delanormal Z 49 se esahadendo unaaproximacion y sdlo se conocen
losdatosque caracterizan aunadigtribucion binomial, esnecesario conocer lamediay yladesviacion
edéndar o. Ambasmedidas s obtienen con:

p=np y o =4/np

Ejemplo 4

Una empresa de congruccion esé contratando personal por expanson; 40% de las solicitudes que
Ilegan son aceptadas, gual eslaprobabilidad de queen un grupo sdeccionado a azar de 65 licitudes
e acepten masde 30?

Datos
p=040; g=0.60; n=65 X=30; P(X>30)

Por las caracterigicas del problemay como habiamos mencionado (f), hay que sumar 0.5 a
X =30, paraestablecer un numero similar aun limite inferior de dase, por 1o que realmente
X=30+0.5=305

pw=np=(65)(040)=26 o =+/npg=/(65) (0.40) (0.60) = /15.6 = 3.95

Sugituyendo en laférmulade lanormal s obtiene

 X-p 305-26 45
o 395 395

El valor en lastablasparaZ=1.14 es 0.3729
Al regtar 0.3729 de 0.5 queda 0.1271 (véase la figura 6.10). Por lo tanto, la probabilidad de que
e acepten méas de 30 lidtudeses0.1271 o de 12.71%.

z =114

Conpsetrabgjaend extremp derecho de ladistribuciony por las

-—\ caracteristicas del problemahay quesurer a0.5a30.

H nimero30.5 se debe entender como wnlinite
inferior declase, por esoa30 selesura0.5.

El nimero 26 se refiere ala media.

Figura. 6.10. Digribucién delacontratacidon de personal.
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Ejemplo 5

Lagerenciade finanzasde unaempresadetectd que d departamento de crédito y cobranzatiene 25%
dd total delasfacturascon un araso en d cobro de un mes S setomauna muedraaeatoriade 45
facturas gud eslaprobabilidad de que sean menosde 10 lasfacturas arasadas?

Daos
p= 025
g= 075
n= 45
X =10
P(X <10)

Como ahorasetrabgaen d extremo izquierdo de ladigribucion (& X=10-05=95

u=np=(45) (0.25)=11.25 o = /npg = /(45)(0.25)(0.75) = +/8.44 = 2.90

Sugituyendo en laférmulade lanormal s obtiene

_ X-p 95-1125 175

4 =
o 2.90 2.90

=-0.60

El valor en lastablasparaZ =—0.60 es 0.2257
Al regtar 0.2257 de 0.5 nosqueda 0.2743 (véase lafigura 6.11). La probabilidad de que exigan
menos de 10 facturas atrasadas es 0.2743 o de 27.43%.

Eneste caso, compsetrabgaend edrero
izmpierdodeladstribucién, € nimer09.5
debeentenderse conpunlimiteirferior de
daseyporesnalOseleresta0.5.

0.2257

95 11.25 X

Figura6.11. Digribucion delasfacturassn cobrar.

Ejemplo 6

Se sabe que 10% de las unidades producidas por un proceso de fabricacion resultan defectuosas De
laproduccidn total deun dia, se sHecdonan 100 unidadesaeatoriamente, gud eslaprobabilidad de
gue a menos 8 unidadesresulten defectuosas?

Datos

g = 090
p = 010
n = 100
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P(X > 8)

1 = ng=(100) (0.10) =10 o = /npq = /(100) (0.10) (0.90) = /9 = 3

Sugituyendo en laférmula de lanormal s obtiene
Al centrar laaendon en € extremo izquierdo (@ X=8-05=75
X-u 75-10 25

z7=" -—=-0.83
o 3 3

El valor detablasparaZ = —0.83 es0.2967. Como € problema esta pidiendo que al menos
8 unidades sean defectuosas, e utilizad dmbolo >, definiendo de etamaneraque paradeterminar la

probabilidad requerida, esnecesario que a0.2967 sele sume 0.5000 quedando € &reabgjo lacurvaigua
a0.7967 (véaelafigura6.12).

Laprobabilidad de que d menos 8 unidadesresulten defectuosas es 0.7967 o de 79.67%.

75 10 X

-0.83 0 z

Figura6.12. Digribucion de produccion defectuosa.

324

ESTADISTICA PARA NEGOCIOS



Ejercicio 3

1

Unaempresarealizaun egudio de mercado parasaber s esviable laintroduccién de un nuevo
detergente en d mercado. El estudio reporta que aproximadamente 75% de las mujeres opina
gued detergente esbueno. Delas Sguientes 80 personasentrevigadas

a) £ud eslaprobabilidad de que d menos 50 sean delamismaopinion”
b) L£udl eslaprobabilidad que més de 56 personas sean delamignaopinion’

Laadminigradén deunaempresadereconocido prestigio hadecidido of recer unaagresvapolitice
de sxvido a dientes dicha politica condge en aceptar devoludones sn discuson aguna El
numero promedio dedientesqueregresan lamercanciaesde 10% por dig; § sedigeunamuedra
al azar de 70 dientes gud eslaprobabilidad de que méasde 5 dientesregresen lamercancia’

En rdacion con un grupo extenso de progpectos de venta se ha observado que 30% de los
contactados personamente por un representante de ventas redlizard una compra. S un
repreentante de ventas contacta a 30 progpectos, determinala probabilidad de que 10 0 més
realicen unacompra.

Unatienda departamenta efecttia un estudio y determina que 70% de los clientes que acude
realizan al menosunacompra. En unamuestrade 50 individuos gud eslaprobabilidad deque
al menos 40 personas realicen unacomprao mas cadauno®
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6.4. Didribucién t, uniformey exponencial
6.4.1 Didribucion t

En losgpartados anteriores se utilizd ladigribucion normal, yaqueresultaser un buen insrumento
pararedizar inferencias cuando se trabga con muestras grandes (n > 30) y s conoce la desviacion
edéndar o, U formula gplicada alamedia muetral eta dada por:

_X-u

/=—2=1
(e

Exigen stuadonesdonde Unicamente se dispone de muedraspequeiias (n < 30) yladesviadon
edéndar (o) no se conoce. El desconocimiento de la desviacion eténdar se debe a que en un
determinado experimento € nimero de observaciones con que s cuenta no es lo suficientemente
grande pararepresentar las caracterigicas de unapoblacion.

Para emplear unateoria que sea corregpondiente con € problemaatratar, y que sea Gtil para
realizar eudios con muedras pequefias, s debe suponer que la muestra obtenida de la poblacion
sgue unadigribucién normal y, por lo tanto, se puede basar € esudio en ladidribucién t.

La distribucién ¢ es un conjunto de distribuciones que tienen un com portamiento muy similar a la distribucion
normal, con la salvedad de que sus datos tienen may  or dispersion. Se aplica para realizar inferencias cuando la
muestra con la que se esta trabajando es pequefiay  ademas se desconoce la desviacion estandar poblacio  nal.

Para la gplicacon de la digribucidn t s utiliza una férmula etandarizada egpeciamente
congruida para trabgjar con muestras pequefias. Como en ede caso no se conoce la desviacion
edandar delapoblacion (o), s debe emplear ladesviacion etandar de unamuedtrarepresentada por
“S'. Ladigribudén se puede expresar en lossguientestérminos

Reu

t=———

b

Donde

Mediamuestral.

Media poblacional.

Desviadon esdndar muestral como gproximadon aladesviaddn eténdar delapobladon .
NUmero de observaciones.

X
H
S
n

Laférmula de la digtribucion t muestralarelacion que existe entre la diferencia de la media
muestral X y la poblacional w con respecto a la aproximacion de la desviacion eséndar S cabe
mendionar que d valor de Sesinfluido por losgradosde libertad.

Los grados de libertad se obtienen restando uno al tamafio de la muestra ( n— 1), cuando se esta
analizando una sola variable, por ejemplo X; los gr  ados de libertad estan relacionados con la varianz  a
muestral “ $2”. La nocién de grado de libertad se emplea para de  notar que se pierde un dato por cada

parametro que se calcula.
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Lagr&ficadeladigribuaont esmuydmilar aladeladigribucion norma yessmétricacon regpecto
al vdor delamedia . Laformaexactade ladigribucion t depende delos gradosdelibertad (d).

Una diferencia de la digribucidn t con regpecto de la digribucién normal es que la primera
presenta dispersones mayores que la segunda y esa mayor variabilidad de la didribucion t se debe
aque los calculos dependen tanto de la media muestral X como de la gproximacion ala desviacion
egandar “S’, mientrasque los clculos de ladigribucion normal dependen Unicamente de la media
X yaqueladesviacion edandar o se conoce. Por esarazon, ladigribudon t esplaticirtica, esdedr,
maés planaqueladigribucion norma.

Para poder determinar los valores en tablas de la distribucion t, es necesario conocer tanto €
nivel de confianza como d nivel de sgnificanciacon que setrabga

El nivel de confianza {1 — &) es el grado o porcentaje de confiabilidad de que las decisiones que se
toman son correctas, por ejemplo, el caso mas usual es trabajar a 95% de nivel de confianza, el cual
indica que existe una confiabilidad de 95% de que las decisiones tomadas sean las correctas. El nivel

de significancia (&) se refiere al grado o porcentaje de error con que se espera estar trabajando o

tomando decisiones erréneas.

El comportamiento de la digribucdon t es como d de la normd Z, tiene forma acampanada y
es perfectamente Smétrica con respecto a punto medio de lacurva, sn embargo, esmas planaquela
digribucén normal (véaselafigura6.13).

N

o /2 o /2

Figura6.13. Areabgjo lacurvadeladigribucion t.

En la gréfica puedes observar que € nivd de confianza se representa por (1 — «) y  nivd de
sgnificanda por (). En algunas ocasones, cuando se pretende esimar una medida de tendencia
central de la poblacidn con base en lainformacion proporcionada por una muestra, a trabgar con
una digribucion como t € nivd de Sgnificanda debe partirse ala mitad ya que exige una perfecta
ametriaen ladigribudon, mostrando que existen doscolas (extremos), por esarazon se debe buscar
en lastablasd nivel de dgnificanciapartido alamitad («f 2).

Regularmente se trabagja con 90, 95 y 99% de confianzay, por lo tanto, con un 0.10, 0.05
y 0.01 desgnificanda

Por gemplo, cuando 1 -« =95% lasgnificanciaesentonces « =1-.950 « =0.05

Por ultimo, esimportantedestacar queaunqueladigribucidnt sesempleapararealizar inferendias
con muestras pequeias losvalores criticos que gparecen en latabla se basan en € supuesto dequela
muestra extraida de la poblacion tiene unadigribucion de probabilidad normal.

Paraobtener d valor de tablas esnecesario conocer tanto € nivel de dgnificanciacon € que s
vaatrabgar como losgradosdelibertad. Unavezque s2digié € nivel dedgnificanciay se calcularon
los grados de libertad, en latabla se buscarén en la columnade laizquierda los grados de libertad y
en laparte superior @ nivel de Sgnificanda. Por gemplo, al buscar un valor en latabla se procede de
lagguiente manera: s n=10 y s trabgaa 95% de confianza, entonces
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1-a=95%

o =5% o] o =0.05

Losgradosdelibertad sonn—-1=10-1=9

Con ¢=0.05yn-1=9 dvaordet =1833, ysdvdort A =2262
Egto puede gpredarse en latablasguiente (gréficade una sola cola):

Gadosce 015 01 0.05 0.025 0.01 0.005
1 1963 3078 6.314 12.706 31821 63657
2 1.386 1886 2920 6.314 6.965 9.925
3 1.250 1638 2353 4303 4541 5.841
4 1190 153 2132 2776 3747 4,604
5 1.156 1476 2015 2571 3365 4082
6 1134 1440 1943 2.447 3143 3707
7 1119 1415 1.8%5 2365 2998 3.499
8 1108 1397 1.860 2306 289 3355
9 1.100 1383 1833 2262 2821 3.250
10 1098 1372 1812 2208 2764 3169

Tabla6.2. Segmento delatablat-gudent.
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Ejercicio 4

1

Ladigribucion t gudent se utiliza:

a)
b)
9
d)

Paraegimar € desempefio delos esudiantesen unauniversdad.
Paraegimar lavarianza poblacional con base en unamuedra
Para hacer inferencia cuando se dispone de muedtras pequefias.
Para hacer inferencia cuando se dispone de muestrasgrandes.

Ladidgribucion t gudent se diferencia de ladigtribucion normal porque:

a)
b)
9
d)

Ladigribucion t esméasplaticirticaylanormal esmesoclrtica
Ladigribucion t no essméricamientrasque lanormal 9 1o es
Ladidribucion t esacampanada mientrasquelanorma nolo es
Ladigribucion t esleptocirticamientras quelanormal es mesoclrtica

Ladigribucion t gudent tiene:

a)
b)
9
d)

Menor aametriaque ladigribucién normal.
Mayor asmetriaqueladigribucion normal.
Menor disperdon en susdatosque ladigribucion normal.
Mayor digperson en susdatosque ladigribucion normal.

Cuando los gradosde libertad son obtenidos mediante laexpreson (n— 1):

a)
b)
9
d)

Seegianalizando una solavariable.

Seegén andizando dos variables

Se eddanalizando un conjunto de variables de manerasmultanea.
No exige ningunavariable que se esé examinando.

El nive de dgnificandiarepresenta:

a)
b)
9
d)

Quétan dgnificativo esrealizar unaegimadon.

B grado o porcentge de error con que £ epearaestar trabgando o tomando dedisoneserrdness
El grado de configbilidad que representala eximacion que se deseallevar acabo.

El nive optimo dellevar a cabo un méodo de eimacion con muedras pequefias

S n=20ysetrabajacon un nivel de confianzade 95% paraegdimar unavariable, losvalorest

yt,, son

a t =1724yt  =2086
by t =172yt ,=2093
0 t =135yt =1724
d t =005yt  =0.025
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6.4.2. Digribucién uniforme

Exigen stuacionesdondetodosloseventos posblesde un experimento tienen lamismaprobabilidad
de ocurrir, por gemplo, § 100 personas compran un nimero de loteria las 100 tienen la misna
probabilidad de ganar 0 9 20 personas con d migno grado de esudios y capacidades Smilares
presentan al departamento de recursos humanosde una empresa asolicitar un empleo, las 20 tienen
lamisma probabilidad de ser aceptadas.

Cuando una varigble destoria asume una serie de vaores en una ecaa continua entre dos
puntos de tal manera que ninguno de los vaores tenga més probabilidad que los demés de ocurrir,
entonceslaprobabilidad relacionadacon lavariable alestoriacontinuase puede presentar medianteuna
digribucion uniforme.

Una distribucion de probabilidad uniforme contiene todos los valores posibles que puede tomar una
variable aleatoria continua y todos estos valores t ienen la misma probabilidad de ser tomados por la
variable aleatoria.

A diferencia de la digribucion norma esandarizaday de la digribucion t, la digribucon de
probabilidad uniforme se puede obtener sn necesdad derecurrir a uso de férmulas etandarizadas
ni a empleo detablas.

Para una megjor comprengén de lo que es la digribucion uniforme se hace uso de un gréfico,
mediante un rectangulo (véase lafigura 6.14).

f(x) A

10

v

Figura6.14. Digribucion uniforme.

Laaturadd rectangulo delafigura6.14 esigua al.0y d éreaa 100%, como puedes observar,
d rectdngulo esadividido en cuatro partes con unamisma probabilidad, esdecir, cadaunacon una
probabilidad de% . Por lotanto, € &eabgo d rectdngulo entre dos puntoscualesquiera, por giemplo
cyd, esigua a porcentgjeo areadd intervalo total induido entre by ¢ Unaférmulapararepresentar
edo sria

Pbs<X<g=22

QO

Donde

a = Vaor minimo de ladigribudon.

Vaor méximo de ladigtribucion.

Vaor minimo ded rango con que setrabga
Vaor méximo de rango con que s trabga

d
b
c
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La formula muestra que 9 se quiere conocer la probabilidad de que d valor que toma una
variable exd entre dos puntos by ¢ hay que tomar la diferenda exisente entrelosvaores que toma
lavariable en esos puntosy esa diferencia dividirla entre la resta de los valores maximo y minimo
de ladigribudon.

S d objetivo fueraencontrar laprobabilidad entreay ¢, entoncesla férmulaesariadadapor:

P(asXsc):C_—a
d-a

Como no 9o nosinteresala probabilidad de que € valor quetoma unavaridble exé en derto
intervalo, exigen algunas aplicaciones en d mundo rea donde es necesario € uso de férmulas
egpediales sobre lamediay la desviadOn eandar para una digribucidn de probabilidad uniforme.
Lasférmulaspara obtener lamediay ladesviacion eséndar esén dadaspor:

Media ﬂ:a—;d

Var(X) =o? = @-a°
1

Desviacion eténdar o = /Var (X)

Ejemplo 7

Se egpera que las ventas de computadoras de una importante empresa Sgan una digribudon de
probabilidad uniforme. Debido a las limitantes del mercado, las ventas mensuaes no pueden ser
menoresde 5 000 computadoras o superioresa 25 000.

a) & ud seralaprobabilidad de gue al menos se vendan 20 000 computadoras?
b) &Lud srdlaprobabilidad de que se vendan entre 10 000 y 15 000 computadoras?

Antes de resolver ese punto esimportante trazar un grafico que represente cada uno de los
puntos que sevan acondderar (véaselafigura6.15)

A

v

a b c d e
5000 10000 15000 20000 25000

Figura 6.15. Digribucion uniforme de lasventas mensuales de computadoras

a+e 5000+25000 30000
2 2 -

Como € objetivo esencontrar laprobabilidad de que al menos se vendan 20 000, entonces
hay que centrar laatencion en € intervalo que corresponde alospuntosdy e Por lo tanto:
_e-d_25000-20000 5000
~e-a 25000-5000 20000

El valor medio viene dado por u = =15 000

=0.25

Pd< X<e
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Laprobabilidad de que lasventasalcancen por o menos20 000 computadoras es de 25%.

b)

v

a b c d e
5000 10000 15000 20000 25000

Figura6.16. Digribucién uniforme de lasventas mensuales de computadoras.

Como € objetivo esencontrar la probabilidad de que las ventas sean de 10 000 a 15 000
computadoras, nos interesa € intervalo que corresponde a los puntos cy b, por lo tanto la
formula puede ser:

c-b 15000-10000 5000

= = =0.25
e-a 25000-5000 20000

Pb<X<0)=

Laprobabilidad de que lasventas se encuentren entre 10 000 y 15 000 computadoras es 25%.

Como puedesaprediar, ladigribucion uniformeesutil cuando queremosconocer laprobabilidad
de que un determinado valor que hadetomar agunavariable aesudiar se encuentreen un intervalo
o rango de valores perfectamente definido.
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Ejercicio 5

1

Las ventasde una gasolinera acanzan en promedio los40 000 litrosdiariosy un minimo de
30 000, s lasventasde combugtible sguen unadigribucién uniforme, gud eslaprobabilidad
de que lasventasde gasolina excedan los 35 000 litros:

Una compafia productora de acero cortay vende tubos con medidas que van de 1 a5 metros
edas medidas son las mas demandadas en d mercado

a) & ud eslamedidapromedio de un tubo?
b) &L ud eslaprobabilidad de que un tubo sea mayor de 3 metros:

Losingresosfamiliaresen unacolonia determinada se encuentran entre 4 800 y7 200 pesos
mensuales S a un egeciaiga en tendendas de consumo le interesa determinar d ingreso
promedio con d fin de esablecer unaedratega publicitaria sobre algunos articulos, caculala
probabilidad de que losingresosfamiliaresestén entre 6 000y 7 200 pesos.

Un consultor comienzaatrabgar en un proyecto. El beneficio esperado oscila entre 30 000
y 70 000 pesos. Ludl eslaprobabilidad de que e beneficio dd consultor esté entre 50 000 y
60 000 pesos:

Un vendedor recibeun sadlario anua deentre 150 000 y 250 000 pesos, seguin su productividad.
Calculalaprobabilidad de que:

a) Tengaingresns superioresa 175 000 pesos
b) Susingresos sean menoresa 200 000 pesos.

UNIDAD 6. DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD C ONTINUA
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6.4.3. Digribucién exponencial

Otra de las digribuciones discretas relevantes que se analizaron en la unidad anterior fue la
digtribucion de Poisson. Cuando € nimero de datos con que se quiere trabgar es muy grande
y ocurren en un proceso de Poisson, es decir, s caracterizan por un entorno de tiempo o de
epacio, se dice entonces que sgue una digribucién exponencia de probabilidad. Por lo
tanto, se puede aseverar que exise una esrecha relacion entre la digtribucion de Poisson y la
distribucién exponencial.

La distribucién exponencial aborda fenémenos cuya probabilidad se refiere a tiempo y distancias entre la

ocurrencia de experimentos con respecto a un interv alo continuo.

Exige una gran cantidad de fendmenos asociados a la digribucdén exponencia. Algunos
gemplos son:

¢ Numero de automoviles vendidos por dia.

¢ Numero de defectos por lote en un proceso de produccion.
¢ Numero de clientes atendidos en un banco en un dia.

¢ El tiempo entre llegadas de clientes a un supermercado.

Unade lasdiferenciasentre ladistribucion de probabilidad de Poisson y la exponencial es
gue, mientras @ proceso de Poisson es estacionario, es decir, la probabilidad esla misma para
todosloseventosalo largo detodo € intervalo de tiempo, ladistribucién exponencial se puede
aplicar cuando € interéscond ste Gnicamente en conocer € tiempo o ladigancia hastad primer
evento, e tiempo o ladigancia entre dos eventos sucesvos

Las probabilidades exponenciaes s pueden expresar en términos de tiempo o diganda. Al
igua que las otras digribudones de probabilidad es posble utilizar una formula para calcular la
digribudén exponencial de probabilidad, la formula varia seglin € caso que s edé tratando. A
continuaciéon se presentan dos casos de interés

Cuando /A esel numero medio de ocurrenciasy € objetivo esencontrar la probabilidad de que
e evento no sucedaen € intervalo espedificado, entonceslaférmulaes

PT>t)=e™

Donde

e = 271828, labasedeloslogaritmosnaturaes

A = Congante postivaigual alamediadeladigribucion.
t = Tiempo.

T = BEvento que sequiereddimitar.

Deigual manera, cuando A esdl niumero medio deocurrendasylo quesebuscaeslaprobabilidad
de que un evento ocurraen € curso del intervalo esablecido, entonceslaformulaes

PT<t)=1-e™

334 ESTADISTICA PARA NEGOCIOS



Ejemplo 8

El departamento de servicio a dientes de una empresa de teléfonos celulares recibe tres llamadas
en un promedio de 15 minutos, lasllamadas provienen de dientesa quieneslos celularesles han
salido defectuosos.

a &ud eslaprobabilidad de quelastresllamadasocurran en un tiempo mayor de 15 minutos?
b) Quéprobabilidad existe de que € tiempo seade 15 minutoso menos?

a Lo primero que debemosobtener esd valor de X, esdedr, € nimero de llamadas por minuto.
Setieneque A = % =0.2 llamadas por minuto.

Como s conddera que d tiempo sea mayor a 15 minutos, s edaria trabgando fuera del
intervalo consderado y € dguiente paso essudtituir en laprimer formulay resol ver:

T >t)=e™
P(T >15)=e %2 = 3 = 0,049

Laprobabilidad de que ocurran tresllamadasen un tiempo mayor de 15 minutoses 0.049
0 de 4.9%.

b) Pararesolver egeind, debido a que s trabga dentro del intervalo condderado, s utilizala
formula pT <t)=1-¢e*, por lo que, sugtituyendo se obtiene:

P(T <15)=1-e3=1-0.049=0.95

Laprobabilidad de que lasllamadas ocurran en 15 minutos o menoses 0.95 o de 95%.

Ejemplo 9
Una empresa de telas ha detectado que en un rollo de 100 metros de tela hay un metro que eté
dafiado en promedio, gud esla probabilidad de que € metro de tda dafiado s encuentre en los
primeros 40 metros de tela?
Como Afifom At=0.01(40)=0.4
100~ =0.01 (40) =0.
PT <40)=1-e™ =1-e®M40) =1 _¢%4 =1-067=0.33

Laprobabilidad de que & metro de tda dafiado se encuentre en los primeros 40 metroses0.33
0 de 33%.

UNIDAD 6. DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD CONTINUA
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Ejercicio 6

1

Las [lamadas de emergencia que recibe un hospital durante las primeras horas dd dia lunes
sguen un moddo exponencial, con un tiempo medio de 20 minutos por cadallamada.

a) Calculalaprobabilidad de que € tiempo en que se espera unallamada sea mayor a
20 minutos

b) Obtén laprobabilidad de que d tiempo en que setardaen redbir unallamadaseaigual o
menor a 20 minutos

¢ Encuentralaprobabilidad de que € tiempo de espera de unallamada sea de 10 minutos
U e ivs

En promedio 5 personastardan 10 minutosen retirar dinero de un cgero automaico, gué es
laprobabilidad de que tarden méasde 5 minutos:

El tiempo de aencion a diente en un servido de informadon de una biblioteca sgue una
digribudén exponencial, con un tiempo de servicio medio de 3 consultascada5 minutos, gudl
esla probabilidad de quelas 3 conaultas se realicen en mésde 5 minutos:

En unosgrandes amacenes, laoficinade aencién al diente recibe en promedio 6 redamaciones
cada 30 minutos sobre la calidad dd servicio, gud es la probabilidad de que s reciban esas 6
redamacdonesen mésde 30 minutos:

Un andigtahace predicdonessobrelasganandiasde unacorporacion. S lasganandaspromedio
son de 60 000 mensuales, realizando 4 servicios cada 5 dias, cud esla probabilidad de que:

a) Sehagan 4 srvidosen mésde5 dias
b) Seefectlen 4 serviciosen 5 diaso menos
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6.5. Tiposde muedreo

Usuamente serecurrealarealizacion de muedrasparadescribir las caracterigticasde unapoblacion.
Paraquelosresultadosobtenidosen e proceso deinferenciaestadigicasean confiables, se debetener
una muestra que represente en gran medida a conjunto total de datos es decir, que contenga las
caracterigticas esencales de lapoblacion.

Mediante una buena metodologia, una muedra elegida adecuadamente suminidra la
informacion mas relevante de una poblacion, tendiendo diversas ventgjas sobre un censo; por
giemplo, una muedtra genera un menor costo, mayor rgpidez y precison en la obtencion de los
resultados, ademas de recolectar lainformacién deseada en aque los casos en los que esimposhble
realizar un censo.

Por gemplo, 9 unacompafiasededicaarealizar exudiosde mercado, leinteresaraefectuar una
encuestasobrelosgugosy preferenciasdelosconsumidorescon € fin de observar s laintroduccion
de un nuevo producto a mercado es viable o no. En este caso, 10 s encueta a una parte de la
poblacion aquienesiradirigido € producto. Elegir unamuestrarepresentativa de los consumidores
implica que & cogo de laencuegta (entre otros factores es menor que S s consderara d total de
los consumidores

Al proceso de disefiar y analizar unamuestra se le conoce con € nombre de muetren, € cua se
puede definir como:

El muestreo es un proceso donde se elige una muestr  a que sea capaz de representar a la poblacién de
manera que no se pierdan los rasgos y caracteristic ~ as mas relevantes de ésta.

El muedreo suele gplicarse en lasdigintas areas econdmico adminigrativas tales como:

¢ En los estudios de mercado. Por ejemplo, si una empresa de la industria cigarrera esta
interesada en introducir un nuevo tipo de cigarro en € mercado y quiere saber s €
producto tendra aceptacion, acude a la realizacion de un muestreo. S se conoce que
aproxi madamente hay una poblacién de 15 millones de personas que fuman, esposble
encuegar a1 500 fumadores que conformen una muestrarepresentativa.

¢ En el control de calidad. Por ejemplo, cuando el departamento de ventas de una empresa
depinturasenviaunamuestrade 100 litrosde pinturade un nuevo color acadauno de sus
mgoresdientescon d fin deconocer 9 lapinturacumple con losrequerimientosde calidad
de los dientes. Los resultados permitiran determinar §  producto sera o0 no aceptado,
ademésde hacer posiblelaegimacdon de monto de ventas que se hade alcanzr.

¢ En el disefio de politica de desarrollo. Por ejemplo, si el gobierno de una ciudad esta
interesado en introducir unanuevarutadetransporte colectivo, primero debe analizar
9 existe la demanda para este tipo de servicio. Para élo realiza un muestreo con €
fin de conocer a cuanta gente beneficiariala nueva ruta, observando durante algunos
dias & numero de posbles pasgeros, realizando encuestas a algunos de dlos 'y, de
eda manera, realizar d andliss de costo benefido para saber qué tan rentable le resulta
impulsar ese proyecto de desarrollo.

Paraanalizar fenomenos macroeconomicos. Por ejemplo, el Banco de México estima el Indice
Naciona de Precios d Consumidor (INPC), recolectando y procesando la informacion
edadigica mediante la toma de gproximadamente 450 bienes y servidios que forman una
muegtrarepresentativa de los preciosy cantidades de la economiade todo dd pais

UNIDAD 6. DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD CONTINUA
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Para medir las preferencias electorales. Por ejemplo, durante las campanas presidenciales
los partidos politicos y los medios de comunicacion llevan a cabo digintos tipos de
muestreo paraconocer laspreferenciasde losdectoresy ad disefiar estrategiasde campafia
o informar a publico sobre d desarrollo dd proceso dectoral.

Para medir la opinién puiblica. Por ejemplo, algunos noticieros o gobiernos de las entidades
federativas elaboran méodos de muestreo con € propdsto de conocer la opinion publica
sobre la aceptacion o no de alguna politica que s deseallevar acabo.

Para disefar estrategias de publicidad. Por ejemplo, cuando una agencia desea realizar un
comercia con d objetivo de incrementar las ventas de cerveza de una compafia. S la
agenda egima que € mercado esé congituido por 10 millones de consumidores, puede
evaluar aunamuesrade 2 000, mostrandolesdigintos comerciales parassber cud sriad
comercial mas efectivo en cuanto alaimpresidon que lescauso.

Exige una srie de argumentos de por qué es preferible llevar a cabo muestreo y no censos
dentro detales argumentos s pueden sefidar lossguientes

a)

b)

9

d)

e

S s trabga con muestras s minimizan los costos que representa la recoleccion de la
informacion, ya que solo se necedta conocer una parte de la poblacion, es decir, d
numero de observaciones*“n’” esmenor.

En un muedreo exige una mayor exactitud en cuanto a los datos obtenidos en
comparacion con los censos, eto se debe a que lainformacion recabada es seleccionada
y minuciosamente andizada.

El grado de error suele ser menor en una muestra que en un censo, por o complgo que
resulta hacer un conteo delatotalidad de losdementos

Lainformacion proporcdonada por un muestreo se obtiene con mucha mayor rapidez que
9 s desearallevar acabo un censo.

En ocasones resultaimposble eaborar un censo debido alanaturaezadd problemao al
tipo de poblacion que se desea examinar.

Un censo es un proceso en € que se recolecta la informacidon contenida en € tota de una
poblacion. A pesar de sus desventgas ante la muestra, en ocasones < lleva a cabo ege tipo de
medicdones Por gemplo, anivel nacional serealizan diversos censos para medir algunos fendmenos
poblacionales 0 econdmicos. Por gemplo, d Censo Genera de Poblacion y Vivienda que s rediza
cada 10 afos o los Censos Econdmicos que se daboran cada cinco afiosen nuegtro pais.

Antes de examinar los digintos tipos de muestreo, esimportante sefialar que en la esadidica
inferendd exigen dostipos de poblaciones las poblacionesfinitasy las poblacionesinfinitas

Poblacion finita es aquella que estd compuesta de u  n numero determinado de elementos, objetos

u observaciones.

Algunos gemplos de poblacién finitason:

El ntimero de vuelos diarios en el aeropuerto de la Ciudad de México.
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¢ El numero de empleados en un banco.
*  Laproduccién diaria de computadoras en una fabrica.

¢ La cartera de clientes de un ejecutivo de cuenta de una casa de bolsa.

Poblacién infinita es aquella en la que no es posible conocer el niimero determinado de elementos u

objetos que la componen.

Algunos gjemplos de pobladionesinfinitas pueden ser lossguientes

¢ El numero de robos al afio no denunciados ante el ministerio publico.

¢ El numero de nifios de la calle que no cenaron en la Nochebuena.

*  Las operaciones diarias de compra-venta de dolares alrededor del mundo.
¢ El numero de articulos de contrabando introducidos al pais cada afo.

Cabe degtacar que en gplicaciones de casos reales usuamente se emplea la poblacion finita,
aunque no se descarta € uso de pobladonesinfinitas, ya que cuando la poblacion es muy grande se
condderacomo unapoblacion infinita

El muedreo debe garantizar que la muedtra esadigica sea lo sufidentemente representaiva
y describa plenamente a la poblacién. De eta manera, la problemética principal que enfrenta d
muestreo congge en extraer lainformacion de lasvariables de la poblacion que se piensaandizar.

Como exigen digintas maneras en que las pobladones s encuentran edructuradas
dependiendo de sus caracterigicas es necesario utilizar € tipo de muestreo més adecuado para
redizar lasregectivasinferendias

Ege apartado tiene como findidad hacer unarevison de los digintostipos de muestreo, dentro
delosque s pueden destecar: d nuedrenalestariq d muetreo edratificadoy d muetreo sgemético

6.5.1. Muedreo aleatorio Imple

Uno de los moddos de muestreo mas conocido y que més se emplea es d denominado nuesreo
aegtaiosnple d cud serdacionacon € temade lasprobabilidades

El muestreo aleatorio simple para poblaciones finitas es un proceso mediante el cual se obtiene una
muestra de tal manera, que tuvo la misma probabilid  ad de ser seleccionada que el resto de las muestras
posibles que pudieron recolectarse.

Por gemplo, § se desea conocer la opinion de los suscriptores de un programa de cliente
frecuente de una aerolinea, y para ello se selecciona un vuelo delaCiudad de México aTijuana,
eda muedra dd tamafio de n dientes que se tome de tota de la poblacion de N suscriptores a
dicho programa, debid tener lamiamaprobabilidad de ser seleccionadaque s se hubiera sdeccionado
cualquier otro vuelo de eta compariia. Notaque @ tamafio de esapoblacion esfinito.

UNIDAD 6. DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD CONTINUA

339



El muestreo aleatorio simple para poblaciones infinitas es un proceso en el cual se obtiene una
muestra donde cada uno de sus elementos fue recolec  tado de la misma poblacion y de manera
independiente a los demas.

Por gemplo, s se desea conocer d tipo de cambio (peso-délar) aunadeterminadahoradd dia, la
poblacién bgo esudio esinfinita, puesresultaimposble conocer d totd delastransaccionesdecompra
ventaentred peso y d ddlar redizadas en todo @ mundo a esahora determinada. En ese sntido, las
transacdonesque Unicamente deben ser condderadas son aqudlasque seredlizan entre pesosy dolares
pues esla poblacion bgo esudio; esdedr, no debetomarse en cuenta las operaciones redlizadas entre
d ddlar y otrasmonedasdidintasal peo. Por otraparte, cadaunade lastransaccionesconsderadasen
lamuedtra deben ser independientes entre d, esdedir, que las personas sdectionadas tengan digintos
motivosalasdemaspararealizar operacionesde compraventadeladivisa, por emplo, paraepecular,
para sir de vige, para importar productos extranjeros €c. y no tomar en cuenta Unicamente las
transacdonesredlizadas por un slo diente, un lo banco o por unasolaingitucidn finandera.

Aungue € término aleatario implica que los eementos que forman parte de la muedra s«
sdeccionan de manera fortuita o a azar, lo derto es que d muedreo aleatorio no necesariamente
debe cumplir ege requisto; mas bien requiere un proceso cuidadoso en cuanto al disefio con d fin
de asegurar laindependencia de losdementos, esdedir, se buscaque d resultado de un experimento
no dependade aglin resultado que e obtuvo anteriormente.

Por lo tanto, parallevar acabo un muesreo deatorio sedeben tomar en cuentalossguientesagpedos

1. Definir la poblacién objetivo; es dedir, identificar cudles son las personas productos o
servidosque s deseaestudiar.

2. DisEfiar un méodo parallevar acabo d muestreo aeatorio; esdedir, definir lamaneraen
gue seran seleccionados los dementos de lamuestra.

3. Llevar acabo d muestreo adeatorio; es decir, sdecdonar y recabar lainformacion en cada
uno delosdementosde lamuestra

Cuando s manejan poblacionesfinitasy cuando sea posible, es recomendable tener acceso a
marco muedral paradissfiar € méodo de muestreo. EI marco muestral esunaligadd tota delos
elementos de la poblacion. Por gemplo, 9 se desearealizar un muesreo para conocer la preferenda
politicaen un proceso electoral, @ marco muesral podriaser € padron eectoral. S se desea conocer
e poder adquistivo delosdientesde un banco, d marco muestral seriad lisado detodoslosclientes
de ex= banco.

Para sdecdonar los dementos que compone la muestra se utilizan didintas técnicas, por
gemplo, tablas de nimeros aleatorios 0 paquetes computacionales que proporcionan digtintas series
de niUmerosaleatorios

Algunosgemplos de loserrores que se cometen al realizar un muestreo aeatorio son:

¢ Elaborar un muestreo para conocer las preferencias electorales de un pais, encuestando
Unicamente alos participantes de un mitin politico.

*  Realizar una encuesta a la salida de una estacion del metro para conocer la preferencia del
tipo de aditivo o lubricante parad motor de losautomaoviles

*  Realizar preguntas tendenciosas que confundan a los encuestados o los incite a mentir.
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El muestreo deatorio permiteunaadecuadaextraccion deun grupo dedementosparagqueformen
parte de una muestra representativa y descriptiva de una poblacion. Los eementos que conforman
lamuegra dependen de las probabilidades que tienen de ser escogidas, ademas todos los eementos
tienen las mismas probabilidades de ser sdeccionados

S en d muestreo aeatorio srealiza un experimento con reamplazo en una poblacion finita de

tamario N, entoncescadademento delapoblacion tendralamismaprobabilidad de 1 deser extraido;
N

por otro lado, § d experimento e realiza 9n reamplaza entonces la probabilidad de ser extraido €

primer elementoes 1, d segundo demento _1_, d tercer demento _1_ yasl sucesvamente.
N N-1 N-2
En lapréactica, regularmenteseutilizan dentro del muegreo aleatorio experimentossn resmpazo,
debido a que no interesa que e repita un resultado. Una férmula para conocer la probabilidad de
obtener una muedtra entre lasdigintas muedras posbles que se puede extraer de una poblacidn, se
representa por:

P= Formula 6.1

NCn

Donde

N!

Ch=——
N RN =)

+C.,= Numero de combinaciones que exigte para obtener “n” muestrade n elementosde una
poblacion de “N” dementos.
N = NUmero de dementos que contiene la poblacion.
n = Numero de eementos contenidosen lamuedra.

Egto indica la probabilidad de obtener cada una de las digintas muedras que se pueden
obtener a combinar loselementosdelapoblacion. Laférmulatomaen cuentalascombinadonesen €
denominador. Las digintas combinaciones de seleccion de los eementos que conforman la muestra
es importante, ya que § en un banco hay cinco personas y 1o tres cgas digponibles la primera
personapuede acceder alacgal, pero también exigelaposhbilidad de que sele aiendaen lascgas2
y 3, a igua quealosotroscuaro clientes por o que se pueden dar diferentes combinaciones.

Ejemplo 10

El departamento de produccdn de una empresa de quimicos s interesa en ssber cudntas muestras
digintasde 3 quimicos se pueden obtener de una poblacidn de 10 quimicos

En ege caso la poblacion viene representadapor N =10y lamuestrapor n=3
Al gplicar laférmula de combinaciones obtenemos

N!

Ch=——
N RN =)

| |
Cyo 101 _10x9xBx71 720 _,,,
310-3)!  (3x2x1) (7)) 6
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Laempresapuede obtener 120 muestrasdigintasy cadamuestraegacompuestade 3 quimicos
Laprobabilidad de que cada una delas 120 muestras contenga 3 quimicos se define por:

1 __1 —i:0.0083

nCh 100G 120

Laprobabilidad de obtener cadamuestrade 3 quimicoses 0.0083.

Ejemplo 11

El jefe de personal deunaempresaderopaparanifio necedtacontratar doscosureras. A laentreviga
acuden 8 personas El jefe de persona quiere conocer cudntas muedras diferentes se pueden obtener
y cudl eslaprobabilidad de obtener cadamuestra

N! 81 8x7x6! 56

NG = = = =
ni((N-n)! 21(8-2)! (2x1)(6) 2

Se pueden obtener 28 muedras digintasdonde cadaunaegdintegrada por doscodureras La
probabilidad de que cadamuestra contenga dos costurerases

1 1 :i:0.036

NG G 28

Laprobabilidad de obtener cada muestra donde haya dos costureras es 0.036.

6.5.2. Muedreo edratificado

Otramanera que s2 emplea en forma regular para sdeccdonar muestras es d muestreo eratificado,
edetipo de muestreo retomalainformacion que se conoce acercade lapobladon.

El muestreo etratificado puede emplearse principalmente cuando lasvarianzasde losdigintos
edratos son diferenciadas

El muestreo estratificado es un proceso mediante el cual la poblacién es dividida en distintos grupos o
estratos, a cada uno de ellos se le extrae una mues tra aleatoria que sea proporcional al tamafio de la
poblacion de ese estrato y en forma independiente a | resto de los estratos. Los elementos contenidos e n
un mismo estrato deben poseer caracteristicas simil ares o comunes entre si.

El muestreo edratificado puede aplicarse principalmente cuando en una pobladon exisen
grupos diferenciados.
Algunos glemplos donde puede aplicarse d muestreo edratificado son losSguientes

¢ Las empresas que producen diferentes disefios de automdviles y desean estimar la demanda
paralasdigintasregionesdd pais
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¢ Cuando se realiza un estudio para conocer los ingresos que obtienen las personas que se
encuentran en digintos puesosy en digintos sectores de la economia.

*  Laspreferencias en la programacionde un canal de televisidn entre las distintas generaciones
en gue s encuentracompuestalapobladon.

* La opinidn publica que la poblacion tiene hacia una politica en la Ciudad de México, la
cual esdesagregadaen digintasdases ndiaes

Este méodo es efidente cuando puede aplicarse una edratificacion efectiva, es decir, cuando
en lapoblacion exigen gruposdiferenciados, puesdelo contrario € muestreo edratificado no gporta
ningunaventgasusandia con respecto al muestreo aeeorio y al Ssemético.

En esetipo de muedreo, d nimero de eementos sdecconados que conforman lamuestraes
proporciona al nimero de objetos con que cuenta cada estrato.

En términos generales, 9 se divide unapoblacion finitade N dementosen K gruposo esraos
detamaiio N, N,,..,N, ysedeseatomar unamuestradetamario n, setoman K muestrasaleatoriasde
tamaio n, n,,...,n, en cadaedrato, lascuales deben ser proporcionalesalapoblacion de cadaedrao
yd s2uman entred deben ser igual an. Paradlo s utilizalasguiente formula:

_Ne

e =nRc R Formula 6.2

Donde:

n. = Esd nimero de eementosque componen unamuestradel edrato K.

n = Numero totd de dementosde lamuestradegida

P. = Eslaproporcon delosdementosdelapoblacion induidosen € esrao K.
NUmero de dementos que componen € egrato K de la poblacion.

= Numero total de eementosdela poblacion.

Laformulan, =nP, nosindicad nimero de dementosdentro de unamuestraque pertenecen aun
edrato, esdedir, en qué proporddn partidpacada uno delosegratosen lacomposcidn delamuedra

Ejemplo 12

Unaagendadepublicidad redlizaunaencuestaaunamuesrade 500 profesonisasde unapoblacion
de 6 000, lacua esa compuestapor 3 000 adminigradores, 1 200 abogados, 600 mercaddlogosy
1 200 médicos S laasgnacion esproporcional, guantos dementos de cada estrato forman parte de
lamuedra?

. N
Laférmulaque seempleaes n, =nk, donde P, = NK

Losdatos son:

N = 6000 poblacion
N,= 3000 adminigtradores
N,= 1200 abogedos

,= 600 mercaddlogos
N,= 1200 médicos

n= 500
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=—— =010  ny=nR =(500)(.10) =50

==2—-020 n,=nP, =(500) (.20) =100

=2 =" -050 n, = R, = (500) (0.50) = 250

==2—-020 n,=nR =(500)(0.20)=100

Por lo tanto, lamuedra elegida etara compuega por 250 adminigtradores, 100 abogados, 100

N, 3000
R="0
N 6000
N, 1200
=2
N 6000
N; 600
|33 =2
N 6000
_ N, 1200
*7 N 6000
médicosy 50 mercaddlogos.
Ejemplo 13

Con propostos de seguridad naciona y de prevenir que México albergue a grupos terrorigas, la
ofidnade migracion deseaingpeccionar laStuacion migratoria de los extranjeros de dnco paises en
laCiudad de México. Ante laprioridad del tiempo y ante & numero limitado de agentes, se decidié
seleccionar a1 000 extranjeros de los queingresaron de enero adiciembre de 2001

Pais NUmero
Golombia 5120
Esparia 2594
Pert 1499
Japbn 1100
Federacion Rusa 790

Tabla6.3.

Fuente ProgramaBianual de Mejora Regul atoria 20012003 de la Secretaria de Gobernacion, www.cofemer.gob.mx

S laadgnacion esproporcional, guantos dementos de cadaedrato forman parte delamuestra?

11 103 poblacion
5120 Colombia
2 594 Egafia
1499 Pert
1100 Jpoén
790 Federacion Rusa
1000

S zZz2z2zZ2Z22Z2Z

N, 5120
TN 11103
N, 259%
"N 11103
Ny 1499
N 11103

1
2

3

=0461 n, =nR = (1000) (0.461) = 461

=0.233 n,=nR =(1000) (0.233) =233

0135  n, = nR, = (1000) (0.135) =135
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N
_Na 1100 5699 1, =P, = (1000) (0.099) - 99

7N 11103

N 790
R=-5-_" _0072 n,=nP, =(1000)(0.072)=72
5= "1l 103 , = NP, = (1000) (0.072)

Por lo tanto, la inspeccion migratoria se realizaria a 461 colombianos, 233 espafioles,
135 peruanos, 99 jgponesxesy 72 rusos.

6.5.3. Muedreo 9g¢emético

S la poblacidén es excesvamente numerosa, como por gemplo, la produccion de tornillos en
una empresa en us digintas presentaciones, € marco muedral es dificil de obtener, pues ante la
inmenddad de datos resultaria demasado laborioso presentar la liga de los ementos de toda la
poblacion. Parasolucionar ese problemase acude a muestreo Sstemético.

El muestreo sistematico es un proceso mediante el ¢ ual se elige sisteméticamente un elemento de cada P
observaciones realizadas en la poblacion.

Mediante esetipo de muestreo s pueden conformar digintasmuegrasquetoman en cuentaa
losdigintos grupos representados en la poblacion. Una de las ventgjas masimportantes de edetipo
de muestreo es que aparecen dementosde todoslos esraosdela poblacion.

Exige unagran variedad de casos practicosdonde resultamasfécil seleccionar alosdementos
por gemplo, 1 de cada 10 focos para saber 9 etén defectuosos, 1 de cada 20 personas para conocer
susgugosy preferenciaso 1 de cada 5 personas que vigian en avion.

Para determinar los datos que conformardn la muestra sseméica, s define k, d cua sera
e primer dato que es seleccionado de manera deatoria, y P e cual indica cada cuantos nimeros se
realizardun corte; ad, k + Pserdd segundo dato sdecdonado, k + 2P d tercer dato seleccionado y ad
sucesvamente. Este es un muestreo ssemético por € hecho de que se emplead dato k + (i + 1)P de
los P grupos en que se segmenta la poblacion.

Ejemplo 14

El departamento de servido adientesde unaempresaregisro € nimero de llamadas que recibe en
25 diashébiles Lasllamadasredbidas son:

Sermana 1 Sermana 2 Sermana 3 Sermana 4 Sermana 5
Lu 23 Lu 31 Lu 18 Lu 13 Lu 12
Ma 25 Ma 42 Ma 26 Ma 48 Ma 15
Mi 21 Mi 43 Mi 33 Mi 34 Mi 19
Ju 30 Ju 28 Ju 11 Ju 29 Ju 46
\i 31 \ 27 \Y 39 \| 48 \| 25
Tabla6.4.
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El departamento podria sdecdonar cierto nimero de muestras sgeméticas Por gemplo, 9
e desea determinar cinco muedtras con d fin de que édas representen € comportamiento de las
Ilamadas que e redlizaron durante etas dnco semanasy que los datos sdeccionados no se repitan
nuevamente, se procede de lasguiente manera:

En laprimeramuedrase define P=5yK iniciacon € primer diadelos 25 sdecdonadosy s
tomaran dementosde 5 en 5 hasta que se agoten todoslos dementos (véase latabla 6.4).

Laprimeramuedrasedigio delasguiente manera: se sabe queseinicio adoptando d dialunes
delaprimerasemana; € segundo término aser sdeccionado esK + P, esdedr d dato que corresponde
al dial +5 =6, d cual esd dialunesde la ssgunda semana cuyo valor es 31; d tercer término a s
sdleccionado esK + 2P, esdecir, 1 +2(5) = 11, o sead lunes de la tercera semana cuyo valor es18 y
ad ucesvamente.

En lamuedradoséd vaor deK correponde a segundo diadelaprimerasemanay P continta
con un vaor de5, por lo tanto, d primer demento esd diamartesdelaprimerasemanacon un valor
de 25, d segundo diaa ser sdeccionado que s consderaen lamuestra (2 +5) srefiere al diamartes
de la segunda semana con un valor de 42 [lamadasy ad ucedvamente.

Muestral Muestra 2 Muestra 3 Muestra 4 Muestra5
K 23 25 21 30 31
K+P 31 42 43 28 27
K+ 2P 18 26 33 11 39
K+ 3P 13 48 34 29 48
K+ 4P 12 15 19 46 25

Tabla6.5. Llamadasrecibidas por € departamento de servicio aclientes

Ede tipo de muestreo es Gtil cuando a partir dd nimero de eementos que contiene una
poblacion se desea determinar no unamuestrasno variasque tengan caracterigicasSmilares, detal
formaque s dijalagque muesre un comportamiento més parecido a de la poblacién.
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Ejercicio 7

1.  Unodelosagpectosque sedebe cuidar a degir unamuedraes

a) Queedén contenidose tota delosdatosde lapoblacion.

b) Quelosdaos s encuentren organizados mediante un muestreo estratificado.
0 Quelosdatossean detipo cuantitativo.

d) Quesearepresentativade lapoblacion de donde e recolecta.

2. Son dgunasventgas que ofrecen las muestras repecto aun censo:

S
o
LL

a) Son aractivasparahacer inferendasd sdeccionar atodalapoblacion. a

b) Son menoscodosas, edéticasy repreentativas de lapoblacion.

0 Losparametrosque emanan delamuesrason utilizados parainferir.

d) Son menoscogosasy susresultados s obtienen de manerardativay con rapidez

3. Esd proceso donde s dige unamuestraque sea cgpaz de representar alapoblacidén demanera

gue no se pierdan losragyosy las caracterigticas més relevantes de la poblacion:

a Muesreo.

b) Poblacion infinita

0 Poblacion finita
d Censo.

4. Esd proceso en d que s recolectalainformacion contenidaen d tota de una poblacion:

a Muesreo.

b) Poblacién infinita
0 Poblacion finita
d Censo.

5. Esagudlacompuesade un nimero determinado de ementos, objetos u observeciones

a Muesreo.

b) Poblacion infinita
0 Poblacion finita
d Censo.

6. Esagudlaen que no esposhble conocer d nimero determinado de dementosu objetos que la
Culnipuniel.

a Muesreo.
b) Poblacién infinita
0 Poblacion finita
d Censo.
7.  Esun gemplo de unapobladon finita

a E nimerodelasedrdlasen d universo.
b) Losbarrilesde petrdleo que PEMEX exporta cada afio.
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10.

12.

13.

0 Lascomprasnavidefiasen d comercio ambulante de la Ciudad de México.
d) Lassonrisasexpresadasduranted afio por los nifiosde un colegio.

Esun gemplo de unapoblacon infinita:

a) E ndmero de comerciaestranamitidos por unateevisoradurante un dia
b) El ndmero delibrosdetexto impresospor la Secretariade Educacion.

0 Lasllamadaslocalesredizadaspor tu familiadurante un mes.

d) Las“mordidas’ realizadaspor losagentesdetransto a afo en tu cudad.

Es un proceso mediante d cua s obtiene una muedra de tal manera, que tuvo la misma
probabilidad de ser sHleccionadaque d reso delas muestrasposhbles que pudieron recolectarse:

a) Muedreo aleatorio Smple parapoblacionesfinitas
b) Muestreo edratificado.

0 Muedreo aleatorio smple parapoblacionesinfinitas
d) Muesreo 9geméico.

Esun proceso en d cual s2obtieneunamuestradonde cadauno desuselementosfuerecolectado
de lamisma poblacion y de maneraindependiente alos deméas

a) Muedreo aleatorio Smple parapoblacionesfinitas
b) Muestreo edratificado.

0 Muedreo aleatorio smple parapoblacionesinfinitas
d) Muesreo 9g¢eméico.

Esun proceso mediante d cual se elige Sgeméicamente un elemento de cada P observaciones
realizadas en la poblacion:

a) Muedreo aleatorio Smple parapoblacionesfinitas
b) Muestreo edratificado.

0 Muedreo aleatorio smple parapoblacionesinfinitas
d) Muesreo 9geméico.

Esun proceso en € que se divide la pablacion en digtintos grupos, extrayéndole a cada uno
una muedra aeatoria proporciona a tamafio de la poblacién de ese grupo, y en forma
independiente, al resto delos grupos

a) Muedreo aleatorio Smple parapoblacionesfinitas
b) Muestreo edratificado.

0 Muedreo aleatorio Smple parapoblacionesinfinitas
d) Muesreo 9geméico.

Un error d redizar un muestreo podria ser:

a) Conocer laopinidn sobre d lanzamiento de unarevigaparae publico gay d finalizar un
partido de soccer en € edadio Azteca.

b) Realizar una encuesta en una universdad sobre la demanda de libros didéacticos a
nivel superior.
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14.

15.

16.

17.

18.

0 Invegtigar d predo deintroduccion de un shampoo contralacalvicie medianteunamuedra
de hombres mayores alos 25 aflos.

d) Conocer lacdidad de servicio tdefénico sdecconando una muestra de los usuarios de
ede srviao.

Son algunos pasos que deben tomarse en cuentaen € proceso de muestreo:

a) Disiar d muedreo, encontrar € egpacio muedtra y su digtribucion.
b) Définir ydiseiar ladigribucion de probabilidadesde lapoblacion.
0 Déefinir lapoblacion objetivo, disefiar € muestreo yllevarlo a cabo.
d) Llevar acabo d muestreo mediante unaencuestateefonica

El marco muestral se define como:

a) Esunligado de tota delosdementosde la poblacion
b) Ese espacio muestral probabiligico.

0 Son losreaultados obtenidos en lamuesra.

d) Esd numerotota de dementosqueintegran lamuestra

El jefe de produccion de una empresa selecciona 3 l&mparas de un total de 9 para ssber § hay
alguna que esé defectuosa, gudntas muedras diferentes de tres ementos se pueden obtener”:
y gud eslaprobabilidad de obtener cada muedtra’

LaSecretariade Fomento Indudria decidetomar unamuedraedratificadade mil empresasde
unapoblacién de 50 000, los egratos estdn compuesos por 20 000 de tamafio micro, 15 000
pequeias, 10 000 medianasy 5 000 grandes Ludl ese tamafio de cadaedrato que conforma
lamuedtra’

Unaempresaproduce 100 000 tornillospor dia, étossedividen en tresestratos, un primer
edrato esa compuesto por 40 000 tornillosde 1 pulgada, 35 000 tornillosde 1 ¥z pulgadas
y 25 000 tornillosde 2 pulgadas. S laasgnacién esproporciona y seecdonaunamuesrade
1 400 dementos, gle qué tamafio se debetomar unamuestrade cada estrato”
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6.6. Didribucionesmuedralesy teoremadd limite central

En egaseccion sepresentarde concepto deladigribucion muestral, lacua esun caso particular de
lasdigribudonesdeprobabilidad y uno delosconceptosmasimportantesen laegadigicainferendal.
Particularmente se centrara la atencion en un modeo conocido como ladigribudon muedral de
lamedia.

Al inicio de eta unidad se expuso que en una poblacidn es posble extraer digintas muestras
deatorias de hecho, utilizando la férmula de las combinaciones se obtenia d nimero exacto de las
posbles muestras aeatorias que podian extraerse de unamismapoblacion. De ahi que cada muedra
teniaunacierta probabilidad de ser recolectadaen un proceso de muestreo.

Por otra parte, de las digintas muestras posibles se pueden obtener esadisticos, es decir,
medidas descriptivas que utilizan lainformacion contenidaen cadaunade lasmuesras posbles
de la poblacién. Por gemplo, en e caso de la empresa que tenia una poblacion de 10 quimicos,
recuerda que se podian obtener 120 muestras distintas conformadas por 3 elementos. S acada
unadeestasmuestrasselecalcularaun esadigtico, por ggemplo su mediamuedral, se obtendrian
120 medias muestrales para cada una de las muestras. Estas medias muestrales pueden tener
digtintosvaloresentre si y también unacierta probabilidad de ser recolectadas en un proceso de
muesreo aeatorio.

Por estarazon, losestadigticosson condderadosvariablesdestorias, puestoman diferentesvalores
sglin lamuedra con la que « esimen, esdedir, a s los datos muestrales observaciones de variables
aleatorias losegadigicostambién lo son y, por lo tanto, su comportamiento puede ser descrito mediante
u digribudon de probabilidad, smilar alasexpuetasen lasunidadesanteriores

Unadidribucion muestral esun caso particular de las digribuciones de probabilidad donde
lavariable deatoriaes un esadigico muedral. Esdecir, a consderar que € valor de losestadigticos
varia de muedtra en muestra, los esadigticos muedrales tienen una digribucién de probabilidad
conoddacomo digribudon muegral.

Exige un tipo de digribucion muedra particular denominada digribucién muegtral de la
media, la cua esmuy importante parallevar a cabo técnicasde etadigicainferencial.

Una distribucién muestral de la media es una distri bucién de probabilidad donde la media muestral es
la variable aleatoria. Es decir, es una tabla, grafica o regla que sefiala la relacién de todos los posibles

valores que adquiere la variable aleatoria “media m  uestral”, con sus respectivas probabilidades.

La digribucd6n muedra de la media se basa en d hecho de que a tener una poblacién, es
poshble obtener varias muedras y cada una de dlas tiene una media determinada para encontrar
pogeriormente la probabilidad de ocurrenciade cadamedia. Al calcular un promedio de lasmedias
detodaslasmuegtrasquefueron obtenidasde unapoblacién, sepuedeinferir é comportamiento que
debe tener lamediade la poblacion.

Ejemplo 15

Un supervisor tiene sais empleados cuyas experiencias (medidas en aflos de trabgo) son 2, 3, 4, 6, 7
y 8. Bl supervisor dige a azar dosde exosempleadosy lesasgnaunanuevatarea

a Cdculalamediade losafiosde experienciade etapoblacion.
b) Tabulalasdigribuconesmuestralescon susregpectivas probabilidades
0 Cdculalamediadeladigribucién de medias muesrales.
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Solucién

a)

Se cdculalamedia delapoblacidn, lacual seobtiene a partir de:

2 X_ 2+3+4+6+7+8 30
N 6 6

5

I

El reaultado muestra que los empleados que congituyen la poblacion tienen en promedio 5

afnos de experienda.

b)

Para obtener las distribuciones muestrales de la media es necesario congtruir unatabla en la
cual sindique € numero de muestras digintas que s pueden condruir. Como e tiene una
poblacion deN =6 dementos, y unamuesraden =2 dementos, d nimero deformasexisentes
paraformar muestras de tamafio doses

c__ N 6 _6x5:41 30_
N RN-n)l 216-2) @xD)@d) 2

El rexultado indica que exigen quince maneras diferentes para congruir una muestra de

tamafio dos. Con €dlo, la Sguiente tabla presenta las 15 posibles medias muestrales que se pueden

obtener de esta poblacion:

Muestras Medidas muestrales( X)
2y3 25 I2+3:25
2y4 3 2
2y6 4
Laprimera 2y7 45
nmuestra 2y8 5
mcage 3y4 35
dos persones 3y6 4.5
525%3 3y7 5
exqarienca 3y8 55
4y6 5
4y7 55
4y8 6
6y7 65
6y8 7
7y8 75
> X=75

Tabla6.6. Medias muedralesde losafios de experienciaque tienen losempleadosen

15 mediasposbles.

Con base en latabla 6.6. se puede congruir una segunda tabla donde podré gprediarse como
guedan digribuidaslas didintas muedras. En latabla 6.7. s presentala digribucion muestral para
lamedia de los afios de experiencia.

Debido a que s tiene que edablecer una digribucion muestral es necesario conocer la
probabilidad de ocurrencia de los eventos, es decir, la probabilidad de que s genere una media en
egecifico. La primera columna se representa por € valor delamedia muestral, cabe mendonar que
hay algunos valores de las medias muestrales que se repiten varias veces por gemplo: d 4.5 se repite
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dos veces, @ 5 e repite tres veces y ad sucesvamente, en la segunda columna se representan las
probabilidades de que sea sdlecdonada cada media muestra en un proceso de muestreo.

Cada probabilidad se obtiene segiin € ndmero de veces que e repita un valor de la media
muestra y se divide entre € ndmero total de dementos por gemplo, para obtener la primera
probabilidad se observaqued vaor medio 2.5 Sdlo sedaunavez, por lo que esevaor sedivide entre
e tota de dementosque es15 y ad sucedvamente.

X P(X)
25 1/15
3 1/15
35 1/15
4 1/15
45 2/15
5 3/15
55 2/15
6 1/15
6.5 1/15
7 1/15
75 1/15
1

Tabla6.7. Digribucién muedral delosafosde experiencia

©  Ahorabien, esimportante determinar losvalores paralamediade esadigribucién muegral de
las medias ., de esamanera se puede tener un comparativo entre losvaores de la poblacion y
losdelamuedra

Lamediadeladigribucén muesral delas mediasse obtiene apartir de:

DX _15_
ng 15

Hy =

El reaultado indica que la media de la digribucién muestral de la media es de 5 afios en
promedio de experiencia. De eta manera se obtiene como conduson que la media poblacional
esigual alamediade ladigribucion muedral delamedia, esto es i = .. A esta propiedad s le
denominaimpardalidad, lacual serade gran utilidad pararedlizar inferenciaesadigicade lamedia
poblacional.

El concepto de imparcialidad se puede formalizar mateméaticamente obteniendo e valor
esperado de la media muedral. S e tiene una coleccion X, X,, ..X de variables aleatorias
independientes provenientes de una poblacion de cualquier tipo dedigribucion y con mediao
valor esperado E(X) = u, entonces exa media poblaciona u eslamismaque e valor esperado de la
media muestral E(X):

E(X)= E[%} - E[W} = %{E(Xl)+ E(X,)+ ...+ E(X,))} = %(n,u) -

Sn embargo, en d caso delavarianzade lamediamuestral, su reultado no ese mismo que d
vaor delavarianza de la poblacidn; es dedr, no coinciden. Lo anterior se debe alapresenciade un
tipo de error conodido como € erar etandar dela media.

352

ESTADISTICA PARA NEGOCIOS



=X

v (Y):V[T}:V[XlJFXZJF"'X”

1 o?
n 2

no? =

}:n—lz{V(Xl)+V(X2)+...+V(Xn)}: . -

Esdecir, lamediamuestral X tiene un valor esperado igual al pardmetro de la poblacion
E(X) = 4, pero una menor varianza o =V(X)=c/n que la pobladona o 2 Por lo tanto, la

desviacion estandar de una digtribucion de X estd dada por o3 =o/+/n conocida como d error

edéndar delamedia

Un rasgo comln de las poblaciones esque poseen caracterigicasy digribucionesdigintas por
lo quelosvaoresde suspardmetros (media, varianza, moda, etc)) también son digintos. Sn embargo,
mediante la digribucion muedra de la media se fadlita d proceso de inferencia esadigtica de los
parametros pues no importaquétipo de digtribucion tengalapoblacion delavariable X, X, .. X,
lamediadeladigribudon muestra delamediacoincde con € valor delamediapoblacional i, pero
con unadesviacion esandar oy :o/x/ﬁ menor alapobladona o, conocidacomo d error etandar
delamedia

6.6.1. Teoremacentral dd limite

Como yaseegtablecio con anterioridad, lamediamuestra X decadaunadelasmuesrassdeccionadas
es una variable aleatoria 'y, como tal, tiene su propia digribucién de probabilidad, a lo que uee
designarse como “digribucion muestra de la medid’. Se observard que conforme s incremente €
tamafio n de cada muestra poshle que se extrae de una poblacién de tamafio N, la digribudon
muestra delamediaira adquiriendo laforma de unadigribucién normal. En formamés predsa, a
ede concepto e le conoce como d teoremadd limite central, € cua esd teorema masimportante
delaegadidicainferendal.

Como ya s2 ha mencionado, una poblacion compuesta por X, X, .. X con cuaquier tipo de
distribucién, con media u y varianza o2, la digribucion muestral de la media tiene una media
E(X) = u que coindide con d valor de la media poblacional 1, y una desviacion etdndar menor ala
poblacional o, conocidacomo d error esandar de lamedia.

De una poblaciéon compuesta por variables aleatorias independientes X |, X,, ...X, con media uy varianza
o2, el teorema central del limite sefiala que la distr  ibucién muestral de la media X se aproxima a una
distribucion normal con media  u y desviacion estandar Ox = G/\/ﬁ, a medida de que se incremente

el nimero de elementos n que conforman el tamafio de las muestras posibles @  ue se obtienen de la

poblacion, no importando el tipo de distribuciéon qu e tengan X |, X,, ...X_

Es dedir, conforme s incremente d tamafio n de cada muestra posble que s extrae de una
poblacién detamafio N, ladigribucién muegtral delamediairdadquiriendo laformadeunadigribucion
normal, sn importar quelapoblacidn delaque s extrae no tenga unadigtribucon normal.

La goroximacion alanormal de la digribucion muesra de lamedia se cumple s n> 30 sin
importar cudl sealaformadelapoblacion. S n< 30, lagproximacion esvéidasdlo s la poblacion
no difiere mucho de una digribucién normal, y, cuando la digribucién de la poblacion esnormal,
la distribucién muestral de X seguird exactamente una digribucién normal, Sn importar qué tan
pequeio sea e tamafo de lasmuestras
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Por gemplo, § setiene una poblacion de tamafio N cuya digribucidon no es normal, como la
de habitantes en México, la cual es sesgada positivay leptocurtica, su digribucidn de frecuencias se
representa por lasguiente gréfica

25000000

Md=22.67

20000000 -+ /

15000000 -+

£=26.31

10000000 -

//“\
0 KX m\

T
0 ;U—Saﬁns 10-19 afios 20-29 afios 30-39afios  40-49 afios 50-59afios 60-69afios  70- 79 afios 80- 89 afios 90-mas afios

Mo=4.61

Figura6.17. Digribucion delapoblacion de habitantesen México.
S s tomaran todas las muestras posbles de tamafio n> 30, su digribucdén muedral de la

mediatendriaun digribucén normal, esdecir, unadigribucion sméricacuyosindicesde asmetria
y de kurtogs serian 0 y 3 regpectivamente, con unamedia u = 26.31 afos.

26.31

Figura6.18. Digribucion muedra delamediade edadesde lapaoblacién en México.

En generd, 9 X eslamedia de unamuestra de tamafio n > 30, tomada de una poblacion con
media i y desviacion eséndar o, au digribuciéon etandarizadaes

zzé_“:x_“
G_
T

Es decir, es aproximadamente una norma esandarizada con media uno y varianzaigual a
cero. Egereaultado esde fundamental importanciaen estadigtica, haciendo mayor ain la utilidad
de ladigribucién normal y acrecentando la popularidad de la media aritmética como medida de
tendencia central.

Formula 6.3

354

ESTADISTICA PARA NEGOCIOS



El teorema dd limite central es de vital relevancia en problemas précticos, ya que permite
dar respuesta a una gran variedad de fendmenos mediante € uso de la curva normal; s gplica a
pobladionesinfinitasefinitas

Ejemplo 16

B tiempo de vida Util de dierto tipo de neumético paraautomovil tiene unamedia de 60 000 km y una
desviacidn eséndar de 7 500 km, gudl eslaprobabilidad de qued promedio de unamuesraconformada
por 100 neum&ticos, seleccionada de manera aeatoria, tengaunavida Util mayor de 58 000 km?

Definimos.
4 = 60000
o = 7500
n = 100
X =58000

Como podemos gprediar, s conoce la desviacion esandar pobladional o, sn embargo, s
desoonoced valor deladesviacion estandar de ladistribucion muestral delamedia oy Por lo tanto,
s procede acacular la oy mediante laformuladd error exandar delamedia

o 7500
oo =2 =22 _750
*Jn V100

Ahorasesudituye d valor de oy en laformuladelanormal etandarizada paraladigtribucion
muestra delamedia, delo que reulta:

_ X-pu _58000-60 000
oy 750

4 =-2.66

El valor en tablas paraZ =-2.66 esde 0.4961

58000 60000 X
266 0 z

Figura. 6.19. Didribucién muedral delamediadelavida Gtil de neuméicos.
Setienequed valor detablasparalaregion que vade 0 a—2.66 esde 0.4961, por lo que se
procede asumar este valor a0.5, de lo cual resultaun valor de 0.9961 que esla probabilidad que
nosinteresa (véase lafigura 6.19), por tanto:

0.5 +0.4961 = 0.9961
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En condusién, laprobabilidad dequed promedio devidaUtil deunamuesrade 100 neuméticos
seleccionada aleatoriamente seamayor a 58 000 kildmetroses de 0.9961.

Ejemplo 17
Un auditor de un despacho contable toma unamuestrade n =40 de una poblacién de 1 100 cuentas

por cobrar. El promedio de las cuentas por cobrar de la poblacion viene dado por u =260, con una
desviacion esandar poblacional de o =60, gud esla probabilidad de que la media muedra X sa

menor a 240?
Definimos.
4 = 260
o= 60
n = 40
X = 240

En primer término, seprocede acacular la o, mediantelasguiente formula

0 949

(e}
O =——=
X Jn 40

Ahorase sugituye d valor de oy, en laférmuladelanormal etandarizada

_ X—u 240260

og 9.49

4 -2.1

El valor en tablasparaZ=—2.1 esde 04821

Se tiene que € valor de tablas para la zona que va de 0 a—2.1 es de 0.4821, por lo que se
procede aresar ede valor a 0.5 de lo cual reaulta 0.0179 que es la probabilidad que nos interesa
(véase lafigura8.4), por tanto:

0.5-04821 =0.0179

0.4821 0.5

240 260 X
21 0 Z

Figura6.20. Digribucién de cuentas por cobrar.

En conclusén la probabilidad de que la media muestral sea inferior a 240 cuentas es
del 0.0179.
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Ejercicio 8

1

Sefiala que lamedia poblaciona esigual alamediade ladigribucién muestral delamedia,
€50 €S U — fs.

a) Teoremadd limite central.

b) Digribucion muestral.

0 Imparddidad.

d) Digribucon muesra delamedia

Es un caso particular de las digribuciones de probabilidad donde la variable aeatoria es un
edadigico muedral:

a) Teoremadd limite central.

b) Digribucion muestral.

0 Imparddidad.

d) Didgribucon muesra delamedia

Esunadigribudén de probabilidad donde lamedia muedral eslavariable aleatoria

a) Teoremadd limite central.

b) Digribucion muestral.

0 Imparddidad.

d) Didgribucon muesra delamedia

S s compara la desviacion eséndar de la media muestral con la desviacidon esandar de la
poblacién, ladesviacion etandar delamediamuedtra es

a) Menor aladesviacién etandar delapoblacion.
b) Mayor aladesviacion etdndar dela pablacion.

0 lgua aladesviacion etandar delapoblacion.

d) Impardd aladesviacidon etandar delapoblacion.

El teoremadelimite centra sefidaquea incrementar d tamafio 11 de cadamuestraposble que
e extrae de una poblacon detamafio N, ladigribucion muedral delamediairaadquiriendo
laformade unadigribucién normal:

a) Semprequelapoblacion de donde s extrae lamuestratengaunadigribucion normal.

b) Sempre que las desviadones etandar de las muedtras sean menores a las desviaciones
esdndar delapoblacon.

0 Sempre que las desviaciones etandar de las muedtras sean iguaes a las desviaciones
esdndar delapoblacon.

d) Snimportar quelapobladon dedonde s extraelamuestrano tengaunadigribudén normd.

Unadigribuidora de automdviles tomé una muedra de 2 vendedores de una poblacién de 5,
cuyas ventasdiarias de automdévilesson 4, 5, 7, 6y 3, respectivamente:

a) & ud eslamediayladesviacdon eséndar de la poblacion”
b) &Ludntasmuedras e pueden obtener”
0 & ud esladidribucion de probabilidades de las medias muestrales:
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10.

d &Lud eslamedia’
g Quévaor tomad error estandar delamedia:

Laduracidn de derto tipo de focostiene una digribudon gproximadamente normal, con una
mediaigua a1 200 hrs y una desviacion eséndar de 50hrs, gudl esla probabilidad de que
unamuestraaleatoria de 16 focostenga unavida promedio de masde 1 220 hrs”:

Un vendedor contacta telefénicamente con dientes potenciales para esudiar § merece la
penaunavistaadomicilio. Su experiencialeindica que en promedio 40 de sus contactos por
teéono vienen seguidos de unavistaadomidilio y setiene unadesviacion etandar de 50. S
sdlecciona una muedtra de 100 personas contactadas por teléfono, gud es la probabilidad de
gue seredicen entre 45 y 50 vistas como resultado”

Una oficina de defensa dd consumidor recibe en promedio 25 Ilamadas por dia con una
desviacion estandar de 40. S sdecciona una muestra de 64, calculala probabilidad de que €
promedio de llamadasredbidasen un diaeséentre 20y 30.

Un hospital encuentra que en promedio 20 facturas tienen un retraso de un mes con una

desviacion edandar de 4 facturas S se seleccionadeaoriamente unamuesra conformada por
36 facturas, gudl eslaprobabilidad de que menosde 20 facturastengan retraso de un mes:
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6.7. Aplicacionesparae caso de esudiosde mercado

El uso de digribuciones de probabilidad dentro de la actividad econdmica y de negodos es muy
comun y coadyuva en gran medidaa poder tomar deciSonescon mayor efectividad, en ese gpartado
podremos ver algunos gemplosdedlo.

1. Unasesor financiero hasugerido aunaingitudon bancariase otorgue un incentivo equivalente
a10% sobre su sdldo diario promedio como premio alaconstancia de sus ahorradores, con €
propésito deincrementar € volumen de captacidn de efectivo.

Para gorobar eta propuetad director dd area de ahorros solicit6 informacion sobre d saldo
promedio diario de los ahorradores. Las dfras presentadas al director etiman que éste es de
$15 000 y que la desviacion eténdar esde $4 000.

a) Aué porcentge de cuentas se esperaria que tuvieran un saldo promedio diario mayor
a$18 0007

b) Paaadgnar d incentivo a ahorro los dientes deberan incrementar y sogener au nivel de
ahorro por un tiempo preestablecido, gud debe ser d sado diario promedio paraque alo
mas 20% delascuentasque tengan saldo menor al edtipulado s benefiden con d incentivo?

11000 15000 18000 19000

Figura6.21.
Solucién
a En la grédfica podemos identificar los vadores para L = 15 000 donde € a&ea sombreada
represntaatodoslosdientes que pueden mantener un saldo diario promedio mayor a$18 000.

Datos

X =18 000
n =15 000
G = 4000
P(X >18 000) = ?

Sugituyendo en laférmula se obtiene:

_ X—-p 1800015000
s 4000

4 =0.75

El valor de tablas para Z = 0.75 es 0.2734. Se requiere conocer la probabilidad de que Z s=a
superior a0.75, por lo tanto a0.5 hay que restarle 0.2734.
0.5-0.2734 =0.2266
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Por lo tanto, podemos afirmar que 22.66% de los ahorradores mantienen un sado diario
promedio mayor a $18 000.

b) Mediante las tablas de digribucion normal eséndar determinamos € valor que debe

tener Z paraque losvaloresmenoresad representen un area de 0.2000 (d valor que mas
s gproxime a areabuscada) paranuestro caso Z =—-0.84.

20%

11000 15000 19000

Figura6.22.

X—pu=-084c
X=p-084c
X=15000-0.84 (4 000) =11 640

Con base en lo anterior determinamos que € saldo diario promedio minimo que se debe tener
paraobtener este incentivo y sdlo otorgarlo a20% de losahorradores esde $11 640.

2. Losdaos arrojados por un estudio de mercado solicitado por una pequefia empresa
embotédladorade agua potable muestran que e consumo promedio diario por personade agua
purificada embotelada es de 1.5 litros diarios Suponiendo que € consumo de agua potable
tiene unadigribucion normal y quela desviacion exéndar esde 0.5 litrosdetermina:

a) #Cudl esla probabilidad de que una persona consuma mas de 2.5 litros de agua
embotellada diariamente?
b) &L ud eslaprobabilidad de qued consumo de unapersonaeséentrely 3 litrosdiarios?
Solucién

a) Debemosdeterminar laprobabilidad dequed consumodiario por persona deaguapurificada
embotedlada sea mayor a 2.5 litros, lainformacion con laque contamoseslasguiente:

p=215
c=05
X=25
PX>25)="?
Ssbemosque 7 = X-p_25-15 1 _ 2

c 0.5 0.5
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Buscando d valor paraZ = 2 en la tabla de distribucién norma esandar obtenemos un
valor de 0.4772.

0.4772

15 2.25

Figura6.23.
De acuerdo con lagréficad érea sombreadaesde nuestro interésy su valor es
P(Z>2)=05-04772=0.0228

Por lo tanto, la probabilidad de que d consumo promedio diario por persona de agua
purificada embotelada sea mayor a2.5 litrosesde 0.0228 o 2.28%.

b) El objetivo esdeterminar la probabilidad de que las personas consuman entre 1y 3 litros de
agua embotelada diariamente.

Lainformacion con laque contamoseslagguiente:

p=215
c=05
X =1
X,=3
Pl<X<3)="?

Gréficamente podemos apreciar que € &reaen cuesion eslaque seddimitaentrely 3.

0.3413 N 0.4986

<4
L —
4

15 3

Figura6.24.

Procedemosa calcular losvaoresparaZ

X;-p 1-15 05

= =-1
c 0.5 0.5

Z =
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5 _Xp—p 3-15 15
27 5 05 05

LosvaloresparaZ y Z, obtenidos en latablade distribucion egandar son:

Z=03413
Z,=0.4986

Luego entonces P(1 < X <3) =P (1 <Z < 3) =0.3413 + 0.4986 = 0.8399

Por lo tanto, la probabilidad de que d consumo diario de agua embotellada por persona
sade 1 a3 litrosesde 83.99%.

3. Unamicroempresa que comerdaiza productos de limpieza necesita regjustar su volumen de

ventasde jabon en polvo paralo cud serealizd un muestreo aleatorio de 25 clientesobteniendo
gued promedio de comprafue de5 kg con unadesviacion eténdar de 0.5 kg

El empresario necedtaesimar lacantidad promedio real queconsumen susdlientesteniendo
95% de confianza de que d intervalo obtenido incluye € promedio real de la poblacion, gud
esd valor det , ylosgradosdelibertad correspondientes?

Solucién
Como d nivd de confianza es 98%, entonces 1 — o = 95% = 0.95 por lo tanto

o=1-095=0.05= o2 =0.025

Losgradosde libertad son n — 1 sudituyendo: 25—-1=24
Buscando en latablade digribucidn t con nivel de dgnificandade 0.025 y 24 como ¢ (grado
de libertad), setiene: t | =2.0639

4.  En un egtudio de mercado que e realizd paraincorporarlo en un plan de negodo para una
empresa de soporte téenico de computadoras en la zona norte de la ciudad se encontré que
35% de los hogares encuestados cuentan con equipo de computo propio. S condderamosuna
muestra de 80 hogares

a) ¢Cud es la probabilidad de que mas de 40 hogares cuenten con un equipo de
coOmputo propio?

b) #&Cud es la probabilidad de que menos de 35 hogares cuenten con un equipo de
computo propio?
Solucién

En apariencia ede problema se puede resolver por medio de ladigribudon binomial, sn embargo,
e tamafio de la muestra es muy grande y eo complica fuertemente los calculos Para dar solucion
gplicaremos la digribucién normal como una gproximacion ala binomial, aplicando d factor de
correccidn gopropiado.

a &ud eslaprobabilidad de que masde 40 hogarescuenten con un equipo de cdmputo propio?
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Datos

p=0.35
g=0.65
n=_80
X =40
P(X>40)=?

1 =np=80(0.35) =28 & = /npq = /80(0.35)(0.65) = +/18.2 = 4.27

28 40

Figura6.25.

Como <e pide que més de 40 hogares cuenten con equipo de cdmputo, para localizar €
valor deZ selesuma0.5 a 40, por lo tanto X =40 + 0.5 =40.5, entonces

X-p  405-28
s 427

Z= =293

Buscando € valor en tablasparad areamayor aZ =2.93 es0.0017

Por lo tanto, la probabilidad de que més de 40 hogares tengan equipo de computo propio
esde 0.17%.

b) &Lud eslaprobabilidad de que menosde 35 hogares cuenten con un equipo de computo propio?
En egte caso s licitala probabilidad de que de la misma muestra, menos de 35 hogares,
cuenten con equipo de computo.

p=0.35
q=0.65
n=_80
X=30
P(X<35)="?
——
28 35
Figura6.26.
Sabemos que

w=28yc=427
Como srequiere X <35, sereta0.5a35, por tanto X=35-0.5=34.5
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Ahoraprocedemosaegsimar € valor de Zpara X = 34.5

,_X-p_345-28
G 4.27

=152

Buscando € valor en tablasparaZ = 1.52 es0.4357
P(X >35) =0.5 + 0.4357 = 0.9357

Por lo tanto, laprobabilidad de que menosde 35 hogarestengan equipo de computo propio
esde 93.57%.

Ejercicios

1. Eldirector del &eadeinversonesdeun banco solicito informacién sobred saldo promedio
diario delosinverdonigas Lasdfraspresentadasa director etiman qued saldo promedio diario
de susdientesesde $15 000 y que la desviacion eséndar esde $1 500 (redondea d valor de Z
a2 decimales).

a) &Lud eslaprobabilidad de que un nuevo inversonigainvierta con un saldo superior
a$17 000?

b) ¢Cudl eslaprobabilidad de que un nuevo inversonistainicie con un saldo menor
a $14 000?

Soluciones
ad 0.0918; 9.18%

b) 0.2514; 2514%

2. Un negodo de pizzas vende los fines de ssmana pizzas tamafio familiar aun precio de $80, s por
cadapedido que levantade susdientes s adidonan otros productos como refrescosdelaa, pogres
ysopas en promedio susventas son de $150 por familiacon unades/iacion esandar de $25.

El duefio dd negocio planea ofrecer un combo que incluye 1 pizza familiar, 4 sopasy 4
refrescos por $170.
a) &uéprobabilidad exige de que losclientes compren este nuevo paguete?
b) & ud esprecio a que s debe ofrecer d paquete para que 60% de losdientes prefieran d
nuevo combo?
Soluciones

8 02119, 21.19%
b $14375
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Autoevaluacidn

1. Unavariable deatoria continuase define como:

a) Aqudlaquetoma solamente valores enteros.

b) Aqudlaquetomavaoresdentro deun intervalo.

0 Aqudlaguetomanumerosirracionaes

d) Aqudlaen lacual losvaloresno se pueden fracconar.

2. Un gemplo de variable continuaes

a) E ndmero de articulos defectuososen un lote de produccién.
b) El nimero deaumnosen unauniversdad.
0 HE tiempo quetardalafabricacion de un avidn.

S
o
LL
=
L

d) E ndmero denacimientosen € Didrito Federal.

3. Ladidribucion de probabilidad normal se aplica amuestras cuyo nimero de observacioneses
a n<20
b) n>10

0 nx=50
d n>30
4, Son caracterigicasdeladigribucion normal:

a) Esadmétrica, su formaesacampanaday se extiende de—w a+ .

b) El &eabgo lacurvanormal seconsderaa 100%, su formaes acampanaday s extiende
deOa+w.

0 Seextiendede-w« a0, esacampanaday aamétrica

d) Essmérica extiendede-« a+w yesacampanada

5. Laférmuladelanorma etandarizadamide:
a) Ladiferendaentred vaordeXylao
b) Ladiferendaentrelauylac
0 LadiferendaentreXylaoc
d) Ladiferendaentred vaor eyecifico de X yla zen términosdela o

6. SX=20 p=16y o=2,dvdorde“Z’ es

o
N W Ol -~

7. Cuando Z=0.4 d valor detablases

a 01591
b) 01179
0 0154
d) 0.2531

UNIDAD 6. DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD C ONTINUA 365



366

10.

12.

13.

14.

Cuando Z=2.35d vdor detablases
a) 04904
b) 04906
0 04984
d 04750

La férmula para calcular la desviacion esandar en un experimento cuando la binomia s
goroximaalanormal es

a np

b) npg

0 Jnuq

d) nup

Unadiferenciaimportante entreladigribucién normal yladigtribudon t esyue.

a) Laprimeramide variablesdiscretas mientrasque lasegunda mide variables continuas
b) Paralanormal lacurvatieneformasmétricay paraladigribuciéon t aametrica

0 Unaseutilizaen muedrasgrandesy laotraen muestras pequefias.

d) Unasecadculacon unaférmulaesandarizaday laotrano.

Losgradosde libertad cuando se analiza una solavariable se obtienen atravésde:

a n-k
b) n-2
0 n-1
d n-owo

Ladigribucion exponencial se utiliza cuando setrabga con variables como:

a) Tiempoydiganca
b) Tiempoynaalidad.
0 Productividad y nimero de empleados
d) Ingresoy pobladon.

S en un intervalo todos los eventos tienen la misma probabilidad de ocurrir se eté haciendo
referendaaladigribudcon:

a) Disreta

b) Exponencid.
¢ Uniforme
d) Normal.

S a=005yn-1=15d valorder es

a 17531
b) 17613
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

0 21315
d) 13406

Ladidribucion 1 s gplicaa muegtrasdonde:

a n=20
b) 1<30
0 n<10
d n>30

El tipo de muestreo que subdivide en gruposauna poblacién es

a Muesreo edratificado.

b) Muestreo 9gemético.

0 Muesreo destorio.

d) Muedreo por congomerados.

En egetipo de muedreo todaslas muedrastienen lamisma probabilidad de ser degidas

a Muesreo 9gemético.

b) Muestreo edratificado.

0 Muesreo destorio.

d) Muedreo por congomerados.

El teoremadd limite central establece que, no importando € tipo de digribucién quetencala
poblacion, ladigribucion muedral dela media sera normal, semprey cuando € tamario de
lapoblacién sa:

a n<30
b) 1>50
0 n=30
d <30

S lavarianzade unapoblacion es o> =45 y d tamafio delamuestran =5, ladesviad6n eandar
de lamediamuedral esaproximada a:

a 9

b) 82
0 3

d 201

El teorema dd limite central sefida que, no importando la digtribucion de la poblacién, 5
tamafo delamuedra s incrementa

a) Ladidribucion delamediamuestra seaproximaaunanormal.

b) Ladigribucion delapoblacién esnormal yladelamuesrano.

0 Queladigribucén muesral nuncaseramuedral.

d) Que mientras mas pequeia s “i" mas = goroxima la media muedral a tener un
comportamiento como lanormal.
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(7p)

O

O

&)

o'

LL

=

L
23,
24,
25,
26,

368

S X=10 u, =20 o, =5, valor deZes

a -4
b) 25
0 5

d -2

La férmula que se emplea para obtener la probabilidad de la digribucén muestral con
goroximacion normal es

a) 07:%
b) ng_z”
0 Z=§G_2#

S Z=1.39, d vdor detablases

a 04162
b) 04319
0 04175
d) 04177

Lainferencia etadigticatiene como objetivo:

a Andizr aunamuestra

b) Buscar valoresrepresentativosde unapobladon.

0 Dedudr unaserie de conclusonesa partir de unamuestra.
d) Andizr ladigribucén de unapoblacion.

S s tiene una poblacion de tamafio N = 10 y se desea sdleccionar una muedtrade =2, d
numero de posibles muestras que se pueden obtener de esa poblacién es

a 40
b) 45
0 30
d 25

Un parametro es
a Un valor numérico que drve parareumir latotalidad de los dementos que forman parte

de una poblacion.
b) El vdor que s utilizaparadescribir unamuedra
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21.

28.

29,

30.

3L

32.

0 Un vdor cuditativo.
d) Un vaor tabulado.

Sefiala que la media poblacional esigual alamediadeladigribucdon muestral de lamedia,
€90 €S U = L.

a) Teoremadd limite central.

b) Digribucion muestral.

0 Imparddidad.

d) Didgribucon muesra delamedia

Es un caso particular de las digribuciones de probabilidad donde la variable aleatoria es un
edadigico muedral:

a) Teoremadd limite central.

b) Digribucion muestral.

0 Imparddidad.

d) Didgribucon muesra delamedia

Esunadigribudén de probabilidad donde lamedia muedral eslavarigble aleatoria

a) Teoremadd limite central.

b) Digribucion muestral.

0 Imparddidad.

d) Digribucon muesra delamedia

El marco muestral se define como:

a) Esunligado de tota delosdementosde la poblacion.

b) Ese espacio muestra probabiligica.

0 Son losreaultados obtenidos en lamuesra.

d) Esd numerotota de dementosqueintegran alamuestra

Esun proceso mediante d cual se elige dgeméicamente un elemento de cada P observaciones
realizadas en la poblacion:

a) Muedreo aleatorio Smple parapoblacionesfinitas
b) Muestreo edratificado.

0 Muedreo aleatorio smple parapoblacionesinfinitas
d) Muesreo 9gemético.

Es un proceso mediante e cual se obtiene una muedra de tal manera que tuvo la misma
probabilidad de ser sdeccionada que € reto de las muestras posbles que pudieron
recolectarse:

a) Muedreo aleatorio Smple parapoblacionesfinitas
b) Muestreo edratificado.

0 Muedreo aleatorio smple parapoblacionesinfinitas
d) Muesreo 9g¢emético.
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36.

37.

39.

Es un proceso en € cua s obtiene una muedra donde cada uno de sus dementos fue
recolectado aleatoriamente de la misma poblacidn y de maneraindependiente alos demaés

a) Muedreo aleatorio Smple parapoblacionesfinitas
b) Muestreo edratificado.

0 Muedreo aleatorio smple parapoblacionesinfinitas
d) Muesreo 9geméico.

Esd proceso en d que se recolectalainformacion contenidaen d tota de una poblacién:

a Muesreo.

b) Poblacién infinita
0 Poblacion finita
d Censo.

Es aquela compuesta de un nimero determinado de ementos, objetos u observeciones

a Muesreo.

b) Poblacion infinita
0 Poblacion finita
d Censo.

Esaquellaen laqueno esposble conocer d nimero determinado de eementosu objetosque
lacomponen:

a Muesreo.

b) Poblacién infinita
0 Poblacion finita
d Censo.

Uno delos aspectos que se debe cuidar a degir unamuestraes

a) Queesén contenidose total delosdatosde lapoblacion.

b) Queseencuentren organizados mediante un muestreo egtratificado.
0 Quelosdatossean detipo cuantitativo.

d) Quesearepresentativade lapoblacion de donde serecolecta.

Algunasventgas que ofrecen lasmuestras respecto aun censo:

a) Son aractivasparahacer inferendasd sdeccionar atodalapoblacion.
b) Son menoscodosas, edéticasy repreentativas de lapoblacion.

0 Losparametrosque emanan delamuesrason utilizados parainferir.
d) Son menoscogosasy susresultados se obtienen con rdativarapidez

Es € proceso donde se dige una muestra que sea capaz de representar a la poblacion de
manera gue no se pierdan losrasgosy las caracterigticas méas relevantes de la poblacion:

a Muesreo.
b) Poblacién infinita
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0 Poblacion finita
d Censo.

40. S = comparala desviacion esdndar de la media muestral con la desviacion eséndar de la
poblacién, ladesviacion etandar delamediamuedtra es

a) Menor aladesviadién etandar delapoblacion.
b) Mayor aladesviacion etdndar dela pablacion.

0 lgua aladesviacion etandar delapoblacion.

d) Impardd aladesviacidon etandar delapoblacion.
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Respuestas a los ejercicios
Ejercicio 1

1 a

2. d)

Ejercicio 2

1. &) Losdaosson:

n= 278
c=-4
X=25
P(X < 25)

Sugituyendo en laférmula se obtiene,

_X—p _25-278 28 _
o 4 4

Z

-0.7

El valor de tablas para Z = 0.7 es de 0.2580

0.2580

27.8 X
0 Z

Figura6.27. Digribucion del tiempo de ensamblado de automoviles.

El valor detablas paralazonaque vade 0 a—0.7 esde 0.2580; como ya se habia argumentado
anteriormente, € valor para cada unadelasmitadesdelacurvanormal esde0.5. S a0.5 =lereda

0.2580 nos queda 0.2420.

De lo anterior conduimos que la probabilidad de que @ automdvil = pueda ensamblar en

menos de 25 minutos es 0.2420 o 24.20%.
b) Losdatosson:

27.8min.
4 min.
, = 26 min.
, = 30 min.
(26 <X <30)
_ Xy-p 26-278 18
s 4 4

H
c
X
X
P

Z

=-045
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_ Xo—p _ 30-27.8 :Q

Z, =0.55
o 4 4

El valor detablasparaZ, =-0.45 es0.1736
El valor detablas paraZ, = 0.55 es 0.2088

7
/ 01736 0:20%8 N \

26 27.8 30 X
—0.45 0 0.55 VA

S
o
LL
=
L
Figura6.28. Digribucion dd tiempo de ensamblado de automdviles.
En conduson, la probabilidad de que € automdvil s pueda ensamblar entre 26 y 30
minutoses de 0.1736 + 0.2088 = 0.3824 o d 38.24%.

2. Losdaosson:

u = $20
c -
X, - $18
X, - $23
P18 <X<23)

 Xymu 18-20 2 X,-pu 23-20 3

o 2 2 o 2 2

El valor de tablas para Z, =1 es0.3413
El valor detablasparaZ, = 1.5 es0.4332

N
/ e o \

18 20 23 X
4 0 15 Z

Figura6.29. Digribucion de lossalarios pagadospor unaempresa.

En condusén, d porcentge de trabagadores que reciben salarios entre $18 y $23 es de
0.3413 + 0.4332 = 0.7745 0 77.45%.
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3. Losdatos on:

p =2000

5 =200

X, = 2000

X, = 2400

(2 000 < X < 2 400)

_Xyp_2000-2000 0 _ ., _Xp—u_2400-2000_ 400 _

Z ——— -0 Z = AN
T s 200 200 2T 5 200 200

El valor de tablas para 7, =0 es0
El valor detablasparaZ, =2 es0.4772

(7p)

o'

LL

=

L
2000 2400 X
0 2 VA

Figura6.30. Didribucion deladuracion en horasde un componente éctrico.
En concluson, d porcentge de componenteseléctricosque duraentre 2 000y 2 400 horas

esde0+ 04772 =04772 0 47.72%.
4, Losdatosson:

©=1200
o =100
X=1000
P(X >1 000)
_ Xy-u 1000-1200 200

Z -
T s 100 100

El valor detablasparaZ =2 es0.4772

-2

Figura6.31. Didribucion delasunidadesdemandadasde un producto.

En condudon, @ porcentge de unidades de producto demandadas superioresa 1 000 es
de 04772 +05=09772 0 97.72%.
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5. a) Losdatosson:

u = 13
c =20
X = 60
P(X <60)

Sugituyendo en laférmula se obtiene:

7 Xm0 DB 4
c 20 20

El valor de tablas para Z=0.75 esde 0.2734

0.2734

60 75 X
-0.75 0 Z

Figura6.32. Didribucién de tiempo dereparacion de unafotocopiadora.

Delo anterior se conduye quelaproporcion defotocopiadorasque son reparadasen menos
de 60 minutos es 0.2266 o de 22.66%.

b) Losdatosson:

=17

c-20

X = 90

P(X <90)

7, %k _N-B Do
o 20 20

El valor detablasparaZ =0.75es0.2734

N

\

75 2 X
0 075 VA
Figura6.33. Didribucion de tiempo dereparacion de unafotocopiadora.

Delo anterior se conduye quelaproporcion defotocopiadorasque son reparadasen menos
de 90 minutoses 0.7734 o de 77.34%.
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Ejercicio 3
1. a Daos

=07
y =025
=280
X =50
P(X = 50)

p=np=(80)(0.75)=60 o =+/npg=./(80) (0.75) (0.25) = +/15 = 3.82
Sugituyendo en laférmulade lanormal s obtiene

X=50-05=495

(7p)
o'
LL
=
L
,_X-u_495-60 105 .,
c 3.872 3.872
El valor de tablas paraZ = —2.71 es 0.4966. Como € problema esta pidiendo al menc =
utilizad dmbolo >, de exa maneraa 0.4966 s le suma 0.5000 quedando € areabgo lacurva

igua a0.9660 (véase lafigura 6.34).

50 60 X
271 0 VA

Figura6.34. Didribucion delaintroduccion de un nuevo detergente.

Laprobabilidad de que a menos 50 mujeres sean delamisnaopinion esde 96.60%.
b) Datos

p=0.75

g=0.25

=380

X =56
P(X >56)

= np=(80) (0.75) = 60 o =/npq = ./(80) (0.75) (0.25) = /15 = 3.82
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Sugituyendo en laférmula de lanormal s obtiene

_ X—p 565-60 105
o 3872 3872

4 =-2.90

El valor de tablas paraZ =-2.90 es0.3159. S a 0.5000 s le suma 0.3159 d &reabgo la
curvaigual a0.8159 (véase lafigura6.13).

/ \
\
/ 0.8159 \
565 60 X
-2.90 0 VA

Figura 6.35. Didribucion delaintroduccion deun nuevo detergente.

Laprobabilidad de que més de 56 mujerestengan la misnaopinion esde 81.59%.
2. Datos

p=010
y =090
=70
X=5
P(X >5)

@ =np=(70) (0.10)=7 o = /npg = /(70) (0.10) (0.90) = /6.3 =251
Sugituyendo en laférmulade lanormal s obtiene

 X-u 55-7 15
o 251 251

4 -0.6

El valor detablasparaZ = 0.6 es0.2743

Figura6.36. Digribucion de ladevolucion de mercancias.
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En egte caso paraobtener la probabilidad hay que sumar 0.5 +0.2743 = 0.7743, por lo que
laprobabilidad de que mésde 5 dientesregresen lamercanciaesdd 77.43%

Datos

p=0.30
g= 070
n=30
X= 10
P(X = 10)

p=np=(30)(0.30)=9 o =+/npg =/(30) (0.30) (0.70) = /6.3 =251
Sugituyendo en laférmulade lanormal s obtiene

_X-p_95-9_05_ .,

4 =——=0.
o 251 251

El valor detablasparaZ=0.2 es0.0793

Figura6.37. Digribucién delascomprasrealizadas.

En egte caso para obtener la probabilidad hay que restar 0.5 —0.0793 = 0.4203, por lo que
laprobabilidad de que mésde 10 dientesrealicen unacompraesde 42.07%

Datos

p=0.70
g=0.30
=50

X =40
P(X = 40)

w=np=(50)(0.70)=35 & =+/npg=,/(50) (0.70) (0.30) = v10.5 = 3.24
Sugituyendo en laférmulade lanormal s obtiene

_ X-p 395-35 45
- 324 324

4 =139
El valor detablasparaZ =1.39 es 04177
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0.4177

35 40 X
0 1.39 Z

Figura6.38. Didribucion delascomprasrealizadas

En edecaso paraobtener la probabilidad hay querestar 0.5-0.4177 =0.0823, por lo quela
probabilidad de que més de 40 clientes compren uno 0 méasproductos esde 8.23%.

Ejercicio 4

oA wWwNPE
&

Ejercicio 5

1.  Antesde reslver ete punto seriaimportante trazar un gréfico que representard cada uno de
los puntos que se van acondderar (véase lafigura6.33).

A

»
>

a b c d €
30000 35000 40000 45000 50000

Figura. 6.39. Didribucion uniforme de lasventas mensuales de computadoras.

Como d objetivo esencontrar la probabilidad de que las ventas sean mayoresalos 35 000
litros, entonces noscentramosen d intervalo que corresponde alos puntos by ¢, por lo tanto:

P(bSXSe):e;b: 50 000—350002 15 000 075
e-a 50000-30000 20000

Laprobabilidad de que lasventasrebasen 35 000 litros de gasolinaes 0.75 o de 75%.

2. @ Paacdcular lamediase emplealaférmula ,u:a;e:izs:3

Por lo tanto, lamedida promedio delostubosesde 3 metros
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b)

v

Figura6.40. Didribucién uniforme de lasventas mensuales de computadoras.

Como d objetivo esencontrar la probabilidad de que lostubos sean mayoresde 3 metros
nos centramosen € intervalo comprendido entre c y ¢, laformulaque se empleaes

w

Pecx<g=C_23_

— =0.50
e-a 5-

=
AN

Laprobabilidad de que lostubos sean mayoresde 3 metros es de 50%.

El gercicio indicaque a tener un ingreso minimo de 4 800 y uno maximo de 7 200, se debe
determinar la probabilidad de que € ingreso promedio sea entre 6 000 y 7 200:

A

v

a C €
4800 5400 6000 6600 7200

Figura6.41. Digribucion uniforme delosingresosfamiliaresmensuales

Como € objetivo esencontrar la probabilidad de que losingresos familiares sean entre
6 000y 7 200, entonces nos centramos en € intervalo que corresponde alos puntos Ly &, pur
lo tanto:

Ao X< g &C_7200-6000_1200
e-a 7200-4800 2400

La probabilidad de que los ingresos familiares sean entre 6 000 y 7 000 mensuaes esde
0.5 0 de 50%
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4. H gerdcio indicaque al tenerse un beneficio minimo de 30 000 y uno méximo de 70 000, s
debe determinar laprobabilidad de que € beneficio promedio esé entre 50 000 y 60 000.

v

El b [§ d €
30000 40000 50000 60000 70000

Figura 6.42. Digribucion uniforme dd beneficio de un conaultor.

Como d objetivo esencontrar la probabilidad de que € ben€ficio dd conaultor esté entre
50 000 y 60 000, nos centramosen € intervalo que correponde alos puntos « y d, por lo tanto:

d-c 60000-50000 10000
Pc<X<d)= = =

e-a 70000-30000 40 000
Laprobabilidad de qued beneficio dd consultor eséentre 50 000 y 60 000 es0.25 o de 25%.

=0.25

5 @ El gercicio indica que al tener un salario anual minimo de 150 000 y uno maximo de
250 000, s debe determinar la probabilidad de que € salario promedio anua esé entre
200 000 y 250 000.

A

v

a b c d €
150000 175 000 200000 225000 250000

Figura 6.43. Digribucion uniforme de salario de un vendedor.

Como € objetivo es encontrar |a probabilidad de que € salario del vendedor oscile
entre 175 000 y 250 000, nos centramosen € intervalo que correponde alospuntos by €, pui
lo tanto:

— 250 000-175000 75000
Ph<x<e=0- - =075
e—a 250000-150000 100 000

Laprobabilidad de que d sdlario de un vendedor ostile entre 175 000 y 250 000 esde 75%.

b) El gercido indica que a tenerse un sdario anua minimo de 150 000 y uno méximo de
250 000, s debe determinar la probabilidad de que € salario promedio anua sea menor
de 200 000.
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v

a b C d €
150000 175 000 200000 225000 250000

Figura6.44. Digribucion uniforme del salario de un vendedor.

Como € objetivo es encontrar laprobabilidad de que d salario del vendedor ostile entre
150 000 y 200 000, nos centramos en € intervalo que corresponde alos puntosay ¢, por tanto:

_c-a_200000-150000 50000
~e-a 250000-150000 100000

Laprobabilidad de que d sdlario de un vendedor esté entre 150 000 y 200 000 esde 50%.

Plc<X<a)

Ejercicio 6

1 a Lo primero que debemos obtener es € valor de %, es decir, d nimero de llamadas por
minuto, etieneque 2 = % =0.05 por minuto.

El sguiente paso essudituir en laprimeraformulay resolver:

PT>t)=e™

P(T >20)= €290 = g1 = 0.3679
Laprobabilidad de que ocurran [lamadas después de 20 minutos es de 36.49%.

e At

b) Parareslver eteinciso s utilizalaférmula P(T <t)=1- sugituyendo se obtiene

P(T <20)=1-e"=1-0.3679 = 0.6321

Laprobabilidad de que lasllamadastarden 20 minutoso menos es de 63.21%.

P(T <10)=1-e %! =1-0.9048 = 0.095

Laprobabilidad de que lasllamadastarden 10 minutos o menoses 9.5%.
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2. A=510=05
PT>t)=e™
P(T >10)=e%%® = 2% = 0,082
Laprobabilidad de que cinco personastarden masde cnco minutos esde 8.2%.

3. %=35=06

PT>t)=e™
P(T >5)=e%% =¢3=0.049

Laprobabilidad de que las3 conaultas ocurran en masde 5 minutos es de 4.9%.

S
o
LL
=
L
4. 1=6/30=02

T >t)=e™

P(T > 30) = e 23" = g6 = 0.0025

Laprobabilidad de que se reciban 6 redamaciones en mas de 30 minutosesde 0.25%.

5.a A=4/5=08
PT>t)=e™
P(T >5)=e%%) = e* =0.0183
Laprobabilidad de que seredlicen los4 servidosen masde 5 diases de 1.83%.
b) A=4/5=08
T >t)=e™
PT <5)=1-e%8® =1_¢* =1-0.0183=0.9817

Laprobabilidad de que seredicen los4 servidosen 5 dias 0 menosesde 98.17%.

Ejercicio 7

Ccxe N~ WNPE
o

= =
REGB
zee
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13. a)
14. ©
15. a)
16. Datos

N=9
n=3
Con laférmula, = obtiene:

N! 9l 504

nCh = = =
niN-n)! 319-3)! 6

El jefe de produccion puede sdecdonar 84 muedras digintasde focos
Mientrasque la probabilidad viene dada por:

1 1

(7p)
o'
LL
=
L
=—=0.012
NCn 84
Laprobabilidad de obtener cadamuestraesde 1.2%
17. Formula N =nR,
Datos
N = 50000
N,= 20000
N,- 15000
N,- 10000
N,- 5000
n = 1000
R = N, 20000, n, = (1 000) (0.4) = 400

N 50000

Ny 15000 4 n, = (1 000) (0.3) =300
50 000

_1000_ 5, —(000) (0.2)= 200
50 000

_ 200 410 n, = (1 000) (0.10) =100
50 000

Conclusion. La muestra estara compuesta por 400 empresas micro, 300 pequenas, 200
medianasy 100 empresas grandes

18. Formula Ny =nR,
Datos
N =100 000

N, =40 000
N, =35 000
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N, - 25000
n = 1400
N, 40000
Ny 000 40 _ (1 400) (0.40) = 560
1= " 100000 = ) (0.40)
y No 3500 _ 55 N, = (1 400) (0.35) = 490
N 100 000
y —Na 2500 _ 555 g = (1 400) (0.25) = 350
N 100 000

La muedra esard compuesta por 560 tornillos de una pulgada, 490 tornillos de 1.5
pulgadasy 350 tornillosde 2 pulgedas

Ejercicio 8

1. ©
2 b
3. d)
4. @
5 d)
6. @ Enprimeraingancialo que seedablece eslamediadelapoblacion, lacua s obtienea
partir de
Y X 4+45+7+6+3 25
/J' = = = 5
N 5 5
La varianza viene dada por:
Y Y N~ R~ N~
ot Ly x_pp 4= G5 (-5 (6-5 @3- 10,
N 5 5 5 5 5 5
Ladesviacion egandar de la poblacidn es
o=vo?=\2=141
b)
Muestras Medias muestrales
45 4.5
47 5.5
46 5
43 35
57 6
56 5.5
53 4
76 6.5
7-3 S
63 45
10 > X =5C

Tabla6.8. Pogblesmuesrasde ventasdiariasde automoviles

En laprimera columnase apreciague son 10 las muestras que se pueden obtener:
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0

X Probatilidad X
45 210

55 210

5 110

35 110

6 110

4 110
6.5 210

1

Tabla6.9. Digribucion defrecuenciasmuesralesdelamediade ventasde automoéviles

d) Lamediamuedra seobtieneapartir de

DX _50 .
ng 10

Hy =

e A partir dd valor delavarianza s obtiene d error eséndar de lamedia:

o 141
oy =—==—"==063
*Jdn B
Datos
u =1200hrs
o =50hrs
1:16hrs
X -1220hrs

En primer lugar se procede acalcular la oy, mediante lasguiente formula

o 1 o063

LN

Ahorase sugtituyed vaor de oy en laférmuladelanormal edandarizada, delo queresulta
_ X-p 1220-1200

ox 125

El valor en tablasparaZ = 1.6 esde 0.4452. Setieneque d valor detablasparalazonaque
vade0al.6esde0.4452, por lo que seprocede arestar etevaor a0.5 delo cua resulta0.0548,
gue esla probabilidad que nosinteresa, por lo tanto:

(e

4 =16

0.5-0.4452 =0.0548

En conclusién, laprobabilidad de que unamuedrade 16 focostenga unavidapromedio
de 1 220 hrs. esde 0.0548.
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Figura6.45. Didgribucion muestral delamediadelavidadefocos
8. Datos
45< X< 50
o =50
n =100
u =40

Seprocedeacacular la oy mediantelasguiente formula:
o= -0 _g
X Jn 100

Ahorase sudituyed valor de oy en laformuladelanormal esandarizada, delo que resulta:

2

:X—,u:45—40:1 y Zz:X—,LL:50—4O:

El valor en tablasparaZ =1 esde0.3413 yparaZ, =2 esde 0.4772, con elo laprobabilidad
de que serealicen entre 45 y 50 llamadases

4

04772 —0.3413 =0.1359

\

40 a5 50 X

Figura6.46. Didribucion muedral delamediadelasllamadasde un vendedor.

En conduson, laprobabilidad de que de unamuestrade 100 llamadas serealicen entre 45
y 50 vigtasesde 0.1359.
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Datos

20<X <30
o =40
n=64
u=25

Seprocede acacular la oy mediante lasguiente formula

o 40 5

Jn o V64

Ahorase audituyed valor de oy en laformuladelanormal esandarizada, delo que resulta:

1_X—,u:20—25:_1 v ZZZXz—,u:3O—25:
Oy 5 o% 5

El valor en tablasparaZ, =—1 esde 0.3413 yparaZ, =1 esde 0.3413, con €lo laprobabilidad
de que serealicen entre 20 y 30 llamadas es

/‘

(o2

X

1

0.3413 + 0.3413 = 0.6826

20 25 30 X
4 0 1 VA

Figura6.47. Digribucion muedra delamediadelasllamadasaunacficinade defensa
del consumidor.

En concluson, la probabilidad de que en una muestra de 64 llamadas recibidas por una
ofidnade proteccon a consumidor seredicen entre 20 y 30 llamadas es de 0.6826.

Datos
X < 20
c=4
- 36
uw=20
Seprocede acalcular la o5 , mediante lagguiente formula:
o 4
oy =—=—==067
* Jn 36
Ahoraseaudituyed valor de oy en laformuladelanorma etandarizzda, delo quereallta:
7, X-p_20-20_,
o5 0.67

X
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El valor en tablas para Z = 0 es de 0.0000, con dlo la probabilidad de que menos de 20
facturasesén arasadases0.5—0.0000 =0.5
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Figura6.49. Didribucion muedral delamediadelasfacturasatrasadas.
En condusidn, laprobabilidad de que en unamuesrade 36 facturasmenosde 20 facturas |

esén arasadas esde 0.50.
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Respuestas a la autoevaluacién
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38.
39.
40.

B =
GRFBox~ocourwnpk
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