UNIDAD 2

MEtopo pE GAuss
MATRIZ INVERSA
MULTIPLICATIVA

Objetivos:

Al finalizar la unidad, el alumno:

» Representara un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas
mediante una matriz de orden mxn.

» Conocera y aplicara el método de Gauss para solucionar un sistema de
mxun.

» Conocera y aplicara el método de Gauss-Jordan para solucionar un
sistema de nxn.

* Identificara las caracteristicas de la matriz inversa multiplicativa.

» Usarda el método de Gauss-Jordan para encontrar la matriz inversa
multiplicativa.

» Usara la matriz adjunta para encontrar la matriz inversa multiplicativa.

* Aplicara el método de la matriz inversa para resolver sistemas de nxn.
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Introduccion

1 problema de solucionar un sistema de m ecuaciones con n incognitas

ha sido objeto de estudio desde hace mucho tiempo. En esta unidad

estudiaremos varios métodos para dar solucion a dichos sistemas
utilizando para ello las matrices y sus propiedades.

2.1. Representacion de un sistema mediante
matrices

En esta seccion veremos la representacion matricial de un sistema de mxn.
Recordemos que esto significa que tenemos m ecuaciones, cada una con n
incognitas:

apX, +anx, +---+a,x, =b,

Ay X, + Ay X, ++--+a, X, =b,

amlxl + am2x2 +eet amnxn = bm

Vamos a formar una matriz 4 de orden mxn con todos los coeficientes de
las ecuaciones y dos vectores columna, el x formado por las incognitas y el b
formado por los términos independientes. Asi, tenemos:

a, A, .. a; a,, X, b,
Gy Gy e Oy, @, Xy b,
A= , X= , b=
a; 4, a; a, X; b,
A, Ay e Ay . 4, X, b,

Definicién 2.1. Si tenemos un sistema de m ecuaciones con n incégnitas.

a,x, +a,x, +---+a,x, =b
ayX, +apXx, +---+a, x, =b,

a,x, +a,,x, +--+a, x, =b

mn--n m /
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La representacion matricial del sistema es:
Ax=b
donde A se llama la matriz de los coeficientes, x es el vector columna cuyas

entradas son las incognitas y b es el vector columna cuyas entradas son los
términos independientes de las ecuaciones.

ay Ay e Q. 4y, X, b,
Ay Ay .. Gy a,, X, b,
Ax=b= =
ail alZ az] ain xl bt
A, G o A, . 4, )X, b,
Ejemplo 1

Escribe los siguientes sistemas en su representacion matricial:
a) Con el sistema dado por las siguientes ecuaciones:

2x, +4x, +6x, =18
4x, +5x, +6x, =24
3%, +x, —2x, =4
2 4 6

tenemos que A=|4 5 6| eslamatriz de los coeficientes,

X = [24 entonces el sistema se puede escribir como
4 X, 18
Ax=b=|4 5 6| x, |=|24
31 2/ {x 4
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b) Sea el sistema de ecuaciones dado por:
3a+2b—5¢c+6d="1

4a-b+3c-2d =1

—a+5b-3c+d=-1

a
3 2 -5 6 5 7
tenemos que 4=| 4 -1 3 2, x= y b=| 1 |, entonces
4105 31 ¢ |
d

el sistema queda representado como

a
32 5 6, 7
Ax=b=| 4 -1 3 =2 -1
215 3 119 L4

d

Los ejemplos anteriores tienen la caracteristica de que para todos los
términos independientes al menos uno es distinto de cero, por lo que son
sistemas de ecuaciones no homogéneos, de lo que definiremos cuando todos

los términos independientes son iguales a cero.

Definicién 2.2. Un sistema de ecuaciones de mxn se llama homogéneo si el
vector b de los términos independientes es el vector cero. Ax = 0

Ejemplo 2

2x, —4x, +x,=0 0

El sistema x; —3x, +4x; =0 es un sistema homogéneo ya que b=| 0
0

2x, —x,+ x;,=0
3%, =5x,+ x;,=3
Si tenemos un sistema no homogéneo 2x, —3x, +6x; =2 siempre podemos
X +2x, —2x, =-1
3x, = 5x,+ x,=0

formar un sistema homogéneo asociado a él: 2x, —3x, +6x, =0 poniendo 0 en
X +2x,-2x,=0
los resultados.

69



Unidad 2

70

Las matrices que hemos estudiado son conformadas por los coeficientes
de las ecuaciones del sistema, por lo que definiremos las que contienen una
columna mas, que incluye al vector columna de los valores independientes.

Definicién 2.3. Se llama matriz aumentada de un sistema mxn a la matriz
de orden mx(n+I) que se obtiene al aumentar a la matriz de los coeficientes una
columna formada por los términos independientes.

Ejemplo 3

3x, = 5x,+ x;|=3

a) Obtén la matriz aumentada del sistema 2x, —3x, +6x,|=2

X, +2x, = 2x|=-1

3 -5 1
Sea 4=|2 =3 6 |, entonces la matriz aumentada es
1 2 =2
-5 113
B=|2 -3 6|2
1 2 =2 |}

Nota que 4 es de orden 3x3 y la matriz aumentada B es de orden 3x4.

b) Obtén la matriz aumentada del sistema 3x-2y+z=9 entonces
x-3y+6z=8
32109

3 21
A= (1 3 6} es la matriz de coeficientes y B :(

aumentada

es la matriz
1 -3 6 |8J

Nota que 4 es de orden 2x3 y que la matriz aumentada B es de orden 2x4.
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Ejercicio 1
1. De los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, encuentra:

* Su representacion matricial.
* La matriz aumentada.
* El sistema homogéneo asociado.

a) 4x, +3x, —5x;+3x, =4
2x, —4x, +7x, +x, =2
Tx, —6x, +2x, +2x, =0

b) 2x,+7x,=6
3x,—x,=-1
—4x,—2x, =4

¢) 3x +x,-9x,-3x, =18
=3x, +3x, —2x, +3x, =54

2.2. Solucion de sistemas de orden mxn,
mediante el método de Gauss

Para resolver un sistema de m ecuaciones con n incdgnitas usaremos
el método de Gauss, para ello necesitamos llevar la matriz a una forma
adecuada, de tal manera que podamos obtener inmediatamente el resultado de
las incognitas, las matrices se llevan a ceros en algunos de sus elementos en
forma de escalon.

~

Definicion 2.4. Una matriz A se encuentra en forma escalonada reducida
por renglones si cumple con las siguientes condiciones:

i. Todos los renglones cuyos elementos son todos ceros aparecen en la parte
inferior de la matriz.

ii. El primer ntimero diferente de cero (comenzando por la izquierda) en
cualquier renglén cuyos elementos no son todos cero es 1.

iii. Si dos renglones sucesivos tienen elementos distintos de cero, entonces el
primer 1 en el renglén de abajo estd mas hacia la derecha que el primer 1
en el renglén de arriba.

\_ /
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4 N
iv. Cualquier columna que contiene el primer 1 en un renglén, tiene ceros en el
resto de sus elementos. El primer nimero diferente de cero en un renglén se
llama pivote de ese renglén.
Una matriz se encuentra en forma escalonada por renglones si se cumplen
las condiciones
@, @)y G).
Cabe sefialar que:
a) La forma escalonada reducida por renglones es tnica.
b) Es posible que al cambiar la sucesién de operaciones elementales sobre los

renglones se llegue a formas escalonadas distintas.

/

Ejemplo 4

1. Las siguientes matrices estan en la forma escalonada reducida por
renglones:

1000
[0 1 00
0010
1 0 2
b|o 1 3
000
ol 005
001 2
1000
dHlo 1 0 0
000 1

2. Las siguientes matrices no estan en la forma escalonada reducida por
renglones:

1000 Tiene un 4 en el segundo
a0 4 0 0 ,

00 1 0 renglon en lugar de 1.

100 Eltercerrenglontiene 1 ala
b) 010 izquierda del 1 del segundo

1 00 renglon y debe estar a la

0 00 derecha.
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1 00 El renglon de puros ceros
¢[00 0 O no esta en la parte inferior
0 0 1 de la matriz.

Observaciéon: Siempre se puede llevar una matriz a la forma escalonada
reducida por renglones realizando operaciones elementales con los renglones.

Por lo anterior, requerimos conocer cuales son las operaciones elementales
que se pueden realizar con los renglones de una matriz; éstas surgen de
convertir una ecuacion en otra equivalente realizando ciertas operaciones como
son:

~

Definicion 2.5. Las operaciones elementales con renglones de una matriz
son:

i.  Multiplicar o dividir un renglén por un niimero diferente de cero.

ii. Sumar un maltiplo de un renglén a otro renglén.

iii. Intercambiar dos renglones.

El proceso de aplicar las operaciones elementales con renglones para
simplificar una matriz aumentada se llama reduccién por renglones.

/
4 N

Notacién:

L.R,— cR, signiﬁca “reemplaza el i-ésimo renglén por ese mismo renglén
multlphcado por ¢”. (Para multiplicar un renglén por ¢, se multiplica cada
ndmero del renglén por c).

2.R—> R + cR, significa “sustituye el j-ésimo renglén por la suma del
renglén j mas el renglon i multiplicado por ¢”.

3.R,— R quiere decir “intercambiar los renglones i y j”.

\_ /
Ejemplo 5
2 4 6
1. Lleva la matriz 4= {4 5 6 | a la forma escalonada reducida por
renglones: 31 2
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2 4 6 2 4 6 1 4 8
4 5 6|—22RR 0 4 gl—ReR 1o 4 6 ‘;;:Eij;‘::
3 01 =2 3 01 =2 301 =2
1 4 8 1 0 =2
0 -4 -10 % 0 1 5/2
0 —-11 -26 0 -11 =26
1 0 =2 1 0 =2
R;—>R;+11R, 01 5/2 R,—>R,-R; 0 1 1 R;—2/3R,
0 0 3/2 0 0 3/2
1 0 =2 1 0 =2 1 00
0 1 1 RZA)RZ—R3 0 1 0 R1~>R1+2R3 0 1 O
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Estamos ya en condiciones de aprender el método de Gauss para resolver
un sistema de ecuaciones.

a N

Método de eliminacién de Gauss para resolver un sistema de ecuaciones.

i. Se reduce por renglén la matriz aumentada del sistema a la forma
escalonada.
ii. Se despeja el valor de la dltima incognita.

iii. Se usa la sustitucién hacia atrds para las demds incognitas.

Ejemplo 6

2x+4y+6z=18
1. Resuelve el sistema 4x+ 5y + 6z =24 usando el método de Gauss.

3x+y-2z=4
2 4 6 |18
Se forma la matriz de los coeficientes aumentada | 4 5 ¢ 24| yse
‘ 31 2 |4
reduce a su forma escalonada por renglones:
2 4 6 [18 12 3 P 12 3|9
45 6 24 —=Fl4 5 6 4|0 30 -6 |12
301 2 |4 301 2 |4 0 -5 -11 |-23
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12 3 P9 12 3 ]9
R,—>1/3R, 0 -1 ) |_4 R; >R;-5R, 0 -1 -2 |_4 ij::;ﬁ
0 -5 -11 |23 0o 0 -1 |3
12309
01 2 |4 De aqui regresamos a un sistema de ecuaciones
0011
xX+2y+3z=9
y+2z=4 donde ya tenemos el valor de z = 3; sustituyendo en la segunda
z=3

ecuacion obtenemos el valor de y: y +2(3) =4 > y =-2; sustituyendo en la
primera ecuacion los valores de z y y obtenemos el valor de x: x + 2(-2) + 3(3)
=9 > x=4. Porlo que la solucion es (4, -2, 3).

X +3x, =5x,+x,=4

2. Resuelve el sistema 2x, +5x, - 2x, +4x, =6

por el método de Gauss.

3 -5 1 |4

Se forma la matriz aumentada 1
25 -2 416

renglones.

13 =5 1 [4) wonom (1 3 =5 1 4 on
(2 5 2 4 |6j—’(0 108 2 |—2]

13 =5 1 |4) sorae, (1 0 19 7 |2
(0 1 -8 -2 |2J [0 1 -8 -2 |2j

x +19x, +7x, =-2

j y se reduce por

W

Si regresamos al sistema de ecuaciones obtenemos
X, —8x;—2x,=2
lo que evidentemente nos muestra que tenemos una infinidad de soluciones,
pues los valores de x, y x, pueden escogerse de manera arbitraria, y para cada
par de valores obtenemos los valores de x, y de x,.

Como mencionamos en la definicion 1.24, un sistema de ecuaciones lineales
es inconsistente si no tiene solucion y consistente si tiene al menos una
solucion.

Nota. Recordemos los sistemas homogéneos; en ellos los términos
independientes son todos cero, por lo tanto podemos decir que un sistema
homogéneo siempre tiene al menos una solucion: la trivial (donde todas las
variables x, = x, = x, = ... = 0) y por tanto siempre es consistente.
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Ejercicio 2

1. Di si las siguientes matrices se encuentran en forma escalonada por
renglones (pero no reducida por renglones), en forma escalonada reducida por
renglones o ninguna de las dos:

1 10
a0 1 0
0 0 1
1 010
b){0 1 1 0
00 0
1 0

c)|0 1

0 0

1 0 0 4
d|0 1 5
0116

2. Usa las operaciones elementales con renglones para reducir las siguientes
matrices a la forma escalonada por renglones y a la forma escalonada reducida
por renglones:

)z 3)

2 -4 =2
b)(s 1 6j

2 -7
¢ |3 5
4 -3
2 -4 8
d) 3 5 8
-6 0 4

3. Encuentra las soluciones (si las hay) de los siguientes sistemas usando el
método de Gauss:

2x+3y—z=3
a) x—2y+2z=-1
3x+y+3z=0
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b) 2x+3y—z=2
x—y+2z=1
x +x,=4

¢) 2x,—3x,=7
3x, +2x, =8

2.3. Solucion de sistemas de orden mxn,
mediante el método de Gauss-jordan

El método de Gauss-Jordan para resolver sistemas de ecuaciones es muy
similar al método de Gauss, la diferencia es que en éste se pide que la reduccion
de las matrices sea en la forma escalonada reducida, con lo que se obtienen
directamente las soluciones del sistema.

Método de Gauss-Jordan para resolver un sistema de ecuaciones lineales.

i. Se reduce la matriz aumentada a la forma escalonada reducida por
renglones.
ii. Se obtienen las soluciones del sistema.

Ejemplo 7
x+2y+3z=9
1. Resuelve el sistema 4x+5y+6z=24 utilizando el método de Gauss-
Jordan: 3x+y-2z=4
12 3 09
Formamos la matriz aumentada |4 5 ¢ 24| Y la llevamos a la
31 2 |4

forma escalonada reducida por renglones:

12 3 ]9 12 3] 9 12 3 |9
45 6 |p4|—R2R 1o 3 6 12| R 510 1 2 | 4

R;—>R;-3R,
301 2 |4 0 -5 —11 |23 0 -5 —11 |23
12 3|9 12319
R;>R;+5R, 0 1 2 | 4 R;—>-Ry 01 2 |4 R, —>R;-2R,
00 -1 |-3 0013

|
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10 -1 |1 1 00 |4
01 2 [4|—2ZET—>|0 1 0 |2
00 13 oo 1 |3

De aqui podemos obtener las soluciones del sistema
x=4;, y=-2; z=3.

3x, +6x, —6x, =9
2. Resuelve el sistema  2x, —5x, +4x; =6 usando Gauss-Jordan.
—x, +16x, —14x, =-3
36 -6 |9
Formamos la matriz aumentada | 2 -5 4 | 6| ylallevamos a la
-1 16 -14 |-3

forma escalonada reducida por renglones:

36 6 |9 12 =2 |3
R R R e A R B B e
-1 16 -14 |3 -1 16 -14 |-3 »
12 2 3 12 2 3 12 2
0 -9 8 |o| R g 9 g |0|—LR2RRe g 9 8 |0
0 18 -16 [0 0 9 -8 o o o0 oo
12 2 3 1 0 —2/9 |3
—ReotlOR: 10 1 -8/9 [0 |—R2RRe 510 1 —8/9 [0
00 0 o 00 0 o

Como la matriz tiene un renglon cuyos elementos son todos ceros, podemos

concluir que el sistema tiene una infinidad de soluciones, ya que % =2/9% =3
x,—8/9x,=0
y por lo tanto x, y x, dependen del valor de x,.
x+y—-z=71
3. Resuelve el sistema 4x—y+5z=4 usando el método de Gauss-Jordan.
6x+y+3z=20
11 -1 |7
Llevamos la matriz aumentada | 4 _1 5 |4 | asu forma escalonada
reducida. 6 1 3 |20
11 -1 |7 11 -1 7
4 -1 5 | 4|0 5 9 |24 |
6 1 3 |20 0 -5 9 |22
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11 -1 |7 10 4/5 | 13/5
0 0 0 |-2|—"=sl0 -5 9 | -22
0 -5 9 |22 o 0 o0 | -2

Como la matriz tiene un renglon (0, 0, 0, —2) indica que el sistema no tiene
solucion ya que no existe un nimero que sea —2 y al mismo tiempo sea cero.

Ejercicio 3

1. Encuentra las soluciones (si las hay) de los siguientes sistemas de
ecuaciones usando el método de Gauss-Jordan. Explica.

a) x+x,-x,=7
4x, —x, +5x;, =4
2x, +2x,-3x,=0

b)  3x, +6x,—6x,=9
2x,—5x,+4x,=6
5x, +28x, —26x; =-8
©) x,—2x,+3x, =11
4x, +x, —x; =4
2x, —x, +3x, =10

2.4. Matriz inversa y matriz adjunta

En esta seccion definiremos dos tipos de matrices muy importantes que son
basicas en la teoria de matrices y que nos son utiles para la solucion de sistemas
de ecuaciones.

Comencemos con un ejemplo sencillo:

2 5 -
Sean 4 = (1 3) y B= (_13 52j, obtengamos los productos 4By BA.

T E IR R

1 0

lo tanto podemos decir que 4B = BA = I,, donde [, = (0 |

j es la matriz

identidad de 2x2.

A la matriz B se le llama matriz inversa de 4 y se denota B=A4"".
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Definicion 2.7. Sean 4 y B dos matrices de orden nxn que satisfacen 4B =
BA=1 donde / es la matriz identidad de orden nxn,

entonces B se llama matriz inversa de A y se denota por A

De donde se tiene que AA™' = A'A = 1. En este caso se dice que A es

invertible.

\_ /

Asi como toda matriz, también existen propiedades para la matriz
identidad e inversa.

a N

Teorema 2.1. Propiedad de la matriz identidad.

Sean A una matriz de orden nxn e [ la matriz identidad de orden nxn,
entonces

\ Al=I1A=A )
4 N
Teorema 2.2. Propiedades de las matrices invertibles.
Sean A4 y B dos matrices invertibles de orden nxn, entonces
1. Lainversa es Gnica.
2. AH'=A
3 (AB)' = B! A™! Y,

En este momento nos podemos hacer las siguientes preguntas:

1. ;Todas las matrices cuadradas tienen inversa?
2. ;Qué matrices tienen inversa?
3. Si una matriz tiene inversa, ;como se puede calcular?

En esta parte vamos a contestar esas preguntas. Comenzaremos con el caso
de 2x2.

. . 2 -
Consideremos la matriz 4 = (_ 4 5) y vamos a suponer que es
invertible.

Sea A7'= ()ZC i;) , entonces debe satisfacer que 447! = I, por lo tanto:
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A4 = 2 3Y\x y) [ 2x-3z 2y-3w) (1 O
-4 5Nz w) \—4x+5z —4y+5w) |0 1
Recordemos que dos matrices son iguales si todas sus entradas lo son, por

lo cual
2x—3z=1;, —4x+5z2=0; 2y-3w=0;, -4y +5w=1.

Con esto se forman dos sistemas de ecuaciones lineales:

2x-3z=1 2y—3w=0 ara resolverlos vamos a escribirlos en
_4x+52=0 7 —4y+5w=1 Y P

la forma matricial aumentada: 2 -3 | 1 y 2 -3 | 01, Al
-4 5] 0 -4 5] 1

. 1
reducirlas obtendremos los resultados 0 | o y Lo | Y
01| =z 01 | w
Como la matriz original es la misma para ambos sistemas, podemos
realizar la reduccion por renglones al mismo tiempo considerando la
2 3| 10

4 5 | 0 1] al hacerlo obtendremos

nueva matriz aumentada (

2 3 | 10 R, >1/2R, 1 -3/2 | 1720 R, SR, +4R,
-4 5| 0 1] [—4 5.1 0 1]

1 =3/2 | 1/2 0) .. (1 O] =52 -3/2)

0 -1 | 2 1 R, >R +3/2R, 0 1 | ] -1 |~

1 0 |x y

01 |z w

De donde obtenemos las soluciones x =-5/2; z=-2;y=-3/2; w=-1

-5/2 -=3/2
Entonces 4 es invertible y su inversa es 4! = ( ) 1 j

Este ejemplo nos ilustra un procedimiento para encontrar la matriz inversa
que siempre funciona y que se puede generalizar a matrices de orden nxmn.
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Procedimiento para encontrar la inversa de una matriz cuadrada A

1. Se escribe la matriz aumentada (4 | 1.

2. Se utiliza la reduccién por renglones para poner la matriz A en su forma
escalonada reducida por renglones.

3. Se decide si es invertible.

a. Sila forma escalonada reducida por renglones de A es la matriz identidad
I, entonces A~ es la matriz que se tiene a la derecha de la barra vertical.

b. Si la reduccién de A conduce a un renglén de ceros a la izquierda de la
barra vertical, entonces A no es invertible.

\ J
Ejemplo 8
1 2 . ) ) .
1.Sea A= (_2 B 4j vamos a determinar si es o no invertible.
12| 1 0) gopew (1 2] 10
(—2—4|01] 500|21

Como tiene un renglon de ceros a la izquierda de la barra vertical, 4 no es
invertible.

2 4 6
2.Sead=\|4 5 6 |, vamos a determinar si es o no invertible, y si lo
3 1 =2
es encontrar 47"
2 4 6| 100 1 2 3| 17200
4 5 6| 01 0224 5 6| 0 10
3.1 2| 001 3.1 2| 0 01
1 2 3| 12 00
1;2;1;23:3411:11 0 -3 -6 | ) 1 0 R,—>-1/3R,
0 -5 -11 | -3/2 0 1



Algebra

12 3| 12 00 1 0 -1 | -5/6 2/30
0 1 2| 23 -3 0250 1 2| 2/3 -1/3 0
0 -5 -11 | =3/2 0 1 0 0 -1 | 11/6 -5/3 1
100 | -83 7/3 -1
|0 1 2 | 23 13 0
001 | -11/6 5/3 -1
1 0o | =83 7/3 -1
010 | 133 -11/3 2
001 | -11/6 5/3 -1

De donde obtenemos la matriz inversa 4A'=| 13/3 -11/3 2

-8/3  7/3 -1
*)
-11/6  5/3 -1

2 4 6\ -8/3 7/3 -1 1 00
Verificacion: AA4'={4 5 6 13/3 -11/3 2i=0 1 0
3 1 -2 )\ -11/6 5/3 -1 0 0 1

Nota: Es importante verificar que A4~ = 1.

Veamos algunos resultados importantes acerca de las matrices inversas.

Teorema 2.3. Sea A una matriz de orden nxn.

Entonces A es invertible, si y sélo si, det A # 0

Ejemplo 9

1. Consideremos la matriz del ejemplo anterior:

2 4 6
A=|4 5 6| sabemos que es invertible, vamos a calcular su
31 =2
determinante.
5 6 ,4 6 |4 5
det 4 = 2‘1 _2‘—4‘3 _2‘+6‘3 1‘= 2(-10—6) — 4(-8-18) + 6(4-15) =6
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> detd#0

: : 1 2 .
2. Consideremos la matriz 4 = (_2 B 4j y calculemos su determinante.
detd=-4+4=0y

12| 1 0) gopew (1L 2] 10
2 -4 | 01—>00| 21 por lo tanto no es

invertible.

Vamos ahora a dar la definicién de otra matriz importante en nuestra
busqueda de matrices inversas.

Recordemos lo que son los cofactores de una matriz 4 (Definicion 1.22)

4; = (_l)w M;
2 4 6
Sid=14 5 6 | entonces sus cofactores son
31 =2
5 6 4 6
A= ‘1 _2‘ =-10-6=-16 A4 =- ‘3 _2‘ =—(-8-18) =26
4 5
A= ‘3 1‘ =4-15=-11
4 6 2 6
A, =~ ‘1 _2‘ =—(8-6)=14 4= ‘3 _2‘ =_4-18 =22
2 4
A= ‘3 1‘ =—(2-12)=10
4 6 2 6
A= 5 6 = 24 -30=-6 A= 4 6 = —(12-24) =12

33

2 4‘ ~10-16=—6
45

Con estos cofactores haremos una matriz de orden 3x3 de tal manera que
obtendremos una matriz B:

-16 26 -11
B=| 14 22 10
-6 12 -6

Habiendo calculado esta matriz podemos definir lo siguiente:
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4 N

Definicién 2.8. Sea A una matriz de orden nxn y sea B la matriz formada
por los cofactores de A. Entonces la adjunta de A, que se denota adj A es la
transpuesta de la matriz B, es decir:

All A21 Anl
adj 4 =B™= A-” A-zz Af’2
Aln A2n e Ann
- /
Ejemplo 10
2 4 6
Vamos a encontrar la adjuntade 4={4 5 6
3 1 =2
Sea B la matriz de los cofactores de 4.
A, A, A, -16 26 -11
B=14, A4, A4,|=| 14 =22 10 | entonces
4, A, A -6 12 -6
-16 14 -6
adj4 =B"=| 26 -22 12
-11 10 -6

Ya con estos elementos podemos encontrar la inversa de una matriz usando
su determinante y su matriz adjunta como nos lo indica el siguiente teorema.

Teorema 2.4. Si A es una matriz de orden nxn invertible.

Entonces A= ! adjA
det 4

Ejemplo 11

2 4 6
Usaremos la matriz anterior 4 = |4 5 6| y vamos a calcular su
inversa. 31 =2
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5 6 4 6 |4 5 _
det A = 2‘1 _2‘—4‘3 RN 1‘ = 2(-10-6) —4(-8-18) +6(4-15)
32+104-66=6
| L (16 14 6 —8/3  7/3 -1
entonces 4 ' = — adj4=— 26 22 12 | = 13/3 -11/3 2
6 6 |11 10 -6 ~11/6  5/3 -1

Nota que esta matriz inversa ya la habiamos obtenido con el método de
Gauss-Jordan.*

Observacion: Este teorema refuerza el resultado acerca de que una matriz
invertible necesariamente debe tener un determinante distinto de cero.

Ejercicio 4

1. Encuentra la matriz inversa, si existe, usando el método de Gauss-
Jordan. En caso de que no exista la matriz inversa, indica la razon:

21

a

(32
11

b

' 3)
302 1

olo 2 2
0 0 -1
1 6 2

dHl-=2 3 5
7 12 -4

1 -3 0 2

e) 3 -12 2 -6
-2 10 2 5

-1 6 1 3

2. Encuentra la matriz inversa, si existe, usando el método de la matriz
adjunta. Recuerda calcular primero el determinante para ver si existe o no.

* En este momento ya tenemos dos métodos para calcular la matriz inversa, sin embargo, podemos notar
que sin >3, en general es mas facil calcular 4~ con el método de la reduccion por renglones que usando
la matriz adjunta, pues aun en el caso de 4x4 tenemos que calcular 17 determinantes.
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1 23
by|l 1 2
1 2

2 -1 4

c)| -1 0 5

19 -7 3

2.5. Solucion de sistemas de nxn, mediante la
matriz inversa

En esta seccion encontraremos la solucion de un sistema de ecuaciones de
nxn mediante la matriz inversa.

El siguiente resultado nos da una pista acerca de como encontrar la solucion
de un sistema si la matriz de coeficientes asociada es invertible.

4 N
Teorema 2.5. Sea A la matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones de
orden nxn. Entonces se cumplen las siguientes condiciones:
* A es invertible.
* El sistema Ax = b tiene una solucién tGnica que es x = A~'b
* El sistema homogéneo asociado Ax = 0 tiene una solucién tGnica que es

x=0

Ejemplo 12

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones:

2x+4y+3z=1 2 4
y— z=2 formamos la matriz de coeficientes 4 =0 1 -1
3x+5y+T7z=-1 3 5

Vamos a ver si 4 es invertible, para eso calculamos su determinante:

I -1
5 7

4 3

+05 7

+3

detA= 2‘ ‘11 3

-1

‘::A76)+0+304—$=3
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Como el determinante es distinto de cero, la matriz es invertible y por lo
tanto el sistema tiene solucion Unica.

Usando alguno de los métodos vistos con anterioridad encontramos que

4 -13/3 -7/3
Al=] -1 5/3 2/3 | por lo tanto la solucion del sistema sera
-1 2/3 23

4 -13/3 -7/3 1
x=A"b=| -1 5/3 2/3 2 |=(7/3 5/3 -1/3) de donde
-1 2/3 2/3 ) -1

x=-7/3 2(=7/3)+4(5/3)+3(-1/3) = 1
y=5/3 comprobando tenemos 5/3 —(-1/3)=2
z=-1/3 3(=7/3)+5(5/3)+7(-1/3)= -1

Ejercicio 5
1. Considera los siguientes sistemas de ecuaciones lineales y encuentra:

1) El determinante de la matriz de coeficientes asociada.

ii) Con base en lo anterior indica si el sistema tiene o no solucion tinica.
iii) Encuentra la matriz inversa, si la hay.

iv) Encuentra la solucion del sistema, si tiene, usando la matriz inversa.

a) x, —2x, +3x, =0
4x, +x,—x,=0
2x, —x,+3x,=0

b) —x+6y=2
4x+2y=-1

€) 2x—4y+8z=1
3x+5y+8z=0
—6x+4z=-2
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Ejercicios resueltos

1. Lleva a la forma escalonada reducida por renglones la matriz

2 3 1
4 -1 5
3 6 -7
2 3 1 2 1 -7 12
4 -1 5 |—Re2Re R 1 7 &) 2 3 1
3 6 -7 3 3 6 -7
1 -7 12
—>§§3§§ o s | o 1y g |,
0 27 -43 0 10 =20
1 -7 12 1 -7 12 1 =7 12
0 17 -23|—R=eR 4l 1 -2 |—R=RVR g 1 22
0 1 =2 0 17 =23 0 0 11
1 0 1 0 =2
R1 —R, +7R, 0 1 Ry —1/11R, 0 1 -2 1;2;1]{{21 :iiz
0 0 0 0 1
1 00
010
0 0 1

2. Considera el siguiente problema:

Una compaflia quiere comprar maquinaria y recibe de cuatro proveedores
los siguientes presupuestos:

Proveedor
Num. compresoras
Num. de medidores
Num. valvulas
Num. reguladores
Costo total
millones de dolares

- ko N

[N O N o)

Do = 0N

= Y

(9]

4

Si sabemos que todos los proveedores tienen el mismo precio para cada tipo
de maquinaria, jcuantos millones de pesos cuesta cada una de las maquinas?
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Para resolver este problema vamos a convertirlo a un sistema de ecuaciones
de la siguiente manera: sea x el precio de las compresoras, y el precio de los

medidores, z el precio de las valvulas y w el precio de los reguladores, por lo
tanto tenemos:

2xt 4zt w=6 204 116
dytdzdw=5 | , ‘ 0 4 4215
x+2y+ ow=35 onsideremos la matriz aumentada 1 2 0 2 |5
x+2y+4z =4 1 2 4 0 |4
Resolveremos este sistema por el método de Gauss-Jordan:
2.0 41 |6 1 2025 1 2 0 2|5
0 4 4 2 |5 gor, |0 4 4 2 5| o e |O 4 4 2|5
1 2025 2 0 41 |6 ®>® N0 4 4 -3 |4
1 2 4 0 [4 1 2 4 0 |4 0 0 4 -2 |1
1 2 0 2|5 1 0 2 1|52
R.oi/ar, | O 11 12 |54 g p e, |0 1 1 172 |5/4
lo -4 4 -3 -4 | ®oR-® Tlo 0 8 -1 | 1
0 0 4 -2 |1 0 0 4 =2 |1
1 0 -2 1 |52 1 0 0 6/8 [22/8
0 1 1 12 |54 . 0 1 0 58 |98
R;—1/8R, R,—>R,-4R,
lo o 1 -1 [1/8] RoReBy 7|0 0 1 —1/8 | 1/8
0 0 -2 |- 0 0 0 =32 |-3/2
1 0 0 68 [22/8 8 00 6 |22
Reoonr, | O 1 0 58 | 98] & O 80 59
lo 0 1 18 | /8| R 7|0 0 8 —1 |1
000 1 | 1 000 1]1
8 0 0 0 |16 1 00 0| 2
R oriir, O 8 0 0 |[4] i s |O 1 0 0 [1/2
ROk TI0 0 8 0 |2 IR IO 01 0 1/4
00 0 1 |1 000 1 | 1

de donde obtenemos las soluciones x =2, y=1/2,z=1/4, w=1 por lo
tanto el precio de cada maquina es:

compresora $ 2 millones
medidores $ 500 mil
valvulas $ 250 mil
reguladores $ 1 millon
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3. Encuentra la matriz inversa de A= 3 2 1 con el método de
Gauss-Jordan: -2

1 10| 100 1 10 100
32 1] 01 0 —=2R510 -1 1 -3 10
0 2 1] 001 0 -2 1 0 01
11 0 0 0
R_;Rj);:f;Rz >0 1T 1 | 3 =10 RRLK, .
00 -1 | 6 =21
1o 1] =2 1 o0 1 oo 4 -1 1
01 -1 | 3 -1 0-—22E>010] -3 1 -
00 1| -6 2 -1 001 ] -6 2 -1
4 -1 1
por lo tanto la matriz inversaes A= | -3 1 -1
Vamos a comprobar: -6 2 -1
1 1 0 4 -1 1 1 00
AAT=13 2 1| -3 I -1|={0 1 0
0 -2 1)l -6 2 -1 0 0 1
2 3 -
4. Encuentra la matriz inversa de 4=| -1 -1 2 | usando la matriz
adjunta. 1 2 -1
Primero vamos a calcular el determinante.
2 3 -1
detd=|-1 -1 2| =2(1-4) -3(1-2) —1(-2+1) = —-6+3+1 = -2, entonces
1 2 -1
si tiene inversa.
Vamos a calcular los cofactores para obtener la adjunta.
-1 2 -1 2 -1 -1
4, = 2 =3 4,=- 1 -1 1 A13 11 2 =-1
3 -1 2 -1 2 3
A21:_2 =1 4, = 1 -1 =1 »- 11 2T~
3 -1 2 -1 2 3
A31:‘—1 2‘:5 Azzz_‘—l 2‘:_3 A33:‘_1 _1‘:1
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-3 1 -1 -3 1 5
B=| 1 -1 -1]|entoncesadjd=B"=| 1 -1 -3
5 3 1 -1 -1 1

1 -3 1 5 3/2 -1/2 -5/2

porlotanto A'=—| 1 -1 -3 |= -1/2 /2 3/2

2{-1 -1 1 12 1/2 -1/2

Vamos a comprobar que efectivamente sea la inversa.
2 3 -1 32 -12 =572 1 00
-1 -1 2} -=12 12 32|=(0 1 0
1 2 -1 12 12 -12 0 0 1

5. Resuelve el sistema de ecuaciones lineales usando la inversa.

2x+3y—z=1
—x—-y+2z=3
x+2y—z=-2
2 3 -1
Vamos a encontrar su matriz de coeficientes 4 =| -1 -1 2
1 2 -1

Como podemos constatar, se trata de la matriz del ejemplo anterior, por
lo tanto sabemos que es invertible, y por lo tanto el sistema tiene una tnica
solucion. Usando la matriz inversa obtenemos:

32 172 =572 1
x =A4A"b=|-12 12 372 3 |1=¢6G 2 3)Hx=5,y=-2,z=3

12 172 =172 )\ -2

Comprobamos

2(5)+3(2)-3=10-6-3=1
=5 —(-2)+2(3) = —5+2+6 =3 con lo que sabemos que son las soluciones.

5+2(-2)-3=5-4-3=-2
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Ejercicios propuestos

1. Reduce la matriz 4 a la forma escalonada por renglones:

2 3 -1
A=|1 2 1
1 1 -2

2. Lleva la matriz 4 a la forma escalonada reducida por renglones:

3
A=|5
2

— N A

1
3
0

3. Resuelve el sistema de ecuaciones usando el método de Gauss-Jordan:

2x+3y—-z=3
x=2y+z=0
2x+2y+z=1

4. Di si el siguiente sistema tiene una solucion, infinitas soluciones o
ninguna solucion. Usa el método de Gauss-Jordan:

x=3z=0
y+2z=0
x+y-z=0

5. Encuentra la matriz inversa, si existe, usando el método de Gauss-
Jordan:

—_ O b
D N W
—_— W N

6. En los siguientes ejercicios, haz lo que se te pide:
4 3 2

a) Encuentra la matriz adjuntade A =0 6 3
1 2 1

b) Encuentra la inversa de 4 usando la matriz adjunta.
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Autoevaluacion

1. De las siguientes matrices escoge la que esta en la forma escalonada
reducida por renglones:

1
0
0

b)

d)

S O

b)

94

0
0
1

S b~ O O = O

oS = O

— N

—_—

5J

(=]

o O O
O =

2x+3y—z=2

2. /Cuél es la representacion matricial del sistema x+2y+3z=0 ?

—x+y—-2z=-1
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3. De las siguientes afirmaciones elige la que describe la diferencia entre el
método de Gauss y el método de Gauss-Jordan:

a) No hay diferencia.

b) El método de Gauss pide que la matriz esté escalonada por renglones y
el método de Gauss-Jordan pide la matriz escalonada reducida por renglones.

¢) El método de Gauss es para sistemas de ecuaciones y el método de
Gauss-Jordan para matrices.

d) El método de Gauss-Jordan se usa para matrices de nxn y el de Gauss
para matrices de mxn.

4. Di cual de las siguientes operaciones con renglones se uso6 para pasar de
la matriz 4 a la B:

1013 1o 1 3

A=[2 1 0 1|—B=[0 1 -2 -5
100 1 1o 0 1

a)R, >R, +R,

bR, >R, +R,

R, >R,-2R,
d)R, > R, + 2R,

C I I ¥+ 7 2=l iliza el método d
. (Cuantas soluciones tiene el sistema 3x—y+2z= 0 (utiliza el método de

Gauss)”

a) No tiene solucion.

b) Tiene solo una solucion.
¢) Tiene infinitas soluciones.
d) Tiene dos soluciones.

2x+3y—z=3
6. Es la solucion del sistema x—y+z=0 (utiliza el método de Gauss-
Jordan): x—2y—-2z=3

Ax=1y=0z=—
b)x=-1;y=0;z=1
Ox=Ly=1z==2
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d) No tiene solucion.

2 1 3
7. Es la matriz adjuntade 4 = | 0 -1 24
I -1 -1
3 2 1
a2 -5 -3
5 4 =2
3 =2 5
b)y|2 -5 -4
1 3 2
3 -2 5
|2 -5 -4
1 3 2
2 1
dl1 -1 1
3 -1
4 31
8. Es lamatrizinversade 4 =2 -2 1|:
4 31
a) No tiene inversa.
4 2 4
b3 -2 3
1 11
1 0 5/14
olo 1 -1/7
0 0 0
1 -1 1/2
o 7 -1
0 7 -1
2x—y+z=0
9. Es la solucion del sistema homogéneo 3x+y—z=0
x—y+z=0

a x=Ly=-1;z=0
b) x=0;y=0;z=0
¢) No tiene solucion.
d) x=0y=1z=-1
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10. Elige la opcion que diga cuales de las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. A es invertible

2.detA=0

3.det4A =0

4. El sistema Ax = b tiene solucion tnica.

5. El sistema Ax = b no tiene solucion.

6. El sistema Ax =0 sélo tiene la solucidn trivial.

a) I;
b) 1;
) L
d) I;
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Respuestas a los ejercicios

Ejercicio 1
a)
X
4 3 -5 3 4
X
La representacion matricial es | 2 —4 7 1 =] =2
X
7 -6 2 2)|7 0
Xy
4 3 -5 3 | 4
La matriz aumentadaes | 2 —4 71 |—2
7 -6 220
4x, +3x, —=5x, +3x, =0
El sistema homogéneo asociado es 2x, —4x, +7x, +x, =0
7x, —6x, +2x, +2x, =0
b)
2 7 6
X
La representacion matriciales | 3 -1 ( 1]= -1
X
4 2N 4
2 7|6
La matriz aumentadaes | 3 -1 |—1
-4 -2 |4
2x,+7x, =0
El sistema homogéneo asociado es 3x, —x, =0
—4x, —-2x,=0
©)
X
., . 31 -9 -3)]x 18
La representacion matricial es =
-3 3 2 3)|x 54
Xy

La matriz aumentada es( 31 -5 3 |18j

-3 3 2 3 |54

3x, +x,-9x;, -3x,=0

El sistema homogéneo asociado es
g —3x, +3x, —2x, +3x, =0

99



Unidad 2

100

Ejercicio 2

1.

a) Escalonada.

b) Escalonada reducida.
c) Escalonada reducida.
d) Ninguna de las 2.

N

1 -2 =13\ (1 0 11/7
0 1 9/70\0 1 9/7

o,
=
VR
S O =

|
oS = N
|
»—Aﬁ.{k
N—
o —
oS = O

-0 O
—

3.

yx=1y=0z=-1

b) Tiene una infinidad de soluciones.
¢) No tiene solucion.

Ejercicio 3

1.
a) x, =-9; x,=30; x,= 14
b) No tiene solucion.

Ox =2 x,=-3; x,=1

Ejercicio 4
1.

2 -1
o[ )

b) No es invertible porque tiene un renglon de ceros.
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1/3 -1/3 -1/3
c)| 0 1/2 1
0 0o -1

d) No es invertible porque hay un renglén de ceros.

e) 1 -1 =2 2
0o 1 3 -3
-2 2 3 2

2.

o 12 -1/2
-1/4  3/4
0 I -1

| 2 2 -1
-1 1 1

c) No es invertible pues su determinante es cero.

Ejercicio 5

1.

a)ydet 4 =12

:O’x:

El sistema tiene como Unica solucion la trivial (x, ,=0,x,=0)

(teorema 2.5.)

3

1/6 1/4 -1/12
La matriz inversaes | =7/6 -1/4 13/12
-1/2 -1/4  3/4
b) det4=-26
Tiene so6lo una solucion.
L -2/26 6/26
La matriz inversa es ( 4/26 1/26)

La solucion del sistema es x =—-10/26; y = 7/26

¢) detAd =520
Tiene solucion unica
10 8 -36
La matriz inversa es -30 28 4
15 12 11

La solucion es x = 82/260; y =-38/260; z=-7/260
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Respuestas a los ejercicios propuestos

1
D
0

1
2)

0

S = O S = =
oS O
N—

Nx=1;, y=0; z=-1

4) El sistema tiene una infinidad de soluciones: x = 3z; y =-2z

0 -1/3 1
S5YA'=| -1 -2/3 4

2 5/3 -8
6)

0 1 -3
) Ade={ 3002 —12]
6 -5 24

0 -13 1

by A'=| -1 23 4
[2 5/3 —8}

Respuestas a la autoevaluacion

S XN RN =
N



