UNiDAD 8
REPRESENTACION MATRICIAL DE

UNA TRANSFORMACION LINEAL

Objetivos:

Al finalizar la unidad, el alumno:

* Asociara a cada transformacion lineal una matriz.

* Relacionara los conceptos de nucleo, imagen, rango y nulidad de una
transformacion con los correspondientes conceptos de las matrices.

* Encontrara las representaciones matriciales de las transformaciones
lineales bajo cambio de bases.

* Manejara el concepto de matrices similares o semejantes.






Algebra

Introduccion

nlaunidad anterior vimos que si 4 es unamatriz de 2x2, la transformacion

T: R? > R? tal que T(u) = Au es una transformacion lineal. En esta

unidad vamos a ver que para toda transformacién lineal T: V > W
existe una matriz asociada a la transformacion de tal manera que T(v) = Av
para toda v en V.

8.1. Representacion matricial de una
transformacion lineal

En esta seccion veremos como asociar a cualquier transformacion lineal
una matriz.

Definicion 8.1. Sean V y W dos espacios vectoriales de dimensién n y m,
respectivamente, y sea T: V = W una transformacion lineal, entonces existe una
matriz A de orden m x n llamada matriz de transformacién o representacién
matricial de T que satisface T(v) = Av para toda ven V.

Veamos algunos ejemplos de transformaciones entre espacios vectoriales
y vamos a construir una representacion matricial de cada una de ellas.

Ejemplo 1

a) Consideremos la transformacion lineal reflexion T: R*-> R2, tal que
T(X, y) = (X, _y)

Vamos a encontrar la representacion matricial de T, es decir, queremos una
matriz A de orden 2x2, tal que T(x, y) = A(x, y).

i) Primero tomaremos una base de R? y encontraremos las imagenes bajo T
de esta base.

Para este caso vamos a tomar como base de R* la base canonica {e, e} y
usaremos las propiedades de transformacion lineal; es decir,

T+ v)=T@) + T(v) y T(cu) = cT(u).
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Unidad 8
Como e, = (1, 0) y e, = (0, 1), entonces
T(el) = T(la O) = (L _0) = (1: O) y T(ez) = T(Oa 1) = (05 _1)

i) Vamos a construir la matriz A cuyas columnas son estos vectores T(e,)
y T(e,):

Entonces, si u = (x, ) es cualquier vector de R*:

Au= = =T(x, y) = T(u)
0 -1)\y -y

por lo tanto, 4 es una representacion matricial de T.

x+y
x

b) Sea T: R*-> R’la transformacion lineal definida por T( J: xX=yl.
Y

3y
Vamos a encontrar una representacion matricial de T.
En este caso la matriz 4 serd una matriz de 3x2.

i) Encontraremos las imagenes bajo T de una base de R>.

Tomaremos la base candnica {e, e} de R°.

N (1) (1 o [0+ 1
T(e,):T(Oj: 1-0 |=|1 ,T(e2):T[1): 0-1|=|-1].
300)) (0 3(1) 3

ii) Construimos la matriz 4 cuyas columnas son las imagenes de los
vectores de esta base:

1 1
A=1 -1
0 3

Entonces si u = (x, y) es cualquier vector de R*:
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1 1 x+y
X X
Au=|1 -1 [ ): xX—y =T( ]zT(u)
o 3N | 3y Y

y, por lo tanto, 4 es una representacién matricial de T.

¢) Consideremos la transformacion lineal T: P, = P, definida por
T, +ax+ax?)=ax+ax’+ax.

Vamos a construir una representacion matricial para T.

En este caso como, dim P, es 3 y dim P, es 4, la matriz 4 sera de 4x3.

i) Consideremos la base {1, x, x*} para P,. Encontraremos las imdgenes de
estos vectores bajo T:

T(l) = x = T(x) = x* = , TR = x° =

b

S~ O O
- o O O

S O = O

i1) Construyamos la matriz 4 cuyas columnas son las imagenes de estos
vectores:

oS o = O
S = O O
- O O O

entonces, si p = a,+ a x + a,x* es cualquier vector de P,, tenemos que

0 00 0
d
1 00 a, ) , )
Ap = 01 0 a, |= 4 =ax+tax’+ax’=T(a,+ax+ax?)=T(p)
a, !
0 01 a,

por tanto A4 es una representacion matricial de T.
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Esto nos indica que podemos considerar a una transformacion lineal como
funcién o como matriz.

En la unidad anterior, seccion 7.3, definimos los conceptos de imagen,
rango, nucleo y nulidad de una transformacion lineal, y en la unidad 4 fueron
definidos los conceptos de rango, nucleo, nulidad e imagen de una matriz; sin
embargo, ahora que vemos que las transformaciones lineales y las matrices
estan relacionadas, jtendran alguna relacion estos conceptos?

El siguiente resultado nos responde esta pregunta.

a N

Teorema 8.1. Sea T: V = W una transformacién lineal y sea A una
representacion matricial de T, entonces:

i) imagen T = imagen A =C,

i) p(T) = p(4)
iii) nuT =N,
iv) W(T) = v(d)
\_ %

Recordemos que N, = ntcleo de 4 y C, = imagen de 4.

Usaremos algunos de los ejemplos anteriores para ver la validez de este
resultado.

Ejemplo 2

a) Consideremos la transformacion lineal reflexion T: R* > R?, tal que T(x, y)
= ()C, _y)

Vamos a encontrar el nucleo, la imagen, el rango y la nulidad de T y el
nucleo, la imagen, el rango y la nulidad de una representacion matricial de T
para ver si son iguales.

i) Nucleo y nulidad de T.

nu T = {(x, y) en R* tales que T(x, y) = (0, 0)}

pero (x, —y) =T(x, ) = (0, 0), entonces x =y = 0, por tanto,
nu T =(0,0) ylanulidadde T =w(T)=0.

ii) Imagen y rango de T.

Recordemos que V(T) + p(T) = dim R? =2, entonces, como v(T) =0,
el rango de T = p(T) = 2 de donde la imagen de T = R>.
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iii) Encontraremos el nucleo, imagen, rango y nulidad de una representacion
matricial de T.

Sea 4 =((1) Oj una representacion matricial de T.

|0
o

diagonalizada, tenemos que x = y =0 de donde N, = {(0, 0)} y v(4) = 0.

1 0
Consideremos la matriz aumentada LO ) J ; como esta matriz ya esta
De la misma matriz obtenemos que {(1, 0), (0, —1)} forman una base para C,.
Como C, = Imagen de 4, entonces p( 4) = 2.
Los resultados anteriores confirman el teorema.

b) Consideremos la transformacion lineal T: R3 = R* definida por:

X=y
+z
Tl y|= 4
2x—-y-z

-x+y+2z

Usaremos el teorema anterior para encontrar la imagen y el nucleo de T.

Vamos a encontrar una representacion matricial de T, considerando las
imagenes de la base candnica de R* y formando una matriz cuyas columnas
sean estos vectores:

1 -1 0
\ 0 0 1 0 1
T(e,))=T|0|= 2,T(e2)=T1= I,T(e3)=T0= |
0 0] | 1
1 2
1 -1 0
0 1 1
A =
2 -1 -1
-1 1 2
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1 -1 0 |o
Diagonalizando la matriz aumentada 1 1 I obtenemos
-1 1 210
10010
01010
001 [0
00010

dedonde x=y=2z=0
por tanto N, = {(0, 0, 0)}, v(4) = 0, p( 4) = 3, lo que significa que
i) el nicleo de T y nulidad de T es nu T = {0}, v(T) = 0.

ii) La imagen T = gen {(1, 0, 2, -1), (-1, 1, -1, 1), (0, 1, -1, 2)} y el rango
de Tes p(T)=3.

Ejercicio 1

1. Encuentra la representacion matricial de las siguientes transformaciones
lineales usando las bases candnicas en cada caso:

a) T: R? 2 R tal que T(x, y) = (x, y, 0)

b) T: R & R*tal que T(x, y) = (—x, —)

c) T: R? 2R’ tal que T(x, y) = (—x, =y, x + )
d) T: R* = R tal que T(x, y, z) = 2x

2. Encuentra el ntcleo y la imagen de las siguientes transformaciones
lineales usando el teorema 8.2:

x—=2y
a) T: R* > R*tal que T(x,y) =
—x+y

b xX—y+2z
b) T:R*> Rtalque T | y |=|3x+y+4z
z S5x—y+8z
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8.2. Matriz de una transformacion para bases
no estandar

En la seccion anterior construimos matrices de transformaciones lineales
usando la base candnica para los espacios vectoriales. Sin embargo, podriamos
preguntarnos: ;qué pasara si tomamos otra base diferente? ;La matriz seguira
siendo la misma? ;Como cambiara? En esta seccién daremos respuesta a cada
una de estas preguntas.

~

Teorema 8.2. Sean V un espacio vectorial de dimensién n, W un espacio
vectorial de dimensién m y T: V = W una transformacién lineal.

Sea B, = {v, v, .., v} unabase paraVyB, = {w, w,, .., w _} una base para
W. Entonces existe una matriz tnica A de orden m x n tal que para todo vector
x en V se tiene que

[T(X)]Bz = A(X31 )
\_ /

Este teorema nos indica que cada vez que tomemos bases diferentes
para los espacios vectoriales de una transformacion lineal tendremos una
representacion matricial diferente. Mediante un ejemplo vamos a construir
la matriz asociada a una transformacion lineal tomando bases diferentes a
las canonicas. Tomaremos un ejemplo que ya hemos manejado con el fin de
comparar las representaciones matriciales.

Ejemplo 3
x+y
Sea T: R?*-> R*la transformacion lineal definida por T (XJ = x—y
Y
3y

Vamos a construir una representacion matricial de T usando dos bases
distintas a las candnicas para R? y R>.

Si encontramos las imagenes bajo T de los vectores de la base canonica
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entonces la matriz 4 =| 1 —1| es una representacion matricial de T con
0 3

respecto a las bases canonicas de R* y R°.

Encontraremos otra representacion matricial pero esta vez usando bases

diferentes:
! 3 Y (1) (1
Sean B, = {( 1],( 2]} y B,=3|0|,|1],|1|} bases para R* y R’
1)10) 11
respectivamente.

a) Obtendremos las imagenes de los vectores de la base B, bajo la
transformacion lineal T:

0 —
1 -3
T = 2|, T =|-5].
-1 2
-3 6

b) El siguiente paso es escribir estos vectores en términos de la base B,

0 1 1 1 at+b+c
21 =a|l0|+b|1|+c|l|=| b+c
-3 1 0 1 a+c

B,

a+b+c=0

resolviendo el sistema de ecuaciones asociado < b+c=2 tenemos que
a+c=-3

a=-2
b=3 por lo tanto las coordenadas del vector en términos de la base B, es

c=-1

284



Algebra

0 -2
21 =| 3
-3 5 -1
-1 1 1 1 a+b+c
=5 =al0|+b|1 |+c|l|=| b+c
6 1 0 1 a+c

B,

a+b+c=-1
resolviendo el sistema de ecuaciones asociado { b+c=-5 tenemos que

a+c=6

a=4
b =-7 por lo tanto las coordenadas del vector en términos de la base B, es
c=2

-1 4
5| =[-7
6 2

2 4
4= 3 =7
-1 2

Vamos a probar que 4, es la representacion matricial de T con respecto a
las bases B, y B,.

Sea (x, y) cualquier vector de R* con respecto a la base candnica.

i) Vamos a encontrar sus coordenadas con respecto a la base B,.

O =)
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a—-3b=x

resolviendo el sistema de ecuaciones asociado
—a+2b=y

tenemos que a =—-2x—-3y
b=—x-y

Por lo tanto, las coordenadas del vector en términos de la base B, es
W G
Y, —xX-y

.. X
i1) Ahora encontraremos Az[ J
Bl

Y
-2 4 2y
X —2x-3y —2x-3y
4, =4, = 3 -7 =l x—-2y
Y)g —X=y 1 2 —X=Yy y

iii) Vamos a encontrar las coordenadas en la base B,

2y 1 1 1 2y+x—-2y+y xX+y
x=2y| =2y|0|+(x=2)|1|+y|1|=| x-2y+y = x—y :T[JCJ
y 1 0 1 2y+y 3y Y

¥ ¥

Resumiendo lo anterior tenemos:

[ (x X
por lo tanto | T’ [ ﬂ = Az( j y 4, es otra representacion matricial de T.
L B B

-

Procedimiento para calcular la matriz de una transformacién lineal T: V =
W con respecto a las bases B = {v, v, .., v} yB, = {w, w, .., w_} paraVy
W respectivamente:

Paso 1. Se calculan las imagenes de los elementos de la base B,. T(v,) para i
=1 2,.,n

Paso 2. Se expresan estas imagenes en términos de la base B,. [T(v)],,

Paso 3. La matriz A cuyas columnas son los vectores obtenidos en el paso 2
es la representacién matricial de T con respecto a las bases B, y B,

\_ /
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El diagrama de la figura 8.1 nos ofrece una interpretacion grafica de
Ij-r(x)]B2 = A(x; ), donde se muestra que existen dos caminos para llegar al
mismo resultado.

X > T(x)

\ \
(X)Bl A - T (X)]BZ =4 [X]Bl

Figura 8.1.

El ejemplo 3 nos lleva a preguntarnos: ;para qué usar otra base que no sea
la canoénica cuando los calculos son, como en este ejemplo, mas complicados?
La respuesta es que con frecuencia es posible encontrar una base B para que la
matriz de una transformacion con respecto a B sea una matriz diagonal. Esto
es importante pues es muy sencillo trabajar con matrices diagonales ademas de
que tiene grandes ventajas, como veremos mas adelante.

Ejemplo 4
En este ejemplo encontraremos dos representaciones matriciales de la
misma transformacion lineal usando dos conjuntos de bases diferentes, tanto

para R* como para R°.

X

X+
Considera la transformacion lineal T: R > R? tal que T| y =( y)
y—z
1Y(0) (1 . |
Sean B, =4[ 1,/ 1 |,| 0|; basede R*y B, ={(2j,( . j} base para R>.
1)1

a) Vamos a encontrar la representacion matricial de T con respecto a B, y B,.

i) Primero encontramos las imagenes de los vectores de la base B, bajo la
transformacion
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ii) Ahora determinaremos las coordenadas de los vectores encontrados en
i) con respecto a la base B, resolviendo los sistemas de ecuaciones asociados a
cada vector:

o), a0 = o), L)
o), el =), L2
) =)=, A

iii) Determinamos la matriz 4, cuyas columnas son los vectores que se
encontraron en ii).

2/3 1/3 0
A=
-4/3 -2/3 -1
Esta es la representacion matricial de T con respecto a las bases B yB,.

b) Vamos ahora a encontrar la representacion matricial de T con respecto a
las bases canonicas de R* y R”.

1) Primero encontramos las imagenes de los vectores de la base canonica:
0 0

6 6

ii) Ahora construimos la matriz 4, cuyas columnas son estos vectores:

11 0
4, =
01 -1
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Esta es la representacion matricial de T con respecto a las bases

canonicas.

Dado que las matrices 4, y 4, de los ejemplos anteriores son representaciones
matriciales de la misma transformacion lineal, jexistird alguna relacion entre

ambas?

En la siguiente seccion nos ocuparemos de ello.

Ejercicio 2

1. Determina la representacion matricial de cada transformacion lineal con

respecto a las bases indicadas:

X
a)T: R > R* talque T j

<

b) T: R*> R® talque T

1) (=
¢) T: R* > R* tal que T(x, ) =(0,0); B =B, = {(2}

d) T: R? > R?> tal que T(x, y) = (x, y);

s=[ O =-{0)

Il
/N
— =
~—
=
Il
>

N w
Il
=
|
<
o
|

2. Usando el teorema 8.2, encuentra la imagen de los siguientes vectores
utilizando la transformacion lineal del inciso 1b) anterior, tomando como bases

las indicadas en el inciso:

a) T (1, -1, 2)
b) T (3,0, 0)
) T (0, 0, 0)
d)T(1,2,3)
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8.3. Matriz de una transformacion bajo cambio
de bases

En la seccion anterior vimos que una sola transformacion lineal podia tener
muchas matrices asociadas dependiendo de las bases que se consideraran. En
esta seccion veremos cual es la relacion que guardan esas matrices y por qué
unas son mejores que otras en términos de simplificacion de calculos.

El siguiente resultado nos muestra la relacion existente entre las matrices
asociadas a una transformacion lineal y las matrices de cambio de bases tanto
en el dominio como en el codominio.

a N

Teorema 8.3. Sean T: V > W una transformacién lineal, B, y B, bases de
V y W, respectivamente, sea C una representacién matricial de T con respecto
a las bases canénicas y sean A la matriz de transicion de B, a la base canénica
de Vy A, la matriz de transicién de B, a la base canénica de W, entonces, si A
es la representacién matricial de T con respecto a las bases B, y B, se tiene que

| A=ATCA

/

La siguiente figura nos muestra graficamente el significado de este
teorema, donde se muestra que existen tres caminos para obtener el mismo

resultado:
X > T(x)
T
Y Y
®)m . > [T (x):|82 = A[x]y, = A2 CAi [Ty,
A
A2
Y
X >T(x) = C(x)
C
Figura 8.2.
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Esta relacion es importante pues la matriz A puede ser una matriz
diagonal.

Veamos varios ejemplos:

Ejemplo 5

En estos ejemplos encontraremos una representacion matricial diagonal de
cada una de las transformaciones y utilizaremos para ello el teorema 8.3.

1) Consideremos la transformacion T: R> 2 R? definida por

T x) ( 12x+10y
y) (-15x-13y

Encontraremos la representacion matricial de T con respecto a las bases

s=5-{2)(2)

1) Encontraremos la matriz de transicion de las nuevas bases a la base
candnica.

1

Sead, =4,= [ ] la matriz de transicion de las nuevas bases a la

base candnica, vamos a encontrar la matriz de transicion de la base canodnica a
la base B,, es decir, queremos encontrar 4,

Utilizando el procedimiento estudiado en la unidad 2 tenemos que:

e 3 2
A S T |

i1) Vamos a encontrar la representacion matricial de T referente a las bases
canodnicas. Para ello encontraremos las imagenes de la base canonica bajo T y
construiremos la matriz cuyas columnas son estos vectores:

o) (2 7)) e [ %)
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iil) Vamos a usar el teorema 8.3 para encontrar la representacion matricial

1 2
de T con respecto a las bases B, =B, = {(_J{_J}
0 3 2 12 10 1 2 2 0
Sea A=4, C4 = =
-1 -1){-15 -13/){-1 -3 0 -3

iv) Comprobaremos que la matriz 4 es la representacion matricial de T con
respecto a las bases By B.:

1 9
Sea (1, 3) un vector de R?, entonces ( ] =( ]
3), \-4

1 42 18 1 9 2 0) 9 18
3 —54 12), 3), —4 0 -3){4 12),
por tanto 4 es la representacion matricial de T respecto a las bases B, y B,.

Observa que en este caso la representacion matricial es una matriz diagonal.

2) Encuentra la matriz de la transformacion T: R* = R? definida

X 4x -y -1\ (4
por T = con respecto a las bases B, = ) y
y 3x+2y 113

1) (3
B, = {(_2}[2]} del dominio y codominio, respectivamente.

1) El primer paso es encontrar las matrices de transicion de la bases B, y B,
a la base canonica.

Estas matrices son aquellas cuyas columnas son los vectores de las bases

14 13
A: =
! [1 3JYA2 [—2 2}

ii) El segundo paso consiste en encontrar la matriz inversa de 4.

Diagonalizando la matriz aumentada obtenemos

1/4 -
e /4 -3/8
1/4  1/8
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iii) El tercer paso es obtener la matriz de la transformacion con respecto

a las bases canonicas, para ello tenemos que encontrar las imagenes de los
vectores de la base candnica bajo T:

o))

Construir la matriz C cuyas coordenadas son estos vectores:

(7

iv) El cuarto paso es obtener la matriz de T con respecto a las bases B, y
B, usando el teorema:

0 1/4 -3/8\(4 -1)-1 4 -7/8 =7/2
A=4, C4 = =
/74 1/8)\3 2)L 1 3 -11/8 11/2
v) Vamos a comprobar que efectivamente ésta es la matriz de T con
respectoa By B,
Tomemos un vector (x, y) en R? y obtengamos su imagen bajo T:
4x —
T x)_(4x -y
y 3x+2y

Ahora busquemos las coordenadas de este vector con respecto a la base B,
X 4x—-y 1 3 a+3b
T = =a +b| |=
y)l, 3x+2y 5, -2 2 —2a+2b

Resolviendo el sistema de ecuaciones asociado
tenemos

[T(XJ} :[4x_yj :(_%IT_yJ ()
V)1, 3x+2y 5, X

Escribamos el vector (x, y) en términos de la base B, y multipliquémoslo
por A4:

a+3b=4x-y
—2a+2b=3x+2y
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a N

O =G

. _ . . —a+4b=x
Resolviendo el sistema de ecuaciones asociado tenemos que
a+3b=y
—3x+4y
Y5, Xty
7
Al multiplicarlo por 4 obtenemos
—3x+4y
AF) - -7/8 -7/2 7 _ —§X—y ()
Y, -11/8 11/2 x+y +x
7

Observemos que las dos expresiones marcadas con (***) son iguales, por lo
que podemos asegurar que 4 es la matriz de T respecto a las bases B,y B,.

También podemos tener el caso en que el cambio de bases no sea entre
bases canonicas, sino entre otras bases diferentes. El siguiente teorema nos
muestra el procedimiento.

Teorema 8.4. Sea T: V = V un operador lineal donde V es un espacio
vectorial de dimension n. Sean B, = {v,v,, .., v}y B, = {w,w,, , w } bases
de V'y sea P la matriz de transicién de B, a B,.

Si C es la matriz de T con respecto a B, entonces la matriz A =P~'CP esla

matriz de T con respecto a la base B,

/

Veamos el procedimiento paso a paso con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 6

2 —-1)(2
Sea T: R* > R? definida por T o . Sean B, = [ j,( j y
b% 2x—y 2)\0
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(o 2 2
B, ={[_J,(J} bases de R2. Sea C =[1/2 2} la representacion matricial

de T con respecto a la base B,.
Queremos encontrar la representacion matricial de T con respecto a la base

B,.
1. Encuentra la matriz de transicion P de la base B, a la base B:
Para ello debemos escribir los vectores de B, en términos de la base B, es

decir, tenemos que encontrar los valores de a y b de la siguiente combinacion
lineal y resolver los sistemas asociados para cada vector:

-1 2 —-a+2b
a +b =
( 1) ~ [—1/2J (oj _{1/2)
-1 5 1/4 1 5 1/4

P es la matriz cuyas columnas son estos vectores.

-1/2 1/2
P=

1/4 1/4

2. Encontremos ahora la inversa de P diagonalizando la matriz
aumentada:

-1/2 1/2 |t 0 10 | -12
/4 174 o 1) 7lo 1 | 1 2)dedonde

-1 2
P =
1 2
3. Por Gltimo encontremos la matriz A = P 'CP:

P -1 2)(=2 2\(-1/2 1/2) (-1 2
B L1 2l/2 20 174 174) L 2 1

4. Vamos a confirmar que A4 es la matriz de T con respecto a la base B,:
Sea (-2, 4) un vector de R
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La imagen de (-2, 4) bajo T con respecto a la base B, es:

(I8 (L)

Multiplicando 4 por las coordenadas de (-2, 4) respecto a la base B,
tenemos que:

o) e () GHE

por lo que 4 = es la matriz de T con respecto a la base B,.

Ejercicio 3

+
1. Considera el operador lineal T: R* > R* tal que T(x] = (x yj

(Y s (e

a) Encuentra la matriz de T con respecto a la base B,.

b) Encuentra la matriz de transicion de la base B, a la base B,.

¢) Encuentra la matriz de transicion de la base B, a la base B,.

d) Encuentra la matriz de T con respecto a la base B, usando el teorema

8.4.
x=2y
X
2.SeaT: R* > R® tal que T[ jz 2x+y
X+y

Sean E| y E, las bases candnicas para R* y R*, respectivamente.

1Y(0
Sean Blz{( J,[J} basede R* y B, =4|1|,| 1 [,| =1 |; base de R°.
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Determina la matriz que representa a T respecto a:

a)E yE,
b) B yB,
¢) Calcula T (1, 2) usando:

1) la definicion de T.
2) la matriz del inciso a).
3) la matriz del inciso b).

8.4. Matrices similares o semejantes

En la seccion anterior vimos que se puede obtener la representacion
matricial de un operador lineal con respecto a ciertas bases si se conoce la
representacion matricial con respecto a las bases candnicas y las matrices
de transicion de esta base a la candnica y viceversa. Es decir, hablamos de
encontrar matrices de la forma 4 = P'CP. Estas matrices tienen propiedades
importantes que nos pueden ayudar a simplificar los calculos mas adelante.

Definicion 8.2. Sean A y B matrices de orden mxn, entonces B es similar
a A si existe una matriz no singular (que tiene inversa) P tal que

B=P4P

Esta definicién nos dice que las matrices de un operador lineal con
respecto a distintas bases son similares. Tomaremos algunas representaciones
matriciales de un operador lineal y probaremos que en efecto son similares.

Ejemplo 7
Consideremos el operador lineal T: R? = R? definido por
12x+10
o[ ¥ x+10y
y —-15x—-13y
1210 5 .
= es la representacion matricial de T con respecto a la base

-15 -13

candnica de R? y
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2.0
A= (0 3} es la representacion matricial de T con respecto a la base

L)

Vamos a probar que 4 y C son similares:

B

1) Consideremos la matriz de transicion de la base B a la base candnica:

w5 J)

2
P es una matriz no singular, su inversaes P ' = ( 1 -1

ii) Vamos a encontrar P 'CP:

o 32y 12 10y 1 2 2 0
-1 -1)\-15 -13){-1 -3 0 -3

de donde tenemos que 4 = P!CP, por lo tanto, 4 y C son similares.

Las matrices similares tienen las siguientes propiedades:

1. A es similar a A.
2. Si B es similar a 4, entonces 4 es similar a B.
3. Si A es similar a By B es similar a C, entonces 4 es similar a C.

Teorema 8.5. Sean A y B matrices similares de orden nxn, entonces son
representaciones matriciales del mismo operador lineal T: V = V con respecto
a dos bases distintas para V.

Este teorema nos habla de que en realidad dos matrices similares no son
mas que dos maneras distintas de representar el mismo operador lineal.
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Ejemplo 8

-1 -3 -2 1
1) Sean Az( ] Oj y D:( | J matrices similares de 2x2; entonces

existe una matriz invertible

P:( 1 fj de 2x2 tal que

1/3 —2/3}

— p 1=
A=P'DP donde P- (1/3 1/3

Sea T: R?> & R? un operador lineal tal que si x = (x, y) es un vector de R?,
entonces T(x) = Dx; esto implica que D es la representacion matricial de T con
respecto a la base candnica, por tanto

T x) (2 T)(x) (2x+y
y L1 y - x+y)
1) (2 1 2 )
Sea B= Iy base para R?, entonces P = L1 es la matriz de

transicion de B a la base candnica.

Probaremos que A4 es la representacion matricial de T con respecto a la base
B; es decir, que si x = (x, ») es un vector de R* entonces [T(x)], = 4[x],

1) Primero encontraremos las coordenadas de x con respecto a la base B:

)
[x], = (a, D) tales que a +b =
-1 1 h%

a+2b=x -2
obtenemos que a= "2 p XY

resolviendo el sistema {

—-a+b=y 3
por tanto
] = (x-2y)/3
Tl ()3

i1) Ahora encontraremos las coordenadas de la imagen T(x) con respecto a
la base B.
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Usando el procedimiento anterior tenemos que

T x| |(2x+y)| [((4x—p)/3
v)I, U x+y )] (x+2y)/3
iii) Por ultimo, multiplicaremos la matriz 4 por el vector x en términos de
la base B:

(—1 —3}(@—@)/3) ((—4x—y)/3J
Ax], = =

-1 0/ (x+»)/3 (—x+2y)/3
por lo tanto [T(x)], = 4[x],

lo que significa que 4 es la matriz de T con respecto a la base B.

De aqui podemos obtener un procedimiento para construir representaciones
matriciales de un operador lineal en cualquier base con sélo conocer la
representacion matricial de T respecto a la base canonica.

Procedimiento para encontrar representaciones matriciales en bases no
candnicas

Paso 1. Encontrar la representacién matricial C de la transformacion lineal
en términos de la base candnica.

Paso 2. Encontrar la matriz de transicién de la base nueva a la base canénica
P; esta matriz es la que tiene como columnas a los vectores de la nueva base.

Paso 3. Encontrar la matriz inversa de la matriz anterior P ' utilizando el
procedimiento visto en la unidad 4.

Paso 4. Obtener una matriz similar 4 = P'CP, ésta serd la matriz de la
transformacién en términos de la nueva base.

\_ /

Ejemplo 9

50
Sea C = [O 3} una matriz de 2x2 de modo que T: R* > R? esta definida

2 1
porT(x)=Cxysea B= {( J,( 1]} una base para R>.
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Queremos encontrar la matriz de T asociada a la base B.

Paso 1. En este caso la representacion matricial de T con respecto a la
base canonica es C.

Paso 2. Formamos la matriz P cuyas columnas son los vectores de B.

)

Paso 3. Encontramos la inversa de P.

2 1 1o 1o |1 1 L[
-1 oo 210 1 12 dedondeP—_1 S

Paso 4. Obtenemos la matriz 4 = P'CP

erer( o 0 AHE T

p—— ]
y aconsoos [ 1]
L ACILAG S,

o ()~ )

. ) ) 2a+b=>5x
resolviendo el sistema asociado

—-a—-b=3y

X S5x S5x+3y
a=5x+3y b=-5x-6y,por lo tanto, | T = =
v)], \3y), (Sx-6y

ii) Ahora queremos A(XJ
y

tenemos que

B
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X 2 1 ) ) . 2a+b=x
=a +b resolviendo el sistema asociado
V), -1 -1 —a-b=y

tenemos que a=x+y b=—-x-2y, por lo tanto
V)y \mx=2y)°
Ax (7T 2\ x+y | [ Sx+3y
y B_ —4 1 )\-x-2y) (-5x-6y
Podemos concluir que 4 es la matriz de T asociada a la base B.

Ejercicio 4

. - X xX+y
1. Sea T: R* & R? un operador lineal definido por T = 5
y X—2y

1)(2
E la base canodnica y B={[ J,[J} otra base para R’

1
Sean A= [1

1 . .
2] la representacion matricial de T con respecto a £y

-2 1
c :( 1 1] la representacion matricial de T con respecto a B.

Encuentra la matriz P tal que C= P 'AP.

2. Sea T: R? > R? un operador lineal definido por T(xj = [_SX - 2yj
Y xX=y

o 0 I i

a) Encuentra 4, la representacion matricial de T con respecto a B,.
b) Determina D, la representacion matricial de T con respecto a B,.
¢) Determina P, la matriz de transicion de la base B, a la base B,.
d) Verifica que D = P'AP.
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Ejercicios resueltos

1. Encuentra una representacion matricial de la transformacion lineal
x

TRSR talqueT yl=| 2~
' aque H YT oxsoyp-2z

Sea {e, = (1,0, 0),e,= (0, 1, 0), e = (0, 0, 1)} 1a base candnica de R®.

1) Vamos a encontrar las imagenes de estos vectores bajo T:

T(1, 0, 0) = [ ;] T(0, 1, 0) = (_;j; T(0, 0, 1) = [_;];

ii) Ahora formaremos la matriz 4 cuyas columnas son estos vectores:

-1 1
A=
(—2 2 —2J

Sea (x, y, z) un vector de R>, entonces:

X X X
1 -1 1 X—y+z
Al y = y|= =Ty
-2 2 2 —2x+2y-2z
z z z

por lo tanto, 4 es una representacion matricial de T.

2. Encuentra el nucleo y la imagen de la transformacion lineal:

X
T:R>> R*tal que T| y =(

z

2x+y+z
y=3z )

Vamos a usar el teorema 8.1, para ello necesitamos una representacion
matricial de T.

i) Consideremos las imagenes bajo T de la base candnica de R®.

303



Unidad 8

304

. 2 0 1 0 1
T(e,)=T| 0 =(0]; T(e,)=T| 1 :(J; T(e;)=T| 0 =(_3J
0 0 1

i1) Formaremos una matriz con estos vectores como columnas:

21 1
A=
01 3
iii) Diagonalizando la matriz tenemos:

1 0 2
01 -3 de donde p(4) =2y v(4) = 1.

Esto nos lleva a que imagen T = gen {(1, 0), (0, 1)} = R%.

Ademas tenemos que {x +22=0 de donde x =-2zy y =3z, por tanto
y—=3z=0
x -2z 2
y|=| 3z|=z| 3| nuT=gen {(-2,3, 1)}
z z 1

3. Encuentra la matriz de la transformacion lineal T: R*> - R? tal que

o[ ¥ x=2y | N (0 ai
v = x+2y con respecto a las bases B =B,= (_J,[J y la 1magen

de los vectores (2, —1) y (2, —2) usando la matriz asociada a T.

i) Encuentra la imagen de los elementos de B:

(G

ii) Escribe estos vectores respecto a la base B,:

3 1 0 a . ) a=3
=a +b = resolviendo el sistema
-1), -1 1 —a+b —a+b=-1

2

tenemos
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3 3
a=3 b=2 dedonde =
-1 5 2
-2 =a ! +b 0 = a resolviendo el sistema a=-2
2), -1 1 —-a+b —a+b=2

-2 -2
tenemos que a =-2; b =0, por tanto ( J :[ j
BZ

iii) Forma la matriz 4 cuyas columnas son estos vectores:

o

iv) Encuentra las coordenadas de los vectores (2, —1) y (2, —2) en términos
de la base B,. (Usaremos el mismo procedimiento del sistema asociado.)

AL LA

v) Vamos a encontrar las imagenes de los vectores usando la matriz 4:

0L
AR ‘il(inJ

2

X+2y+z
4.Sea T: R* > R® definida por T y 2x—y
2y+z

Sea E la base candnica para R®*y B=<| 0|,/ 1 {,| O |} otra base para R>.
IFARUANR!

a) Determina la representacion matricial de T con respecto a

i)E
i) EyB
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iii) By E
iv) B

306

1 2
4=2 -1
0 2
1
i) E=4|0],
0

Solucion
a)
1)(0
1) E=<101,| 1],
0)lo0
1 1
T|O[=|2]|T|1
0 0

1
0
1

0
1
0

b) Calcula T(1, 1, —2) usando

1) la definicion.

i1) la matriz obtenida en al).
iii) la matriz obtenida en a2).
iv) la matriz obtenida en a3).
v) la matriz obtenida en a4).

0
0 |¢ encontraremos las imagenes de los vectores de £:
1
2 0 1
=-1|T|0|=]|0
2 1

Como F es la base candnica, las imagenes ya estan escritas en esa base.

Formamos la matriz A, cuyas columnas son estos vectores:

; ésta es la matriz de T con respecto a la base E.

0 1Y(0)(O
0|y B=<(01]]1],0
1)1

Esto significa que el dominio tiene como base a £ y el codominio a B.

Encontramos las imagenes de la base £ como en el inciso anterior.

—
—
(e}

Il

1
0
1
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Ahora vamos a escribir estos vectores en términos de la base B:

1 1 0 0 a
21 =a|l0|+b|1|+c|0|=| a+b
0 1 1 1 at+b+c

B

Resolviendo el sistema de ecuaciones para cada uno de los vectores

tenemos:
1 1 2 2 1 1
20 =| 2|,|-1] =|-1],|0| =|0O
0), \-3)L2), L1){1), (o

A, es la matriz que tiene a estos vectores como columnas:

1 21
4,=| 2 -1 0] eslamatrizde T con respecto a E y B.
-3 10
1Y(0) (O 1Y(0) (O
iii) B=1(0,|1,|0|ry E=<5{0[,|1[,]0
1){1)1{1 0)10

Esto significa que ahora el dominio trabaja con la base B y el codominio

conla E.

Encontraremos primero las imagenes de los vectores de la base B:

N (2 0 3 0) (1
T|o|=|2], T|1|=|-1], T|0|=|0
1) |1 1 3 1) |1

Como F es la base candnica ya no tenemos que cambiar estos vectores.

Formamos la matriz A, con estos vectores como sus columnas.

2 31
A,=|2 -1 0| eslamatriz de T con respecto a las bases By E.
1 31
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1) (0) (0
iv) B=4|0],|1].|0
1)1

Significa que vamos a usar la base B tanto en el dominio como en el
codominio. Encontramos las imdgenes de los vectores de B como en el inciso
anterior:

1 (2) (o 3 (0) (1
T|o|=|2|, T|1|=|-1|, T|0|=|0
1) (1 1 3 1) 1

Es necesario escribir estos vectores en términos de la base B resolviendo
los sistemas de ecuaciones correspondientes:

2 2) (3 3) (1) (1
2| = 2|, |-1] =|-1],|0| =|0
1), (=3)U3), L)), (o

Sea A4, la matriz que tiene estos vectores como columnas:

2 31
A,=| 2 -1 0] eslamatrizde T con respecto a la base B.
-3 10
b) T(1, 1, -2)
1 1+2(D)+(-2) 1
1) Usando la definicion T| 1 |= 2() -1 =1
-2 2 +(=2) 0
1 21
ii) Usando la base Ey lamatriz 4, =2 -1 0
0 21
1 2 1Y) 1 1
T 1|| =[{2 -1 0Of 1| =|1
-2)], 2 1)A-2), (0



B

Algebra

2 3
3
31 1) (1
-1 0 1|=1
3 1){4 0
3
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o =3 e

Encuentra la representacion matricial de T con respecto a B y prueba que
es similar a 4.

a) Vamos a encontrar la representacion matricial de T con respecto a B.
Para ello encontremos las imagenes de los vectores de B:

el G- S

Ahora encontraremos las coordenadas de estos vectores con respecto a la
base B:

B GG
2). o) 7), \ 2
Vamos a construir la matriz D cuyas columnas son estos vectores.

2 -1
Entonces D = (0 2] es la representacion matricial de T con respecto a
la base B.

b) Ahora vamos a probar que es similar a 4.

5
Sea P la matriz cuyas columnas son los vectores de B: P = (1 4]

Obtengamos la matriz P! diagonalizando la matriz:

15 Lo 10 |4 5 L (-4 s
> , entonces P~ =
1 4]0 1 01 |1 -1 1 -1

Probaremos que D = P '4AP

T B (B el

por lo tanto, D y A son matrices similares.
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o X by -1 4
6. Sea T: R* > R* definida por T( ]:A[ ] donde A:[ J

y y -2 3
3) (-1
Sea Bz{( j,( j} base de R
2 1

Encuentra la matriz D de T relativa a la base B si sabemos que es similar a 4.
a) Primero encontraremos la matriz P cuyas columnas son los vectores de B:
P 3 -1

2 1
b) Busquemos la matriz inversa de P:

/5 1/5
1 —

Pr=12rs 35
¢) Encontremos la matriz D tal que D =P 'AP:

pepigpo| VS US\(-1 4)(3 -1\ (Vs Us\(5 5) (11
2/5 3/5)(2 3)2 1) (=2/5 3/5){0 5) (-2 1

Entonces D es la matriz de T relativa a la base B.

Ejercicios propuestos

1. Encuentra una representacion matricial de la transformacion lineal:

X=y
X

T: R* 2 R® tal que T( j: 2x+y
y

y

2. Encuentra el nucleo y la imagen de la transformacion lineal T: R® > R?
tal que

X-y+z .,
T = usando el teorema 8.1 y una representacion
—2x+2y-2z

matricial de T.
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3. Considera la transformacion lineal T: R* = R? tal que

X X+2y+z
Tl y|=| 2x-y
z 2y+z
1Y (0) (0
Sean B, =B,=4| 0,/ 1 |,| 0|} bases para R*:
1)1

a) Encuentra la representacion matricial de T con respecto a las bases B, y B,.

b) Encuentra la imagen de los siguientes vectores con respecto a la base B
usando la matriz asociada del inciso anterior:

1) [T, 2, 0)] B,
2)[T(,1,1)]5,
3)[T(,0,-1)] B,

X
+
4.Sea T: R* > R*tal que T| y :{x yj
y—z
z

Sean E, y E, las bases canonicas para R’ y R?, respectivamente.

-1

-1 (1
Sean B =4/ 1,/ 1| 1|rbasedeR’y B, = | |, + base de R
0)l0 1 J\2

a) Determina la matriz de T respecto a

DE YyE,
2)B yB,

b) Encuentra el valor de T(1, 2, 3)
1) usando la definicion.

2) usando la matriz de al).
3) usando la matriz de a2).

2
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5. Encuentra la matriz de la transformacion T: R? - R? definida por

3 4 23 (1
con respecto a la base B = , .
-1 =1 -1){2

Usa el hecho de que deben ser similares.

T(x) = Ax donde A4 = {
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Autoevaluacion

1. Si T: R* = R*tal que T(x, y, z) = (z, —x, y) es una transformacion lineal,
una representacion matricial de T es:

0 -1 0
9|0 01
00
00 1
b)|[-1 0 0
010
1 00
9o -1 0
0 0 1
000
dl 010
1 0 0

2. Si A es una representacion matricial de la transformacion lineal T,
entonces

aT=C,

b) nulidad de T = imagen de A4.
¢) nucleo de T = kernel de 4.

d) imagen de 4 = rango de T.

X y
3. Es la representacion matricial de T: R* - R3 tal que T| y |=| z | con
z X
1Y(0) (O
respecto a las bases B, =8, =<| -1 |,| 2|,
0)10
-1 3/10 1/5
a)| 2 1 0
2 7/2 0
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-1 2 2
b) [3/10 1 7/2
/s 0 0
-1
c)| 0

S N

—_—

wn O o O O N
[e)

X

+
4.SeaT: R* > R*tal que T| y =(x yj

y-z
z
1)(0) (-1
Sean B=<|1],/ 1|, 1|; unabase para R’y E la base canonica de R>.
010 1

La matriz de T con respecto a By FE es:

1 0

1 -1

10
0

1

a)O

2

1

1
ol 1

0

2

1

0

b)

[

d)

5. Si 4 y B son matrices similares:

a) PA = BP
b) PA = PB
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¢)PA=P'B
d) PA = BP"!

6.Si T: V> IV es una transformacion lineal, B, y B, bases de V'y 4 la
representacion matricial de T con respecto a B, y D la representacion matricial
de T con respecto a B, entonces

ayAd=D

b) A= D"

c) Ay D son similares.

d) A y D! son semejantes.

7. Si A es una matriz tal que T: R?> 2 R? esta definida por T(x) = 4x, B
es una base para R? y D es la representacion matricial de T con respecto a B,
entonces B =P 'AP donde P es

a) la matriz de transicion de la base B a la base candnica.
b) la matriz de transicion de la base canonica a la base B.
c¢) la matriz de T con respecto a la base B.

d) la matriz de T con respecto a la base canonica.
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Respuestas a los ejercicios
Ejercicio 1
1.

1 0
a)|0 1
0 0

b—lO
)0—1

d) (2,0, 0)

2.
a)nuT={0}; imagen T =R?
b) nu T =gen {(-3/2, ', 1)}; imagen T = gen {(1, 3, 5), (-1, 1, -1)}

Ejercicio 2
1.
e 2/3 0
VA= i3 g
0 2 2
byd=10 2 1
1 2 -1
0 0
c)A= j
0 0

0 -1/3
d)4=
-1 8/3
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2.

a) [T(1,-1,2)],, = (-2,-2,4)
b) [T(3, 0, 0)],, = (0, 3, 0)

©) [T(0, 0, 0)],, = (0, 0, 0)

d) [T(1, 2, 3)],, = 4, 0,-1)

Ejercicio 3

1.
-1
2) C— 5/3 /3
4/3  1/3
0 1/3
b) P =
-1 -1/3
c)P = -
3 0

i
d)A=PCP=

1 2
2.
1 =2
ayd =2 1
1
7/3 —4/3
byAd,=|-2/3 5/3
2/3 -2/3
c)

1-2(2) -3
1
1) T(zjz 2()+2|=| 4
1+2

318



Algebra

7/3 —4/3 —5/3
1 1 1 1 1
3) - T = 4, —| —2/3  5/3 |=| 13/3
2 3 2 2 3
5 5, 5 | 2/3 —2/3 —4/3
Ejercicio 4
Lp=[ 1?2
-1 1
2.
PEEERRSTE
) ~5/3 —10/3
~11/3 1/3
b) D= -10/3 5/3
~1/3  2/3
c)P=
5/3 —1/3
(U3 23 1 ~11/3 1/3
DP7=53 173) PAP=]_10/3 s5/3

Respuestas a los ejercicios propuestos

-1 1
1. A=
(—2 2 —2J

3.
2 31
al 2 -1 0
3 10
b)

T2, 2,0)=(6, 2,-4)
T1,1, 1H)=4,1,-2)
T(1,0,-1)=(0, 2,-3)
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)

2)

3)

)

Nk W
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o1 2
A =
01 -1
-1 -1/3 0
AZ:[I 2/3 oj
3
N
3
N
~7/3
2/3]
15
0 J




