UNIDAD 9
APLICACIONES DE LAS

TRANSFORMACIONES LINEALES

Objetivos:

Al finalizar la unidad, el alumno:

* Relacionara algunas transformaciones especiales con movimientos
geométricos de vectores como son rotacion, corte o deslizamiento,
expansion, compresion y reflexion.

* Relacionara las matrices elementales de R* con transformaciones lineales
especiales.

* Relacionara el concepto de isometria con matrices especiales.
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Introduccion

n esta unidad trataremos la geometria de las transformaciones lineales

de R? en R?, es decir, veremos cOmo una transformacion lineal T:R>->R?

(con A como una representacion matricial de T en el caso que A sea
invertible), se puede escribir como una sucesion de una o mas transformaciones
especiales, llamadas expansiones, compresiones, reflexiones y cortes.

9.1. Geometria de las transformaciones lineales
de R? en R*. EXpansiones, compresiones,
reflexiones, cortes o deslizamientos y rotaciones

En esta seccion veremos la definicion de transformaciones especiales,

como se ven geométricamente y cual es la forma de su representacion matricial
referente a la base candnica.

a N

Definicién 9.1. Una transformacién lineal T: R? & R? definida por
X cx
T [y} = ( y J donde ¢ > 1 se llama expansion a lo largo del eje x y su accién es

multiplicar a la coordenada x de un vector en R* por una constante mayor que
uno.

\_ /

Veamos un ejemplo, asi como su representacion geométrica en el plano
cartesiano.

Ejemplo 1

X 4x
Consideremos la transformacion lineal T: R* > R?, tal que T {yJ =( y j

Entonces T es una expansion a lo largo del eje x, con ¢ =4.

Veamos geométricamente qué hace T.

1 4(1) 4
Sea (1, 2) un punto del plano cartesiano, entonces T [2] = [ ) J = (2}
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(1,2) 4,2)

v

v

T
Expansion en la
direccion de x
conc=4

Figura 9.1.

De igual manera podemos definir la expansion a lo largo del eje y.

-

N

Definicién 9.2. Una transformacion lineal T: R? 2 R? es definida por

[
y

M

X

c j donde ¢ > 1 se llama expansion a lo largo del eje y y su accién es

multiplicar a la coordenada y de un vector en R? por una constante mayor que

uno.

~

/
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Veamos cual es su accion geométricamente; para ello tomaremos un
ejemplo.

Ejemplo 2

X X
Consideremos la transformacion lineal T: R* > R?, tal que T( ]=[ j
T es una expansion a lo largo del eje y, con ¢ = 3. Y

Sea (1, 2) un punto del plano cartesiano, la imagen bajo T es

)

3y

1 1
= [3(2)j = [J , entonces
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(1,6)

v

I .
I v

Expansion en la
direccién de y
conc=3

Figura 9.2.

En los ejemplos anteriores pudimos ver que una expansion significa que
el vector se alarga en cualquiera de las dos direcciones: x o y, esto debido
a que la constante ¢ es positiva; sin embargo, ;qué pasara si 0<c<l1? La
loégica nos indica que en lugar de sufrir un alargamiento, el vector sufrira un
acortamiento.

Veamos a que nos referimos con esto.

Definicién 9.3. Una transformacién lineal T: R? = R? es definida

por T(x] = [CXJ donde 0 <c¢ <1 se llama compresién a lo largo del eje x y
y y

su accion es multiplicar la coordenada x de un vector en R? por una constante
positiva menor que uno.

\_ /

Del mismo modo podemos definir compresion a lo largo del eje y.

Definicién 9.4. Una transformacién lineal T: R? = R? es definida por
x x

T y = ey donde 0 <c <1 se llama compresién a lo largo del eje y y su
accién es multiplicar a la coordenada y de un vector en R? por una constante
positiva menor que uno.

Con unos ejemplos veamos geométricamente qué hace una compresion
para comprobar si su efecto es un acortamiento del vector.
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Ejemplo 3

2

x 1x
1. Consideremos la transformacion lineal T: R> > R?, tal que T( y) :( y J ;
T es una compresion a lo largo del eje x, con ¢ = 3.

Sea (1, 2) un punto del plano cartesiano, la imagen bajo T es

D (30 (3 _
T(Zj_( ) ]—sz entonces:

A A

1,2) ] (12, 2)

v

|
T v
Compresion en la
direccion de x
conc=1/2

Figura 9.3.

x x
2.Sea T: R?>-> R?una transformacion lineal tal que T [JJ = [ yj ; T esuna

N |—

compresion a lo largo del eje y, con ¢ = 5

Tomemos al punto (1, 2) del plano cartesiano, su imagen bajo T es

1 _ 1 B 1 .
T 5= %(2) —[1 , entonces:



Algebra

(1, 1)

v
v

T
Compresion en la
direccién de y
Figura 9.4. conc=1/2

Podemos ver que, en efecto, el resultado es un acortamiento del vector en
lugar de un alargamiento.

Enlaunidad pasada trabajamos varias veces con transformaciones llamadas
reflexiones; sin embargo, pensando geométricamente, ;qué significado tiene
en un vector una reflexion?

a N

Definicién 9.5. Considera las siguientes transformaciones lineales:

i) T: R?> R?, tal que T[x] = (_xj se llama reflexién con respecto al
eje y y Y

x x
ii) . R*?> R?, tal que TL)’J = (_y} se llama reflexién con respecto al

eje x

iii) T: R*> R?, tal que T[XJ = (y] se llama reflexién con respecto a la
rectay = x y *

\_ /

Veamos con un ejemplo su accion en el plano cartesiano.

Ejemplo 4

x —x
1. Sea T: R>-> R?tal que T(yj =[ yJ es una reflexion con respecto al

eje y y sea (1, 2) un vector en el plano cartesiano, su imagen bajo T es

1 B -1
T 171 5 , entonces
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3—
(L2g e 1(1,2)
: 7
H / H
/
/
1 /
/
/
/
r T 9 T ]
-2 -1 0 1 2
Figura 9.5.

X X
Sea S: R> > R? tal que S[ J=[ ] es una reflexion con respecto al eje
-y

Y 1 1
x. y sea (1, 2) un vector en el plano cartesiano, su imagen bajo S es S ( 2} = [_2j,
entonces:
3 —
? (1,2)
1 —
0T T T |
. 1 2 4
\
14 N
\
\
\
) (1 > _2)
3
Figura 9.6.

3. Sea U: R* > R” tal que U[XJ =(yj es una reflexion con respecto a la
v X

recta y =xy sea (1, 2) un vector en el plano cartesiano, su imagen bajo U es

U b2 t
2171 , entonces:
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6_
5_ /y:x
’
4 v/
3 //
(1,2) ~
24 0« 7
;7
/272

Figura 9.7.

Vamos ahora a analizar otra transformacion lineal especial llamada corte y
su representacion geomeétrica.

~

Definicion 9.6. Consideremos una transformacién lineal T: R? = R?

_+_
i) SiT estd definida por T(xj = [x cy} donde ¢ puede ser positiva o
y y

negativa se llama corte a lo largo del eje x.

ii) Si T estd definida por T(x] =( * J donde ¢ puede ser positiva o
y y+ex

negativa se llama corte a lo largo del eje 1.

/

Tomaremos unos ejemplos para indagar cual es la accion de un corte sobre
un vector de R>.

Ejemplo 5

+2
1. Sea T: R? > R? una transformacion lineal definida por T ExJ = (x y] ,
y y

por lo tanto es un corte a lo largo del eje x. Consideremos tres puntos del plano
cartesiano: (0, 2), (3, 0) y (3, 2) y encontremos sus imagenes bajo T.

RN e R e R
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Veamos cuadl es la accion geométrica sobre estos puntos.

A A
o2 62 i 4,2) (7,2)
| (3’ 0) ‘ ] / ‘
[ I [ (3’T 0) I
Corte a lo largo
del eje x
Figura 9.8.

— - x X
2. Sea T: R? & R?una transformacion lineal definida por T( J :( j ,
y y+2x

por lo tanto es un corte a lo largo del eje y. Consideremos tres puntos del plano
cartesiano: (0, 2), (3, 0) y (3, 2) y encontremos sus imagenes bajo T.

T@ :(2+2(0)J :@ T@ :(0+32(3)j :@ T@ =[2+32(3)j z@ |

Veamos cual es la accion geométrica sobre estos puntos.

A A r 3. 8)
 (3,0)
o2 62 0.2),
i (3,0) R B R
T 11 > T T 1 >

Corte a lo largo
del eje y
Figura 9.9.

Como veremos, los cortes consisten en un alargamiento de los puntos
dejando fijos aquellos cuya coordenada es 0 con respecto al eje que no es el del
corte. Observemos que el area de la figura se conserva.
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Antes de ir a analizar las rotaciones, vamos a encontrar las matrices
relativas a la base candnica de cada una de las transformaciones lineales que
hemos visto.

Como recordaremos, para encontrar la matriz de una transformacion lineal
relativa a una base, lo que necesitamos es encontrar las imagenes bajo la
transformacion de los vectores que forman la base, y usando estos vectores
como columnas, construir una matriz.

a) Expansiones y contracciones

SR— N
1 0 largo de€l €J€ x, = .
g d y y

Vamos a encontrar las imégenes de e, y e,.

g M

. L. c 0
por tanto, la matriz de T con respecto a la base candnica es (0 J .

X X
i) A lo largo del ejey,T( J=( ]
y cy

Vamos a encontrar las imédgenes de e, y e,.

1= o)+{aw o) 0= 7))

1 0
por tanto, la matriz de T con respecto a la base candnica es (0 j .
c

b) Reflexiones

X —X
i) Con respecto al eje y, T[ J=( J . Vamos a encontrar las imagenes de
Y Y

1 -1 0 0
e vye, T(e)= T(O] =( 0} T(e) = T[J = [J por tanto, la matriz de T con

-1 0
respecto a la base candnica es ( 0 J.
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X X
ii) Con respecto al eje x, T( ]=[ ] Vamos a encontrar las imagenes
y -y

1 1 0 0
dee ye, T(e)= T[OJ ={0]; T(e, = T(lj :( J por tanto, la matriz de T

1 0
con respecto a la base canonica es [0 J .

iii) Conrespectoalarecta y =x, T (xj = (y] .
y X

Vamos a encontrar las imagenes de e y e,.

Tee) = T@ _ m  T(e)) = T@ - @

por tanto, la matriz de T con respecto a la base candnica es (0 lj .
1 0

¢) Cortes

) . X x+cy
1)Alolargodelejex,T( j=[ J
Y Y

Vamos a encontrar las imégenes de e, y e,.

- LS - M

. . 1 ¢
por tanto, la matriz de T con respecto a la base canonica es (0 j .

1
. : x X
ii) A lo largo del eje y, T( ]=( J
y y+cx

Vamos a encontrar las imagenes de e y e,.

e - T@ i (0 +lc(1)J i @ e Tm ) (1 +S(°)] : m

1 0
por tanto, la matriz de T con respecto a la base candnica es ( J .
c
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En la siguiente tabla se muestra un resumen de las transformaciones

lineales y sus matrices.

Algebra

Transformacion

Representacion matricial

Expansion a lo largo del eje x

Expansion a lo largo del eje y

o =
o o

Compresion a lo largo del eje x

S 0
- O

Compresion a lo largo del eje y

Reflexion respecto a la recta y = x

— O
O -

Reflexién respecto al eje x

,— ,_‘ o,—~ - P,
—_
o O
Nt | | T
S
A
o
A
—

=T
|
—_— O
~—

Reflexién respecto al eje y

Corte a lo largo del gje x

N
=T
— QO
Ne——

Corte a lo largo del eje y

N\
(SR
— O
~

Estas matrices, llamadas matrices elementales, son importantes, ya que
al multiplicar por la izquierda una matriz 4 por una matriz elemental, el
resultado es el mismo que al realizar una operacion elemental con los renglones
de 4 logrando una matriz equivalente. La siguiente tabla nos muestra esta

equivalencia.
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Operacion elemental

Descripcién

Matriz elemental

R, B cR,

Multiplicar el renglon 1 por un
escalar ¢

()

R, D} cR,

Multiplicar el renglon 2 por un
escalar ¢

o

o o

R DR + R,
0

Multiplicar el renglon 2 por un
escalar ¢ y sumarlo al renglén 1

R, >R+ cR,

Multiplicar el renglén 1 por un
escalar ¢ y sumarlo al renglon 2

N |/
a =l —~
— O (= o
N7 N

f
R 2R,

Intercambiar los renglones
ly2

VR
—_ O
[
N~

Con base en lo anterior, podemos notar que las matrices
se parecen, o son iguales, a las representaciones matriciales

transformaciones lineales de R? en R>.

El siguiente resultado nos muestra esta equivalencia.

elementales
de algunas

Teorema 9.1. Toda matriz elemental de orden 2x2 es una de las siguientes:

i) La representacion matricial de una expansion a lo largo del eje x o y.

ii) La representacion matricial de una compresion a lo largo del eje x 0 y.
iii) La representacién matricial de una reflexion respecto a la recta y = x.

iv) La representacién matricial de un corte a lo largo del eje x 0 y.
v) La representacion matricial de una reflexion respecto del eje x o y.

vi) El producto de la representaciéon matricial de una reflexion respecto al
eje x 0y y la representacién matricial de una expansién o compresion.

N

~

/

Analizando las dos tablas anteriores veremos que algunas de las
equivalencias son claras; sin embargo, ;qué pasara en el caso de la matriz

elemental

tenga como representacion matricial esas caracteristicas.

Veamos qué sucede con un ejemplo.

cuando ¢ < 0?7 No tenemos ninguna transformacion que
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Ejemplo 6

Consideremos la transformacion lineal T: R? = R? cuya representacion

.. -2 0 X -2 0)(x —2x
matricial sea , entonces T = =
0 1 y 0 1)Q\y y

Veamos qué le hace esta transformacion lineal al cuadrado unitario
formado por los puntos (0, 0), (0, 1), (1, 0) y (1, 1).

) OO
-G A

| /\ |

o] @ (2,1) 0, 1)

v
v

wo (-2.0)
Figura 9.10.

Lo que significa que tenemos primero una expansion a lo largo del eje x y
luego una reflexion respecto al eje y; y por lo tanto la matriz es el producto de
la matriz de la expansion por la matriz de la reflexion.

(=2 0 -1 0Y2 O
Es decir: = .
( 0 1) { 0 IJ(O IJ

Ahora tenemos el siguiente resultado que nos permite caracterizar todas las
transformaciones lineales de R? en R? que tienen una representacion matricial
invertible:
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Teorema 9.2. Sea T: R? = R? una transformacién lineal con una
representacién matricial invertible. Entonces T se puede obtener como una
sucesion de expansiones, compresiones, cortes y reflexiones; sin embargo, esta
expresion no es Gnica.

(Por qué la necesidad de que la matriz sea invertible?

Recordemos que un método para encontrar la inversa de una matriz
es diagonalizdndola, para lo cual llevamos la matriz original, mediante
operaciones elementales con renglones, a la matriz identidad.

En este momento, hemos visto que podemos asociar las operaciones
elementales con matrices llamadas elementales, por lo tanto al realizar en
una matriz una operacion elemental, lo que en realidad estamos haciendo
es multiplicar la matriz por la matriz elemental asociada. Es por ello
que al llevar una matriz a la forma diagonal, lo que estamos haciendo
es varias multiplicaciones con matrices elementales. Si las asociamos con
transformaciones, podemos ver que cada matriz elemental es un corte, o
reflexion, o contraccion o expansion, lo que nos lleva al resultado anterior.

Veamos un ejemplo.

Ejemplo 7

Consideremos la transformacion lineal T: R? = R? cuya representacion
2

4

matricial es

Vamos a llevar esta matriz a su forma diagonal por renglones, haciendo
hincapié en las operaciones elementales que se realicen.

12 R, >R,-3R, 1 2 R,>-1/2R, 12 R, >R, - 2R,

3 4 0 -2 0 1 0 1

Es decir, que para llegar a la matriz original, deberiamos hacer los pasos
inversos.

R, >R +2R; R,>-2R; R,>R,+3R,
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Cada una de ellas representa una matriz elemental:

1 2
R = R + 2R, representaa ( J
0 1

1 0
R, > —2R, representaa [O _2]

1 0
R, 2> R, + 3R, representa a (3 J

Por tanto la matriz original se obtiene como el producto de esas matrices
elementales. Es importante hacer notar que la multiplicacion se realiza por la
izquierda, de donde tenemos que

o o A

Cada matriz elemental representa un tipo de transformacion especial:

1 2
(0 J es un corte a lo largo del eje x con ¢ =2

1 0 I 0)1 O
0 —2) 1o —1)lo 2] se puede descomponer en el producto de dos

matrices.

1 0

0 2} es una expansion a lo largo del eje y con ¢ = 2.
1 . .

0 J es una reflexion respecto al eje x.

1 0 .

3 es un corte a lo largo del eje y con ¢ = 3.

Por tanto, al aplicar la transformacion lineal original tenemos que:

1) cortar a lo largo del eje x con ¢ = 2.

2) expandir a lo largo del eje y con ¢ = 2.
3) reflejar respecto al eje x.

4) cortar a lo largo del eje y con ¢ = 3.
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Veamos esto con un vector especial.

seav={ 2] eoncest( )2 2] 2)-(7)

Al usar las operaciones tenemos:

=l G ==
e T B B W

Observemos geométricamente lo que sucede en cada paso.

4 4 4
3 1 3 . 3
cortar a lo expandir a lo
2] largo del eje 2 largo del eje 2
xconc=2 yCO]’lC:2
1 1 1
T T T T . T T T 1 T T T T © T T T 1 T T T v © T T T 1
| 2 3 4 4 3 2 1// 1 2 3 4 4 3 2 - 1 2 3 4
—1 14 H
iy 2
—3 3 H
4 4

reflejar m 1

respecto al largo del eje 2

ejex yconc=3 N
T T T T T T 1 T T T T o T T T 1
A | 12 3 4 <4 3 2 -1 1 2 3 4

~1 ~1]

—2- —2-

3] 3

-4 4]

Figura 9.11.

Ahora podemos abordar el tema de las rotaciones.

Tomemos un vector v = (x, y) del plano cartesiano, y supongamos que se
rota un angulo 6, medido en grados o radianes, en el sentido contrario a las
manecillas del reloj.
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A
vi=(x", ") v=(x,y)
0+a
r
0
T—o—0
a
>
Figura 9.12.

Llamemos V' = (x" yl) al nuevo vector rotado, entonces, si » denota la
longitud del vector v (que no cambia por la rotacion), tenemos las siguientes
igualdades (usando trigonometria):

X=7rcos a y=rsena
x'=rcos (0+ a) y'=rsen (0+ a)

pero r cos (B + o) =r cosOcosa —r senf sena de modo que

x'= xcosf—ysend

del mismo modo 7 sen (8+ o) = r senf cosa + r cosf sena, o sea
I

y' = xsenf+y cos6

. (cos@ —senf
Construyamos la matriz

sen® cosO
x' _(cos8 —send \( x
3') \sen®  cosO )\ y

Definamos la transformacion.

j , entonces
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Definicion 9.7. Sea T: R? 2 R? una transformacién lineal definida por

Tw) = (cosG —sen6

v se llama transformacidon de rotacién, donde 0 es el
senf cosf

angulo que se forma entre el vector original y el vector rotado.

Veamos varios ejemplos.
Ejemplo 8

1. Encontrar la matriz de la rotacion con 0 = 45°;

sen45’ cos45’

cos45” —sen45” sen45” —sen45’ (1 -1
= =sen45

sen45’ cos45’ sen45’ sen45’ 1 1

2. Encontrar la matriz de la rotacion con 60 = 90°;

(COS 45" —send5 J pero sen 45° = cos 45°, entonces

sen90° c0s90°
cos90° —sen90’ 3 0 -1
sen90° c0s90° 1 0

0 -1} (0 1)1 0 _— 1
pero 1 0 1 ollo -1 que son matrices elementales,

c0s90° —sen90°
, pero cos 90°=0 y sen 90° = 1, entonces:

por tanto una rotacion de 90° consiste en:

i) una reflexion respecto al eje x
ii) una reflexion respecto a la recta y = x.
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Ejercicio 1
1. En los siguientes problemas escribe la representacion matricial de
la transformacion lineal dada y bosqueja la regién obtenida al aplicar la

transformacion al rectangulo dado.

a) Expansion a lo largo del eje y con ¢ = 2.

A

"o, 2) (5,2)

(5.0

b) Corte a lo largo del eje x con ¢ =-2.

A

(-2,2) N (3,2)

T 1 1>
(=2,-1) 3,-1)

¢) Reflexion respecto a la recta y = x.

A

(-2,2) 2,2)

(725 72) (25 _2)
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2. Expresa cada una de las transformaciones lineales siguientes como
una sucesion de expansiones, compresiones, reflexiones y cortes (se da la
representacion matricial de la transformacion lineal).

2 -1
Vs o
32
b)—14]
36
Ny

3. Encuentra la matriz de las siguientes rotaciones y di si se puede expresar
como producto de extensiones, compresiones, cortes y reflexiones.

a) 0=180°
b) 6=270°

9.2. Isometrias

En unidades anteriores estudiamos espacios vectoriales con producto
interno y norma. Vamos ahora a estudiar las transformaciones lineales entre
estos espacios vectoriales.

Primero probaremos una propiedad de las matrices referente al producto
interno.

Teorema 9.3. Sea A una matriz de ordenm x n. Sean x € R*, y € R™ vectores
cualesquiera, entonces A (x)e y = x e (A'y)

Observa que la parte derecha de la igualdad corresponde al producto interno
de R", mientras que la parte izquierda corresponde al producto interno de R”.

Este teorema nos indica que el producto de matrices conserva el producto
interno.

Recordemos algunos resultados vistos en unidades anteriores:
si A es una matriz de n x n.
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1) Una matriz 4 es ortogonal si es invertible y 4™ = 4".

2) Una matriz 4 es ortogonal si y solo si las columnas de 4 son una base
ortonormal de R".

Si tenemos una transformacion lineal T: R" = R" cuya representacion
matricial 4 es ortogonal, entonces:

(TxeTy)=Axe Ay =xeo(A’Ay)=xo(A'Ay)=xe(Iy)=xoy

En particular si x =y, Tx e Tx = x ex de donde |Tx| = |x| .

Definamos estas transformaciones especiales:

Definicién 9.8. Sea T: R* = R" una transformacién lineal, entonces T se

llama isometria si para cada x en R" se tiene que |T(x)| =|x|.

Ejemplo 9

1. Sea T: R* & R? una transformacion lineal definida por

1 1
X BT hx
Y B YA
vamos a probar que T es isometria.
4L L Ly L
_ | X 2 2 | X LT BN
Sea x = entonces T =l : = | 1 por
b4 N -5 L)W LM T EN
tanto

T(x) e T(x)=
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De donde podemos asegurar que T es isometria.

Combinando el hecho de que las isometrias son transformaciones lineales,
se tiene el siguiente resultado:

e N\
Teorema 9.4. Sea T: R* > R" una isometria, entonces
) T -T(y)| =[x -]
ii) T(x) e T(y) =x ey

\ J

Este teorema nos indica que una isometria preserva la magnitud de un
vector y el producto interno o escalar.

Recordemos que el producto interno de dos vectores es un escalar.

Si la transformacion lineal tiene una representacion matricial ortogonal,
entonces es una isometria. El siguiente resultado nos dice que las isometrias se
caracterizan por tener representaciones matriciales ortogonales.

Teorema 9.5. Una transformacioén lineal T: R* = R" es isometria si y sélo si
Yy

su representacion matricial es ortogonal.

Tomaremos la isometria del ejemplo anterior para probar que su
representacion matricial es ortogonal.

Ejemplo 10
Sea T: R* = R? una transformacion lineal definida por
1 1
X X
T( j: \/15 \/15 ( ]; por el ejemplo 9 sabemos que es una
y - 1
V22

isometria.

Vamos a probar que su representacion matricial
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es ortogonal.

I S O

La matriz inversa de 4 es 47! = \/15 \/15 = A'. Por lo tanto 4 es
ortogonal. —-—= ——=
V22

(Coémo se caracterizan las isometrias de R*> en R*?

Sea T: R* - R® una isometria, y sean e, = (1, 0) y e, = (0, 1) los vectores
de la base canonica. Sabemos que estos vectores son ortonormales, es decir, su
magnitud es 1 y su producto interno es 0.

Como T es una isometria, conserva el producto interno y las magnitudes,
por lo tanto las imagenes de estos vectores T(e,) y T(e,) son también un
conjunto ortonormal.

Un vector unitario en R? puede escribirse usando las siguientes equivalencias
(ver rotaciones) x=cos € y=sen 6, donde € es el &ngulo que forma el vector

con el semieje positivo x.
y

Para encontrar la representacion matricial de T necesitamos las imagenes
de los vectores e, y e,. T(e,) = (cos 6, sen 6) y T(e,) = (cos y, sen y).
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Como son ortogonales, y = 6+ 1/2 de donde

cos y = cos (0 + 1/2) = cos cosn/2 — send senm/2
sen y = sen (0 + 1) = send cosm/2 + cosd senm/2

Sin embargo cosm/2 = 0, senn/2= 1 entonces

cos y =cos (0+ m) = —send
sen y =sen (0+ m) = cosd

por tanto T(e,) = (cos 6, sen ) y T(e,) = (cos y, sen y) = (- sen 6, cos 0).

Con estos vectores formamos la representacion matricial de T:

4= cos@ —send
send cosO

Notemos que esta matriz es la representacion de una rotacion.
Sin embargo, si tomamos como base los vectores u, = (1, 0) y u, = (0, 1) que
también son ortogonales, tendremos como representacion matricial la matriz

de una reflexion seguida de una rotacion:

El siguiente resultado nos confirma estos hallazgos:

Teorema 9.6. Si T: R 2 R? es una isometria, entonces T es:

i) una transformacién de rotacién, o
ii) una reflexién respecto al eje x seguida de una rotacion.

Ejemplo 11

Consideremos la transformacion lineal T definida por

1 1

(|
y 1 1

V2o 2

Vamos ahora a probar que es una rotacion o una reflexion seguida de una rotacion.

X
( j . Por el ejemplo 9 sabemos que es una isometria.
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Si recordamos un poco de trigonometria, en un triangulo rectangulo

1
equilatero, el sen 45° = cos 45° :ﬁ , por tanto

A1

2

1 _ 1
V202

que corresponden a las matrices de una reflexion seguida de una rotacion.

—sen45° —cos45° 0 -1\ sen45° cos45°

1
NG _[ cos45° —sen45°j_(1 0}{005450 —sen45°J
1

Las isometrias tienen propiedades interesantes:

Teorema 9.7. Si T: R* 2 R" es una isometria, entonces

i) Si{u,u, .., u}esun conjunto ortogonal, entonces
{T(u,), T(w,), ..., T(u )}es un conjunto ortogonal.

ii) T es un isomorfismo.

iii) T preserva dangulos.

\_ /

Es importante hacer notar que si T es un isomorfismo, no necesariamente
es una isometria.

Ejemplo 12

Sea T: R* > R? la transformacion lineal definida por T(x) = 2x.
Consideremos el vector v = (1, 0), entonces ||V|| =Jvev=+1"+0" =1,

sin embargo HT(V)” = \/T(V)'T(V) = \/(2, 0)*(2, 0) =27 +0*> =2

de donde podemos asegurar que T no conserva longitudes, y por tanto no
es una isometria.

También podriamos haber hecho el siguiente analisis:
., . . 2 0
La representacion matricial de T respecto a la base candnica es 0 o)

2 0) (1 0)2 0 t o Lareo del o
ero = uc representan una expansion a 1o 1argo del €je
pero | 1=y 4 lo o) QueTer p g {
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x con ¢ = 2 seguido de una expansion a lo largo del eje y con ¢ = 2, y por lo
tanto no corresponde a ninguna de las caracterizaciones de las isometrias y es
isomorfo porque R?a R?son de la misma dimension.

Ejercicio 2

1. Di si la transformacion lineal T: R? - R* definida por
senf cosf O

T(x) = | cosf@ —senf O |x es una isometria.
0 0 1

2. Di si las siguientes matrices representan isometrias y di si es rotacion o
rotacion seguida de reflexion:

2) 0 -1
1 O

b) cosf@ —senO
—senf —cosO
-1 0

c

(5

Ejercicios resueltos

1. Escribe la representacion matricial de la reflexion con respecto al eje y y
bosqueja la region obtenida al aplicar la transformacion al rectangulo:

A

2,3) 5,3)

v

=2, -2) (5,-2)

348



Algebra

-1 0
La matriz de la reflexién con respecto al eje y es [ 0 1] .

Al aplicarlo a cada uno de los vértices del rectangulo obtenemos
-1 0)(2) (-2 -1 0)(5) (-5

0 1)\3) | 3) 0 1)\3) (3

-1 0} 2) (-2 -1 0} 5) (-5

0 1){-2) (=2) 0 1){-2) |2

La figura resultante es
A

(-5, 3) 2,3)]

v

T T 7 T 7T

(-5,-2) (2,2

2. Expresa la matriz de la transformacion como sucesion de cortes,
extensiones, etcétera.

0 -2
5 7
Primero vamos a diagonalizar la matriz poniendo atencion a las operaciones
elementales con renglones que realicemos.

O 2 orl® TR sk (! %R—>1/2R1%
5 7)) 2o 2 o =2/ 2lo 1

1 0
R, > R, -7/5R,
0 1
Ahora tenemos que realizar las operaciones inversas, es decir

i) R, 2> R —7/5R,le corresponde R > R, + 7/5R,
ii) R, > —1/2R le corresponde R, 2> 2R,

iii) R, > 1/5R le corresponde R, = 5R,

iv) R, & R, se queda igual.
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El siguiente paso es identificar cada una de estas operaciones con una
matriz, en el orden inverso.

Operacion elemental Matriz elemental Transformacion
0 1 Reflexion respecto a la recta
Rlée R, =X
0 Y
50 Expansion a lo largo del eje x
R - 5R, 0 1 c=5

Reflexion respecto al eje x

O =
|

—_ O
N—

1 0
R,> 2R, 0 _2]
Expansion a lo largo del eje
1 OJ ye=2
0 2
1 7/5
R > R +7/5R, 0 1 ] Corte a lo largo de x ¢ = 7/5

350

3. Encuentra la matriz de la rotacion de 6= 135°.

cos135° —senl35°
senl35° cos135°

sen 135° =sen 45°;, cos 135°=—cos 45°, sen 45° = cos 45° por lo tanto

cos135° —senl35° —co0s45° —sen45° -1 -1
= =sen45° :

La matriz de rotacion con = 135° es [ ) sin embargo

senl35° cos135° sen45° —cos45° -1

4. Di si la reflexion respecto a la recta y = x representa una isometria.

La reflexion respecto a larecta y = x tiene como matriz a (0 lj .
1 0
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Ad'OI—l 0 OIddl 0 | g d
emas |\ =\ g |l o] donde | _;| esla matriz de una

reflexion respecto el eje x y ( J es la matriz de rotacion de 6 = 90°

Por tanto es una isometria.

Ejercicios propuestos

1. Escribe la representacion matricial del corte a lo largo del eje y con ¢ =3
y bosqueja la region obtenida al aplicar la transformacion al rectangulo:

A

-2, 1) (1,1)

2,4 (1,-4)

2. Expresa la matriz de la transformaciéon como sucesion de cortes,
expansiones, etcétera.

b

3. Encuentra la matriz de la rotacion de 6= 360°

1 0
4. Di si la siguiente matriz (O J representa una isometria.
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Autoevaluacion

1. Es la matriz que representa una expansion a lo largo del eje y:

a)1

0
b) [ 2
0

c)1
0

d) [1
2

0
2
0
1

2

y

2. Es la matriz que representa una reflexion con respecto a la recta y = x:

0
1

a)

bl
)0
1
0

©)

[—1
d)

. (3 0 . . .
3. La matriz (O J representa una reflexion respecto al eje x seguida

de una...

)
y
b
y

a) Reflexion respecto al eje y.

b) Corte a lo largo de x con ¢ =3

¢) Compresion a lo largo de x con ¢ = 3.
d) Expansion a lo largo de x con ¢ = 3.
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0 1
4. La matriz ( 1 Oj representa una reflexion respecto al eje x seguida de

una...

a) Reflexion respecto a la recta y = x.
b) Reflexion respecto al eje y.

¢) Corte a lo largo del eje y con ¢ = —1.
d) Corte a lo largo del eje x con ¢ =—1.

5.Si T: R? 2> R? es una isometria, entonces:

a) Es una reflexion con respecto a la recta y = x.
b) Su representacion matricial es la identidad.

¢) Es un isomorfismo.

d) Su representacion matricial es ortogonal.

6. Di si son falsas o verdaderas las siguientes afirmaciones:

a) Si T: R* 2 R? es una isometria, entonces T(1, 0) es ortogonal a T(0, 1).
b) Si T es un isomorfismo, entonces T es una isometria.

¢) Si T es una reflexion, entonces T es una isometria.

d) Si T es una isometria, entonces T es una reflexion.

e) La matriz cos® —sent representa una rotacion.
senf  cosO
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Respuestas a los ejercicios

Ejercicio 1

a) (1
0

1
b
(o

A
", 4 5, 4)
7] G.0) .
T 1 T
A
(-6, 2) -1,2)
I T >
0,-1) G,-1)
A
(-2,2) Bl 2,2)
T T T T
(-2,-2) 2,-2)

Algebra
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2.

a)

Matriz elemental

Transformacion

o )

Expansion respecto a x; ¢ =2

Corte a lo largode y; ¢ =5

Expansion respecto a y; ¢ = 5/2

Corte a lo largo de x; c =—1/2

b)

Matriz elemental

Transformacion

Corte a lo largo de x; ¢ = -1

Expansion respecto a x; ¢ =2

Corte a lo largo de y; ¢ =-1

Expansion respecto a y; ¢ =7

Corte a lo largode x; ¢ =3




Algebra

c)
Matriz elemental Transformacion
11
01 Corte a lo largode x; ¢ =1
-1 0
01 Reflexidn con respecto a x

N
—_ O
N———

Corte a lo largode y; ¢ =4

1 0
0 ng Expansion respecto a y; ¢ = 18

Corte a lo largo de x; c = —4

O =
|

i

N—

Nota: Aclaramos que ésta no es la tnica solucion.

3.
[ ]
a)
c0s270° —sen270°) ( 0 1
b) sen270° ¢0s270° ) | -1 0
Ejercicio 2
send  cosf O
. A'=|cosO® —senf 0| = A" por tanto es ortogonal y representa una
0 0 1
isometria.
2.

a) Si, es una rotacion de = 90°.

cosf —senO 3 1 0)\(cos@ —senf
b) Si, —sen@ —cosO) |0 —1){sen@ cosp ) 9due representan una

rotacion y una reflexion con el eje x.
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G _[1 Ot 01 o i .
C) 1, = 0 1 = 0 -1 0 —1 representan una reriexion con €l €je

X y una rotacion de 180°.

Respuestas a los ejercicios propuestos

1 10 4 o
31 —

(=2,-5)

(-2,-10)

2.
Matriz elemental Transformacion
01 .
Lo Reflexion respecto a y = x
1 0
0 3 Expansion respecto a y; c =3
1 -2
0 1 Corte a lo largo de x; ¢ =2

c0s360° —sen360° 3 1 0
3 | sen360°  cos360°) |0 1

4. Si, es una rotacion de 360°.
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Respuestas a la autoevaluacion

1. a)
2. a)
3.d)
4. a)
5.d)
6.

aVv
b) F
c)F
d)F
eV

Algebra
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