UNiDaD 5

MErobo SIMPLEX

Objetivos
Al finalizar 1a unidad, el alumno:

+ Utilizara el método simplex para resolver modelos de P. L. de
maximizacién (con restricciones de laformamenor igual que).

+ Utilizar4 la tabla dual para obtener el modelo de P. L. de maximizacion
asociado al modelo primal de minimizaciony viceversa.

+ Utilizara el método dual simplex para resolver modelos de P. L. de
mi nimizacion (con restricciones de la forma mayor que).

+ Realizard los cambios algebraicos necesarios para que un modelo de P. L.
tenga solucién por € método simplex o por € método dual simplex.






Investigacion de operaciones

Introduccion

método gréfico, sin embargo, un inconveniente de este método

es que sdlo funciona en modelos de 2 variables. En 1947 el
matematico norteamericano Jorge Dantzig desarrolla un algoritmo para
resolver problemas de P. L. de dos 0 mas variables. Este algoritmo se
conoce como método simplex. En la unidad 5 estudiamos este método y
algunas de sus variantes, € cua nos permite resolver modelos de P. L.
de n variables. Este algoritmo tiene la ventgja que se puede programar
facilmente en una computadora.

En la unidad 4 resolvimos modelos de programacién lineal por €l

Una gran parte de la teoria utilizada en esta unidad fue desarrollada
en & curso de algebralineal a resolver por medio de matrices sistemas
de ecuaciones lineales aplicando € método de Gauss-Jordan. El método
simplex es unavariacion sobre este algoritmo, ya que ademas de resolver
un sistemade ecuaciones, se evalalafuncion objetivo en dichasolucion
y se determina si es éptima o no; en caso de no ser Optima el algoritmo
recorre los vértices del poligono de soluciones factibles y termina el
proceso iterativo hasta obtener el valor que maximiza o minimiza la
funcion objetivo.

El método Smplex es un proceso iterativo (repetitivo) que generavarias
tablas de solucion. Existe unindicativo que finaliza el proceso cuando se
ha llegado ala solucion 6ptima del problema.

El método dual smplex es una aternativa de solucion que utiliza el
modelo dual para simplificar € uso de sélo un algoritmo de solucion en
lugar de dos.

En ambos casos € agoritmo converge ala solucidn éptimadel modelo, S es
que ésta existe, de otramaneranosindicaque € problemano tiene solucion.

Uno de los inconvenientes de estos métodos es que pueden ser muy
sensibles aerrores de redondeo, debido alagran cantidad de operaciones
gue deben realizarse, por este motivo programas como TORA, LINDO,
etc. utilizan algoritmos éptimos en e sentido computacional, es decir,
algoritmos que son poco sensibles a errores de redondeo.
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Unidad 5

5.1. Algoritmo en modelos de maximizacion

El primer tipo de modelo que vamos a resolver por el método simplex
es e que tiene como objetivo maximizar a una funcion lineal, la cual
esta sujeta a una serie de restricciones de la forma menor igual que. El

modelo tiene laforma:

Z o =CX +CX +...+C X
S.alag X +a,X% +...+a,Xx <b
AnXy T X+ + X, <h,

A X +aX +...+a,X <hb,
x>01i=1 2, ...n

Que se representa en forma matricial por:

z  =CX

AX<B

X>0
Donde:

C=(c,c,, ..c) matriz de costos

A = matriz de coeficientes

B = matriz columna de términos independientes

X =matriz columnade las variables X , X,, X, ..., X_

Algoritmo Smplex

1. El primer paso consiste en convertir las desigualdades en igualdades al
sumarles una variable de holgura h. Esta variable representa la cantidad
gue le faltaala desigualdad para ser igualdad. Las variables de holgura

son siempre positivas.

ail)(l+a12X2+"'+a1an+h1:bl
azl)(1+azzxz+--~+aznxn+h2:bz

B Xy + 8 oo+ B X, + 1, =00,
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Investigacion de operaciones

2. Formamos la tabla simplex.
¢ Se construye unatabla como la que se muestra a continuacion:

Variables 7

bési X, X, X h,h .. h | Solucion
ésicas :

e En la primera celda escribimos la etiqueta variables basicas,
en lasiguiente la etiqueta Z , en la Ultima colocamos la etiqueta solucion
y en las intermedias escribimos los nombres de las variables originales,
seguidas de las variables de holgura.

e El segundo rengldn contiene la funcion objetivo, escrita de
la siguiente manera: Z_, —C,X,—C,X,—...—C X —0h,—0h,—0h,=0, esto es, se
agregan las variables de holgura h, colocandoles como coeficiente cero

(-0 =+0) y después todas las variables se pasan del lado izquierdo de la
igualdad.

Variablcs 7

b X, X, h,h .. h | Solucion
bésicas N

7 1|{—-< — - — 0 0o ... 0 0

e A partir del tercer renglon escribimos cada una de las
restricciones, en lacolumnade lavariable basica colocamos|as variables
que forman la base ortogonal més simple (las componentes de la matriz
identidad) que corresponden a las variables de holgura:

Vjar.iables 7 x, X, x, h, 'h, .. 'k, | Solucion
basicas

7 1| = - —c, 0 0 0 m

h, 0| a, a, a, L 10 0 b,

h, 0] a, a, a,, 0 1 b,

h, 0 a, a, —oa, 0 0o .. 1 b,
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De esta manera se formalatablainicial simplex.
Laprimera solucion asociada a esta tabla simplex es.

h,=b,
h,=b,

h.=b,
Z=0

Esta soluciéon se obtiene a observar que s en la tabla tomamos las
columnas asociadas a las variables basicas, entonces tenemos la matriz
identidad aumentada. El valor de Z se lee directamente del coeficiente
que estéd en € renglon de Z, debagjo de la columna solucion.

Una vez que obtuvimos latablainicial simplex asociadaa modelo deP. L.
se continda para encontrar la solucion éptima (si es que existe) o bien
determinar que el problema no tiene solucién optima.

3.

Verificamos si todos los coeficientes asociados al renglon de Z son
mayores o iguales a cero, si es asi entonces la solucion en la tabla es
la Optima. Termina. Si no es asi, se continta con & proceso.

. Del conjunto de columnas se toma la que tenga el mayor valor

negativo (nimero menor). Esta es la variable que entra a sistema
(pasa aser bésica) de manera que unavariable tiene que salir para dar
paso alanueva.

. Sedivided coeficiente delacolumnasd eccionadaentreloselementos

de la columna solucion, de la operacion se selecciona € menor valor
positivo. Esta eslavariable que sale de la base (pasa a ser no bésica).
Nota. Las divisones entre cero o entre nUmeros negativos no se
toman en cuenta. Si todas son negativas o indeterminadas el problema
no tiene solucion. Termina.

. La celda que se encuentra en la interseccion de la columna

seleccionada con € renglon seleccionado contiene al que [lamaremos
elemento pivote , por medio de operaciones elementales entre
columnas e elemento pivote se convierte en 1 y sus elementos
restantes en su columna en ceros, se obtiene una nueva columna
componente de matriz identidad.




Investigacion de operaciones

7. Serepite e proceso desde € paso 3 operando sobre matrices.

Paraentender megjor € algoritmo vamos aresolver d sguiente moddo deP L.

Hemplo 1

Znax = 3%+ 5x,
s.a. 3x +2x, <18
x <4
x, <6
x, x,20
1. Lo primero es sumar a cada una de las desgualdades una variable de
holgura, lo cual nos permite escribir:
Z, o = 3% +5%,
Ss.a:3x+2x +h =18
X +h, =4
X +h, =6
X X Py, Ty, 1520

2. Creamos la tabla simplex:

Variables 7

- Solucién
bésicas

El segundo renglon contiene la funcion objetivo, escrita como:
Z_..—3%—5%x,—0h —0h,—0h,=0
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Variables
basicas

Solucién

VA

0

A partir del tercer renglon escribimos cada unade las restricciones, en la
columnade las variables basicas colocamos las variables de holgura que

aparecen en lasrestricciones:.

Funcién objetivo

V,ar_iables 7 XX h h, h, | Solucién
basicas

VA 1 -3 5 0o 0 0 0

h, 0 3 2 1 0 0 18

h, 0 1 0 0 I 0 4

h, 0 0 1 0 0 1 6

Primerarestriccion
Segunda restriccion
Tercerarestriccion

Delatablasimplex inicial, la solucion asociada es:

h,=18
h,=4
h,=6
Z=0

Esta solucion se obtiene al tomar solo las columnas asociadas a las
variables basicas y |os términos independientes que forman una matriz
identidad aumentada:

V'ar‘iables 7z x, x, /,,1 /12 h3 Solucion
basicas
7 1l 3 = 0o 0o o
h, 0 3 2 1 0 0 18
, 0 ] 0 1 o0 4
X 0 0 1 0 0 1 6
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Investigacion de operaciones

3. Observamos que los coeficientes de x, y X, en € renglon Z son
negativos. Se tendra la solucién Optima cuando los valores en Z sean

todos positivos.

4. Seleccionamos la columna que tiene como coeficiente a5, ya que es
el mayor valor negativo. Entraralavariable x, aformar parte de la base.

5. Realizamos la division de los elementos de la columna solucién entre
los elementos de la columna seleccionada y se elige el valor menor.

Var.iablcs 7 X, x h,  h, h, | Solucién
bisicas )
R, 7 1l 3 5 0 0 0 0
Rl ol 3 2 1 0 o 18
R| h of 1 0 o 1 o0 4
R| h |0 0 0 1

182=9
4/0 = indeterminado

6/1=16

El menor delos resultados positivos es 6, por lo tanto lavariable que sale

esh,

6. El elemento pivote es 1 por lo tanto su inverso multiplicativo es 1.
Multiplicamos R, x 1y € resultado lo escribimos en una nueva tabla.

s

Sm R

V'ar.iables 7 x, X, h, h h, Solucion
basicas 3

Z

X, 0 0 1 0 0 1 6

7. Ahorasetoma el elemento pivote para hacer cero los coeficientes de su
misma columna. Empezamos con R . El coeficiente de este renglon en la
columna seleccionada es -5, por lo tanto su inverso aditivo es 5, entonces
multiplicamos R, (actual) por 5y €l resultado selo sumamosaR,.

SR, 050 0 5 30
R, 350 0 0 0
(5R)+R, 30 0 0 5 30
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Este resultado |o escribimos en la nueva tabla.

t\)/aasrllcag “fz| x x A& h h | Solucién
R, Z 1 -3 0 0 0 5 30
Rl
Rz
R| x of o 1 0 o 1 p

Continuamos con € renglon R, € cual tiene como coeficiente 2, su
inverso aditivo es —2. Multiplicamos R, por -2 y € resultado se lo

sumamos aR,.

2R, 0 0 2 0 0 -2-I2
R, 0 3 2 1 0 0 18
((2ZR)+R [0 3 0 1 0 =2 6

Este resultado |o escribimos en la nueva tabla.

<

v

= xR >

\’7 1 bl B
béflslilfas 4 X X, h, h, h, Solucion
Z 13 0 0 0 5 30
h, 0 3 0 1 0 =2 6
X, 0 0 1 0 0 1 6

Como R, ya tiene como coeficiente cero en la columna seleccionada,

simplemente se transcribe a la nueva tabla:

Vgrjables 7 X, X, h,  h, h, Solucion
basicas

R, Z 1 =3 0 0o 0 5 30

R, h, 0 3 0 0 -2 6

R of 1 o Lo 4

R, X 0 0 1 0 1 6

8. Esta es la tabla sSimplex que se obtiene después de una iteracion. La

solucién asociada a estatabla es:

h,
h,
X,

6
4
6

Z=30

186




Investigacion de operaciones

Regresamos al punto 1.

3. El coeficiente asociado a la columna de x; es negativo, por lo tanto la
solucién actual no es éptimay pasamos al punto 2.

4. La columna de x, es la Gnica con coeficiente negativo en R, por lo
tanto, ésta es la variable que pasara aformar parte de la base.

5. Realizamos la division de los e ementos de |a columna solucion entre
|os elementos de la columna sel eccionada.

Zz?;f;sles Z| x x  h h h | Solucién
;0 4 1] -3 0 0 0 5 30
R mo |0 0o 1 0 -2 6 6/3=2
R, h, 0 1 0 0 1 0 4 4] -4
E - 0 g 1 0 0 1 6 6/0 inderteminado

El menor delos resultados positivos es 2, por lo tanto lavariable que sale
esh,.
1

6. El elemento pivote es 3, para convertirlo en 1 multiplicamos por su
inverso multiplicativo que es 1/3. Multiplicamos R, (1/3) y € resultado lo
escribimos en una nueva tabla:

Variables
basicas

VA
! 0 1 0o 13 0 23 2

Z x, x, h h, h | Solucion

<

X

W

x = ox X

7. Usamos & elemento pivote 1 para hacer cero los coeficientes que estan
arribay debajo de €. Empezamos con R . El coeficiente de este renglon en
lacolumna seleccionada es—3, por o tanto su inverso aditivo es 3, entonces
multiplicamos R, (actual) por 3y € resultado selo sumamosaR,.

3R, 0 3 0 1 0=2 6
R, 1 30 0 0 5 30
BRY*R, [1 0 0o 1 0 3 36
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Este resultado |o escribimos en la nueva tabla.

= IR VI VI

Variables

1

N

3

béasicas Z * X, h, h,  h, Solucién
0 VA 0 0 1 0 3 36
X 0 1 0 73 0 -2/3 2

Continuamos con € renglén R,, € cual tiene como coeficiente 1, suinverso
aditivo es—L Multiplicamos R, por -1y € resultado selo sumamos aR,.

—1R,
R

2

0 -1 0 -1/3 0 23 =2
o1 0 0 1 0 4

1R)*R, 10 0 0 -1/3 1 23 2

Este resultado |o escribimos en la nueva tabla:

N R ox X

3

Como R, ya tiene como co

simplemente se

= % o &

3

\/',ar.iablcs 7 x X, h, h, h, Solucion
bésicas )
7 1l o o 1 0 3 36
X, 0 1 0 173 0 =2/3 2
h, 0 0 0 -1/3 1 2/3 2

eficiente cero en la columna seleccionada,

transcribe a la nueva tabla.
\r",ar.iables Z X, X, h, h, h, | Solucién
basicas ’
VA 1 0 0 1 0 3 36
X, 0 1 0 173 0 =273 2
h, 0 0 -1/3 1 273
X 0 1 0 0 1

8. Estaeslatablasimplex que se obtiene después de la segundaiteracion.
Lasolucion asociada a esta tabla es:

x,=2,h,=2,x,=6,Z=36, h,=h,=0 (por tener valores multiples).
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Investigacion de operaciones

Regresamos al punto 1.

Como todos los coeficientes del renglon R, son positivos, entonces hemos
llegado alasolucion éptimadd problemadonde € valor dez méxima es 36.

Hercicio 1

Selecciona la respuesta que completa de manera correcta los siguientes
enunciados:

1. Para poder convertir una desigualdad de la forma menor o igual que
en unaigualdad, se debe sumar unavariable de

a) Superavit.

b) Holgura.

¢) Complementaria.
d) Global.

2. Lasolucion del método simplex es Optima si todos |os coeficientes del
renglon asociado con la funcién objetivo en latabla simplex son:

a) Cero.

b) Negativos.

) Positivos.

d) Mayores o iguales a cero.

3. Lavariable que entraaformar parte de la base esla que en €l renglén
asociado con la funcion objetivo en latabla simplex tiene € coeficiente:

a) Positivo.

b) Cero.

€) Menor negativo.
d) Mayor negativo.

4. Para hacer 1 €l elemento pivote, multiplicamos por:

a) Su inverso aditivo.

b) El elemento neutro.

¢) El mismo.

d) Suinverso multiplicativo.
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5. Los elementos que estan arriba y abajo del elemento pivote deben
convertirse en:

a) Positivos.
b) Negativos.
) Cero.

d) Uno.

6. Resolver por método simplex e siguiente modelo de P. L.

Zinax = 9% +4%,
s.a: 6x +4x,<24
X +2X% <6
X <2
X, X, >0

5.2. Soluciones basicas factibles

La forma de trabgjar del método simplex puede variar en relacion con
otras lecturas del érea, pero los resultados de optimizacién tendran que
ser siempre iguales para un mismo problema sin importar el método.
En estelibro tratamos que la ensefianza del algoritmo simplex sealo més
natural posible, partiendo desde la elaboracién de la tabla inicial hasta
lalocalizacion de las variables basicas entrantes y salientes, asi como la
interpretacion de los resultados de la Ultima tabla.

En la seccion anterior aprendimos e algoritmo del método simplex, €
cual esunaherramientapoderosapararesolver model os de programacion
lineal. En esta seccion explicamos como es que este método encuentrala
solucién optima.

Lo primero es escribir las restricciones del modelo en forma de
igualdades (sumamos las variables de holgura). Esto se hace porque la
solucién del modelo (si es que existe) Ssempre est4 en un vértice del
poligono de soluciones factibles, e cual se forma como la interseccion
de n restricciones (n es € numero de variables del modelo).




Investigacion de operaciones

Al convertir todas las restricciones en igualdades, se tiene un sistema
de n+m variables con m ecuaciones (m es €l nimero de restricciones sin
tomar en cuenta las de no-negatividad).

At At ekaX +h o =h
Xt At tdX ot =b

X+ A%t . FanX +h, =D,

L osvérticesrepresentan|assol ucionesdel sistemaanterior. El inconveniente
es que como en general n+m > m, entonces el sistema tiene unainfinidad
de soluciones, ya que tenemos n grados de libertad. Para resolver este
problemase divide alas variables en dos grupos:

Variables no basicas. De las n+m variables se toman n y seles asigna €l
valor cero.

Variables basicas. El resto de las variables (m) se determinan al resolver
el sistema que se obtiene al sustituir e valor de las variables no basicas
en el sstema (1).

Observamos que existen varias combinaciones para seleccionar cuales
de las variables van a ser bésicas y cudes no basicas. Dependiendo de
la combinacion que tomemos es el vértice que encontramos, algunos
de estos vértices pueden ser factibles (caen dentro de laregion factible),
no factibles (si alguna o algunas de las variables bésicas tienen solucion
menor a cero) o bien puede ser que €l sistema no tenga solucion. De los
vértices factibles debemos seleccionar aquel que optimice € valor de la
funcion objetivo.

Realicemos un ejemplo para comprender mejor estas ideas.
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Hemplo 2

Tomemos & modelo del gemplo 1 que resolvimos en la seccion anterior.
Z, o = 3% +5X%,
s.a:3x +2%,<18
X <4
X, <6
X, % 20
El grupo de restricciones sin tomar en cuentalas de no negatividad son:

3x,+2%,< 18
X <4
X, <6

Escritas en forma de igualdad son:

3x,+ 2x,+h =18
x,+h,=4
X,+h,=6

Este es un sistema de ecuaciones con 5 variables (2 del modelo y 3 de
holgura) y 3 ecuaciones (n = 5, m = 3), por lo tanto tenemos 5-3 = 2
grados de libertad. Esto quiere decir que tenemos 3 variables basicas y 2 no
basicas. Debemos seleccionar dos variables no basicas y determinar €l
valor de las basicas al resolver un sistema de 3 por 3. El nUmero de
combinaciones para seleccionar el acomodo de las variables estd dado
por laformula:
5!
C,=——=10
2/(5-2)!

Estas combi naciones son:

X, X, | xph | xphy | X,k | x

h | x,h

22 2 22773 1

X,
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Al tomar la primera opcion tenemos que X, = 0y X,= 0, s sustituimos
estos valores en el sistema de ecuaciones obtenemos:

3(0) +2(0) + h,= 18
0 +h=4
0 +h=6

Al simplificar se tiene un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas
cuya solucién se obtiene de manerainmediata.

18
4
6

hl
h2
h3
Esta es una solucion factible, ya que todas |as variables son mayores o
iguales a cero. La solucién completa es:
X,=0,x,=0,h =18,h,=4,h,=6
Evaluamos la funcion objetivo en esta solucién y obtenemos:
Z . =3X+5X,
Z=3(0)+5(0)
Z=0

Esta solucién es justamente con la que empezamos el método simplex a
formar latablainicial.

bv:srii::: 4 X X, h 1 h2 h , Solucion
4 1|3 5 0 0 0
X, 0 302 1 0 0 18
h, 0 1 0 1 0
¥ 0] 0o 1 0 1

Al tomar las siguientes combinaciones, obtenemos |os otros vértices de
la region de soluciones factibles. En la siguiente tabla se resumen estos
resultados.
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Combinacién Variables basicas Solucion Valor de Z
X, X, h =18, h,=4,h, =6 Factible 0
X, h, x,=9,h,=4,h,=-3 No factible
X, h, No tiene solucion
X, h, xX,=6,h =6h=4 Factible 30
X, h, x=06,h=-2,h,=6 No factible
Xy, h, X, =4,h=6h=6 Factible 12
x,, h, No tiene solucion
hy, h, x,=4,x,=3,h=3 Factible 27
hy,h, X=2,x,=6,h,=2 Factible 36
h,, h, x,=4,x,=6,h=-6 No factible

De latabla nos damos cuenta que el maximo valor de Z se alcanza en la
combinacion h =0, h,= 0, x= 2, x,= 6, h,= 2 con Z = 36. Esta solucion
coincide con la del método de tablas:

\/',ar.iablcs 7 XX h, h, h Solucion
bésicas )

z (1] o o 1 0 3| EB

X, 0 1 0 173 0 =273 2

no o o -3 1 23| |2

El algoritmo del método simplex por tablas tiene la ventaja de que
no analiza todas las combinaciones, ya que empezando por una
combinacion cuya sol ucién sea factible, solo pasa por las combinaciones
gue den soluciones factibles y siempre mejorando o manteniendo el
valor de la funcion objetivo.

Lo més importante del método simplex por tablas es empezar con una
tabla que contenga una solucion basica factible; si e modelo tiene todas
las restricciones de la forma menor igual que, las variables de holgura
nos proporcionan una solucion inicia factible, sn embargo, s una o
varias de las restricciones son de la forma mayor igual que, tenemos
que buscar técnicas que nos permitan obtener una soluciéninicial basica
factible. Una de estas técnicas es ocupando € problema dual, € cual
vamos a estudiar en la siguiente seccion.
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Hercicio 2

Selecciona la respuesta que completa de manera correcta los siguientes
enunciados.

1. Esel valor que se asigna alas variables no bésicas:

al
b) 2
0 -1
d) 0

2. Para que la solucion sea factible, los valores de las variables deben ser:

ao0

b) Negativos.

¢) No negativos.
d) Mayores a cero.

3. S tenemos un problema con 7 variables y 4 restricciones, € nimero
de combinaciones es:

a 3b
b) 40
0 10
d) 840
Indica si las siguientes aseveraciones son verdaderas (V) o falsas (F).

4. El valor de las variables basicas es cero.

5. El valor de las variables béasicas se obtiene al resolver un sistema de
ecuaciones de m por m.

6. El valor de la funcion objetivo en una solucion factible se obtiene al
sustituir el valor de las variables de holgura en dicha funcién.
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5.3. Método simplex primal-dual

Todo problema de programacion lineal de maximizacion tiene asociado
un problema de P. L. de minimizacion [lamado dual y viceversa. Los dos
problemas se construyen a partir del mismo problemareal, slo que s en
uno de ellos @ objetivo es maximizar las utilidades, en @ otro € objetivo
esminimizar los costosy como resultado €l valor delafuncion objetivo de
ambos problemas coincide, es decir, Z  =Z _en las soluciones dptimas.
Esto significa que hay un equilibrio entre utilidad y costo.

El estudio del problemadual se realiza con dos objetivos:

e S tenemos un modelo de P. L. cuyo objetivo es minimizar
(con restricciones de la forma mayor igual que) llamado modelo
primal, entonces e modelo dual asociado serd de maximizacion (con
restricciones de la forma menor igual que), el dual se resuelve por €
algoritmo descrito en la seccién anterior. La solucién éptima del modelo
dual estara en € valor de las variables de holgura del primal donde se
cumplequeZ_  =Z . .

e Al resolver e problema dual obtenemos un andlisis de
sensibilidad del modelo calculando |os precios sombra.

5.3.1. Tabla primal-dual

S e problema primal es de maximizacion, se utiliza e algoritmo
descrito directamente. Pero si el modelo por resolver es de minimizacion
se utiliza la llamada tabla primal-dual para tradadar € problema a
maximizacion y volver al uso del mismo algoritmo.

Si tenemos el modelo primal de minimizacion:
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Zmin ZCle-I-"'-FCan
SaiaX+--+a,x =b
X+t 3%, 2h, (2

QX+t aX, me
x>01=1 2, ..n
Definimos el modelo dual asociado con € modelo (2), como el modelo

de programacion lineal que tiene como objetivo maximizar la funcién
objetivo (todas sus restricciones son de la forma menor o igual que):

Zmax :biyl+"'+bmym
S.a. ailyl+"'+amlymgcl
a12y1+"'+am2ymgcz (3)

a1nyl+”'+a‘rmYmScn
y20i=1 2 ..m

Observamos que s € modelo dual tiene m variables y n restricciones
(sin incluir las de no negatividad), entonces € modelo primal tiene
n variables y m restricciones. Las variables y, son las variables del
problema dual.

Para formar la tabla primal-dual se procede como sigue:

El tamafio de latablaesde m + 2 renglonesy n + 2 columnas. (m nimero
de variablesy n nimero de restricciones).

1. La celda de la esquina superior izquierda se divide en dos con una
diagonal, en la parte superior escribimos la palabra primal (min) y en
laparte inferior dual (max).

2. En la celda de la esgquina superior derecha se escribe el simbolo >,
mientras que en la primera columna del Ultimo renglon se escribe
simbolo <.
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3. En la primera columna a partir del segundo renglén se escriben los
nombres de las variables del problemadual (m).

4. En € primer renglén se escriben los nombres de las variables del
problema primal (n).

Primal

Dual
Yy

v,

Y

<

5. Se escriben los coeficientes de la funcién objetivo del modelo dual en
la tltima columna.

6. Se escribe cada una de las restricciones del problema dual en forma
vertical, ocupando las columnas de la tabla.

7. En @ Ultimo renglon se escriben las cantidades limitantes de las
restricciones del modelo primal.

8. De esta tabla podemos obtener el modelo dual, 1o tnico que debemos
hacer es leer el modelo de manera vertical y los coeficientes de la
funcion objetivo se obtienen de la Ultima columna.

Hemplo 3

Resolver el siguiente modelode P. L.

Zinin =A% % + X
S.al2X +X +2% >4
3% +3% +% =3
X, %o, %20
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Como no tenemos descrito un procedimiento de solucion para modelos
de minimizacién usamos una tabla primal-dual para obtener el
modelo de maximizacién asociado y resolvemos por e método visto
anteriormente.

Creamos latabla primal-dual, con e procedimiento descrito:

Min
. Xy Xy X 2
Mix N
M 2 1 2 4
Y, 3 3 1 3
< 4 1 1

De esta tabla podemos obtener e modelo dual, 1o Unico que debemos
hacer es leer e modelo de manera vertical y la funcién objetivo se
obtiene de la tGltima columna, es decir:

Yax = 4Y1+3Y,
s.a:2y,+3y,<4
y, +3y, <1
2y, +vy, <1
y=20i=1 2

Estees e problemadual asociado al problemaprimal. Existe unarelacion
importante entrelos dos modelos, |a tltima tabla simplex de solucién del
modelo dual proporciona la solucion del primal, debido a la propiedad
de soluciones complementarias, la cual damos a continuacion.

Propiedad de soluciones complementarias

En cada iteracion el método simplex identifica simultdneamente
una solucion béasica factible para el modelo primal y una solucion
complementaria para el modelo dual (que se encuentra en el primer
renglon de la tabla simplex, como los coeficientes de las variables
artificiales).

Esto quiere decir que los valores de las variables x. del modelo primal
son los valores que se encuentran en €l renglén R en las columnas de las
variables de holgura de la tabla simplex del modelo dual.
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Hemplo 4

Continuando con € ejemplo 3 de la seccion anterior, € modelo que se
obtiene al sumar las variables de holgura es:

Yinax = 4Y1+3Y;

s.a:2y,+3y,+h =4
Y +3y,+h =1
2y, +y,+hy=1
Y20h>0i=12j=123

Latablainicial que obtenemos es:

Funcion objetivo

pables | z | v »m kb k| Solucién
N 1| <4 3 0 0 0 0
R h, 0 2 3 1 0 0 4
R| N o 1 3 0o 1 o0 1
R| A ol 2 1 0o o 1 1

Primerarestriccion
Segunda restriccion

Tercerarestriccion

Latabla después de la primeraiteracion es.

Variables | 7,y h A, h | Solucién

basicas
& z 1l o -1 0o o 2 2
R| A ol o 2 1 0 -l 3
R| h 0] 0 25 o0 1 -050| 050
R| of 1 05 o o o050 o050

Latabla después de la segunda iteracion es:

t‘)’;fii::sles z| vy, b kb h |Solucién
R| z 1| o o [07040 180|220
R| 0] 0 0 1-080 -060| 2.60
R| » 0] 0 1 0 040-020| 020
Rl v of 1t o 0 020 060| 040
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Estayaeslatabla 6ptima, la cual tiene como solucién del problema dual
lasiguiente:
y,=0.40
y,=0.20
zZ =220

Sin embargo, nuestro interés esta en la solucion del problema primal de
minimizacion, lacua obtenemosdel renglon R, al tomar los coeficientes
de lasvariables de holgura, es decir:

x,=h =0

x,=h,=0.40

X,=h,=180
Al sustituir en lafuncion objetivo, tenemos:

Zmin = 4X1+X2+X3

Z . =4(0)+0.40+1.80

zZ =220

Se comprueba gue efectivamente la funcién objetivo del problema dual
tiene e mismo valor que lafuncion objetivo del primal.

Hemplo 5
Obtener la solucién Optima del siguiente modelo de P. L.
Z i =X+ X% +3% +2X,
S.aiX +2X +4x,>8
X +3%; + X, >10
3, + 4%, — X, =7
X, X, X, X, 20

Lo primero esformar latabla primal-dual, asociada con el modelo:

Min
Mix X, X, X, X, P
Vv, 1 2 4 0 8
V. 1 0 3 1 10
V. 0 3 4 -1 7
< 1 1 3 2
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De esta tabla obtenemos el modelo dual, € cual es:
Znax =8Y, 710y, + 7y,
say,+y,<1
2y, +3y,<1
4y, +3y, +4y, <3
Y.~ Ys<2
Yis Yo, ¥220

Resolvemos este modelo por € método simplex (ya no escribimos
detalles). Latablainicial es:

Vatiables | 7 [ » » h h h, h, | Solucién
basicas
;0 VA 1 | -10 -7 0 0 0 0 0 Funcién objetivo
R, h, 0 1 1 0o 1 0 0 0 1 Primera restriccién
R, h, 0 2 0 3 0 1 0 0 1 Segunda restriccion
R, h, 0 4 34 0 0 1 0 3 Tercera restriccion
R, h, 0 0 T -1t 0 0 0 1 2 Cuarta restriccion
Latabla éptimaes:
Variables
basicas |Z ¥ ¥, Vs h, h, h, h, | Solucién
4 1 375 0 0 475 0 175 0 10
Vs 0 1 1 0 1 0 0 0 1
h, 0 125 0 0 225 1 -0.75 0 1
Vs 0 025 0 1 075 0 025 0 0
h, 0 —0.75 0 0 -1.75 0 025 1 1

Lasolucion del primal es.

=h =475
= h2: 0
=h,=175
= h4: 0
Zmin: 10

1
2
3
4
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Hercicio 3

Selecciona la respuesta que completa de manera correcta los siguientes
enunciados:

1. S e modelo primal tiene 5 variables y 4 restricciones, entonces €l
modelo dual tiene:

a) 5variablesy 5 restricciones.
b) 4 variablesy 4 restricciones.
C) 4 variablesy 5 restricciones.
d) 5 variablesy 4 restricciones.

2. Lasolucién del problemadual se obtienedelatablasimplex del primal
en el renglon:

a R,
b) R,
OR,
dR,

Indica si las siguientes aseveraciones son verdaderas (V) o falsas (F).

3. En la tabla primal-dual, & problema primal se lee de manera
horizontal.

4. En latabla primal-dual, el problema dual selee de maneravertical.

5. El modelo primal para nosotros siempre tiene como objetivo
maximizar.

6. Obtener la solucién optima del siguiente modelo de P. L.

Zin =5X +3% + X%
Sal X +2% —-%=8
2% + X%, +3% >10
Xy, %o, %20
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5.4. Método para modelos con combinacion
de desigualdades

Al obtener modelos de P. L. de problemas reales, puede ser que €
objetivo sea minimizar la funcién de costo, y que las restricciones sean
una combinacién de desigualdades de la forma mayor igual quey de la
forma menor igual que. Para resolver estos modelos se ha desarrollado
un algoritmo alterno a método simplex, este método se conoce con el
nombre de método simplex-dual. La diferencia entre el método simplex
y éste es que € primero empieza con una solucion factible (todas las
cantidades limitantes en las restricciones son positivas) pero no 6ptima,
mientras que e segundo empieza en una solucion no factible (algunas
cantidades limitantes pueden ser negativas) pero Optima. El método
presenta algunas variaciones respecto al simplex, pero en esencia se
tiene e mismo procedimiento, sdlo que ahora e objetivo es obtener una
solucién factible (que todas las cantidades limitantes sean positivas) y
mantener en lo posible e objetivo de optimizar.

5.4.1. Algoritmo simplex-dual

1. Se suman las variables de holgura a cada una de las restricciones de
la forma menor igual que (como ya se ha descrito en € algoritmo),
mientras que a las restricciones de la forma mayor igual que se les
resta una variable de superdvit. Se debe restar la variable porque las
variables artificiales no pueden tomar valores negativos, y en el caso
de desigualdades de la forma mayor igual que, lo que necesitamos es
quitar la cantidad que se excede de laigualdad.

2. Se multiplican por —1 aguellas restricciones a las que se restd una
variable de superdvit.

3. Se forma la tabla simplex-dual inicial, la cua tiene las mismas
caracteristicas que la tabla simplex inicial. La diferencia es que
algunas de | as cantidades limitantes de | as restricciones son negativas
con unafuncién objetivo por minimizar.
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4. Se selecciona € renglon con e mayor valor negativo, ésta es la
variable que sale del sistema.

5. Para seleccionar la variable que entra a la base, solo se toman las
columnas de las variables no bésicas cuyo coeficiente del renglon
seleccionado en @ punto anterior sea negativo. Si no existe, entonces €
modelo no tiene solucidn. Se divide el coeficiente de los candidatos del
renglon R, entre el coeficiente del renglon seleccionado y se toma su
valor absoluto. El valor menor indicalavariable que entra alabase.

6. La celda formada por la interseccion del renglén seleccionado con la
columna seleccionada es € elemento pivote, este renglon se multiplica
por su inverso multiplicativo y € resultado se escribe en una nuevatabla
intercambiando | as etiquetas de las variables que salen y entran alabase.

7. Tomando dereferenciael el emento pivote, se hacen ceroslos elementos
de la columna seleccionada utilizando operaciones el ementales sobre
matrices.

8. Si todas las cantidades limitantes son positivas, latablaya es optima:
si no es asi, seregresaal punto 4.

Hemplo 6

Resolver €l siguiente modelode P. L.
Z.in =15% +12Xx,
S.aix+2% >3
2% — 4%, <5
X, % =0
Le sumamos o0 restamos las variables artificiales a cada una de las
restricciones, dependiendo de su forma.
Z.in =15% +12x,
sa:X+2%—-h=3
2%, —4x, +h, =5
X, %, by, 1,20
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Multiplicamos la primerarestriccion por —L:

Z.in =15% +12x,

sa: —-x—-2%+h=-3

2% — 4%, +h, =5

X, X, by, h, >0

Formamos la tabla simplex-dual inicial:

Funcidn objetivo (min)

Vjar.iables 7z X, X, h,  h, | Solucién
basicas

R’ =z 1] <15 212 0 o0 0

R, h, 0 -1 =2 1 0 =3

R, h, 0 2 4 0 1 5

Primera restriccion

Segunda restriccion

Seleccionamos el renglon R, yaque contiene en | as cantidades limitantes,
el mayor (0 Unico) valor negativo (la variable que sale es h,). Los
candidatos para entrar son X, y X, ya que ambos tienen coeficiente
negativo en e renglon R.. Dividimos & coeficiente de estas variables del
renglon R, entre los coeficientes del renglon R,. —15/-1=15, —12/-2=6

Como €& segundo valor es € menor, la variable que entra es Xx,. El
elemento pivote es —2, por lo tanto su inverso multiplicativo es —1/2.
Multiplicamos €l renglén R, por —1/2 'y @ resultado lo escribimos en una

nueva tabla:

Variables
basicas

Solucién

V4

RO
Rl
RZ

172

1

-12 0

32

Hacemos cero los elementos restantes en la columna correspondiente a
elemento pivote. Con respecto al renglon R, multiplicamos €l renglon R,

por 12y el resultado se lo sumamosaR,.

12R, of 6 [ 12 -6 of18
R, 1|-15]-12] 0| ofo
12R+R, 1o o || of1s
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Este resultado lo escribimos en la segunda tabla:

t\:;rii:fsles 7 XX h,  h, | Solucién
R| =z 1|9 0o - o 18
R| 012 1 <12 0 312
Rz

Respecto al renglon R, multiplicamos R, por 4 y € resultado se lo
sumamos aR,.

4R ol2] 4 |=2]0]s
R, ol 2|4 o] 1]s
4R+R, ol 4o | =2]1|n

Afadimos este resultado a la segunda tabla:

Variables

o 4 X X, h, h, | Solucién
bésicas b -

R, V4 1]1-9 0 -6 0 18
R, X, 0112 1 =12 0 32
R, h, 0 4 0o -2 1 11

Como estatablayano tiene valores negativos en las cantidades limitantes
de lasrestricciones, entonces el algoritmo garantiza que lasolucién esla
optima
x,=0
X,= 15
conZ =18

Hercicio 4

Selecciona la respuesta que completa de manera correcta los siguientes
enunciados:

1. El método simplex-dual empieza con una solucion:

a) Factibley no éptima.

b) Factible y 6ptima.

) No factible y éptima.

d) No factibley no 6ptima.
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2. Para seleccionar la variable que sale se selecciona el renglén con lado
derecho:

a) Positivo.

b) Cero.

¢) El mayor delos positivos.
d) El menor de los negativos.

3. Paraqued coeficiente de unavariable entre en el rengldn seleccionado
debe ser:

a) Negativo.

b) Positivo.

¢) Cero.

d) Uno.
Indica si las siguientes aseveraciones son verdaderas (V) o falsas (F).
4. El objetivo del problema simplex-dual es minimizar.

5. El método simplex-dual acepta cantidades limitantes negativas.

6. Latabla del método simplex-dual es éptima si todos los coeficientes
del renglon R son positivos.

7. Resolver € siguiente modelo por € método simplex-dual.

Z.in =8X +3X% + X%
S.al 77X +8X% + X% >10
5% — 2%, +3%; <5
X, X, %20
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5.5. Maximizacion y Minimizacion
(cambios en la funcidn objetivo)

Es posible transformar un problema de maximizar a uno de minimizar y
viceversa. Paraello analicemos lo sguiente:

Supongamos que queremos encontrar e maximo del siguiente conjunto
de nimeros:

méx{1, 3, 5, 7}

Sabemos que e maximo es 7. Ahora multipliquemos los elementos del
conjunto por —1, nos queda entonces el conjunto:

{-1,-3,-5 -7}

Si buscamos € minimo de este nuevo conjunto obtenemos que es —7.
Esto quiere decir que el méx{1, 3, 5, 7} = —-(min{-1, -3, -5, —7}), por
lo tanto s queremos cambiar el objetivo de un modelo de P. L. se hacelo
siguiente:

1. Se multiplicalafuncion objetivo por —1.

2. Se cambia el objetivo de la funcién.

3. Seresuelve el modelo.

4. Se multiplica el valor de Z 6ptimo por -1y éste es el valor del
modelo original.

Hemplo 7

Hallar la solucién 6ptima del siguiente modelo deP. L.

Z.i, =5% —10x,
S.a: 4x +2x,<10
3x, +8x, <16
X, <5
%, %, 20
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Este modelo tiene todas las desigualdades de la forma menor igual que,
por lo tanto, parece que lo podemos resolver por método simplex, sin
embargo, € objetivo de la funcion es minimizar. Para transformar €l
problema multiplicamos la funcion objetivo por —1.

-1(Z = 5x~10x)
—Z, .= —5X +10X,
Con este cambio nos queda el modelo:

~Z,5 = =5% +10%,
s.a:4x +2x, <10

3x, +8x, <16
X, <5
X, %20
Este modelo ya lo podemos resolver por e método simplex. La tabla
inicial es
V'ar‘iables Z X, X, h,  h, h, | Solucion
basicas - ?
z -1 5 =10 0o o o 0
h, ol 4 2 1 0 0 10
h, 3 8 0 0 16
I, 0 1 0o 0 1 5
Latablafinal es:
V'ar‘iables VA XX h, h, h, | Solucion
basicas ‘ - ;
z 1875 0o 0 125 o0 20
h, 0325 0 1 -025 0 6
038 1 0 012 0 2
h, 01]-038 0 0-012 1 3
Donde obtenemos la solucion:
X, 0
X,= 2
—Z . =20
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Paraobtener el valor de Z multiplicamos por —1 de manera que lasolucién
Optimaes

Hercicio 5
Resolver los siguientes modelos utilizando la técnica vista en esta
seccion.

1 Zmin :_3)(1+8X2_X3

Saix+X +3%<10
3% — X, + 7% <15
X, — X%, <20

X1, %o, %320

2. Zméx __le_?XZ_XS
s.a:2x —4x,>8
X, +% =10

Xy X, X320

Resumen

En estaunidad aprendimos el método simplex y algunas de susvariantes,

en la siguiente tabla describimos las caracteristicas que puede tener un
modelo y e método més recomendado para su solucion:
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Objetivo Restricciones Método
Maximizar < Simplex
Minimizar > Simplex-dual
Minimizar < > Simplex-dual
Convirtiendo las desigualdades a la forma >
Maximizar > Simplex-dual
Cambiando la funcién objetivo
Minimizar < Simples

Cambiando la funcién objetivo

Lo més importante es que € método simplex no es un método rigido, a
contrario, es un método que nos permite gjustarlo anuestras necesidades.
En esta unidad no analizamos todas sus variantes, pero si las mas
importantes.

Eercicios propuestos

1. Resolver por e método simplex €l siguiente modelo de P. L.
Zoax = 2% +4X%, + X+ X,
saix+3x+x,<4
2%, +X%,<3
X +4X;+ %, <3
X, X, X, X, 20
2. Utilizando e método simplex-dual resuelve el siguiente problema:
Zin = 2% + X, + 5%,
S.al2X =X —X% =3

X=X +X=2
X, % =0
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3. Utiliza e método simplex-dual para resolver € siguiente modelo:

Z.in = 5% +3X% + X
S.al2x —X +4x,<4
X +X+2%<5
2% =X+ %=1
X, %o, %520

4. Resuelve € modelo:

Z. s =—10x, —3x, — 20X,
S.a:2x — X +4x,>40

X + X, + 2%, 255
2% — X, + X3 2100

X, X0 X 20

5. Resuelve @ modelo:

Z.in =—10% +3x, — 20X,
S.a:2x — X +4x,<40
X + X, +2X% <55
2% — X, + %, <100
X, X%, %20

Autoevaluacion
1. El método simplex empieza con una solucion:

a) Factible.

b) No factible.
c) Optima.

d) Negativa.
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2. Lasvariablesde un modelode P. L. sedividen en:

d) Variables de decision y de sustitucion.
b) Variables positivas y negativas.

C) Variables bésicasy no basicas.

d) Variables enteras y no enteras.

3. Si e problema primal tiene 3 variables de decision y 2 restricciones,

entonces el problema dual tiene:

d) 3variables de decisony 2 restricciones.
b) 3 variables bésicasy 2 no basicas.
C) 2 variables no bésicas y 3 bésicas.
d) 2 variables de decisiéon y 3 restricciones.

4. El proceso simplex-dual genera una solucion:

a Optima.

b) Entera.

) No Optima.
d) Positiva.

5. El proceso simplex se termina cuando:

d) Todos los coeficientes del primer renglon son negativos.
b) Todos los coeficientes del primer renglén son positivos.
C) Todos los coeficientes de la tltima columna son positivos.
d) Todos los coeficientes de la Gltima columna son negativos.

6. Resuelve € siguiente modelo de P. L.

Z, o = 2% + 3%,
S.aix +2X, <40
2% —X,<8
X, % =0
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7. Resuelve € siguiente modelo de P, L.

Zinin =A% %,
sa:3x+X%x=3
4x, +3%, =26
X +2%, 24
¥, % 20

8. Resuelve € siguiente modelo de P, L.

Zin =2% —3%,
S.aix +2x,<40
2% — X, <8
%, %20

9. Hallar & dual del siguiente modelo de P. L.

Ziin =4% =% = X%
sa:3x+X%<3
4x, +3X, +6%,<6
X +2X - X <4
Xy X5 %520

10. Resuelve & siguiente modelo de P. L.

Znax = =A% =% = 3%
Sa:i3X+X+X%=>3
4x, +3%, —4%, 26
X1, X5 %320
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Respuestas a los ejercicios

Hercicio 1

1 b
2.d)
3.0
4.d)
5.¢)

l:3

X,= 1.5
z =21

Hercicio 2

oO0bhWNE
T< T 0L

Hercicio 3

ok wpnpE
T<<ae

X, =

x,= 4.86

x,= 171
z, =16.29
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Hercicio 4

Nogh~wNE
nT<<La28e

1 = 0
x,= 1.25
=0
z, =375

Hercicio 5

X X X
o O o

N
I

|
=
()

Respuestas a los ejercicios propuestos
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N
X X X
w N [
I om
AOON

E
S

X X X
w N [
I om
= k= OO

N

min

X, = 5167
X,=3.33
X,=0

Z . =—52667

Xx,=0
X,=23.33
x,= 15.83

Z . =-246.67

ok wpnpE
TaLood

x, = 11.20
X, = 14.40
z, . =6560

Respuestas a la autoevaluacion
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