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Introduccion

En este mo6dulo se van a estudiar las relaciones que se pueden presentar entre
diferentes variables. En concreto se estudiaran posibles relaciones de depen-
dencia entre las variables para intentar encontrar una expresién que permita
estimar una variable en funcién de otras. Para profundizar en el analisis es ne-
cesario determinar la forma concreta en que se relacionan y medir su grado de

asociacion.

Asi, por ejemplo, el estudio de las relaciones entre variables se puede aplicar
para dar respuestas a preguntas y casos como los siguientes:

e ;Existe relacion entre la edad de los lectores y el nimero de préstamos de
libros?

¢ En otro caso, una editorial podria usar la relacion entre el namero de pagi-
nas de un trabajo y el tiempo de impresion para predecir el tiempo emplea-

do en la impresion.

¢ Se quiere estudiar el “tiempo de respuesta” de unos ciertos programas de
basqueda bibliografica en funcion del “namero de instrucciones” en que
estan programados.

e En una determinada empresa de venta de libros en linea, ;cOmo represen-
tamos que el aumento de la cantidad gastada en publicidad provoca un in-
cremento de las ventas?

Este m6dulo examina la relacion entre dos variables, una variable indepen-
diente y otra dependiente, por medio de la regresién simple y la correlacion.
También se considera el modelo de regresion miltiple en el que aparecen dos
0 mas variables independientes.
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Objetivos

Los objetivos académicos del presente modulo se describen a continuacién:
1. Comprender la relacion entre correlacién y regresion simple.

2. Usar gréficos para ayudar a comprender una relacién de regresion.

3. Ajustar una recta de regresion e interpretar los coeficientes.

4. Obtener e interpretar las correlaciones y su significacion estadistica.

5. Utilizar los residuos de la regresion para comprobar la validez de las supo-

siciones necesarias para la inferencia estadistica.
6. Aplicar contrastes de hipotesis.

7. Ajustar una ecuacion de regresion multiple e interpretar los resultados.
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1. Relacion entre variables

Cuando se estudian conjuntamente dos o mas variables que no son indepen-
dientes, la relacion entre ellas puede ser funcional (relacién matemaética exac-
ta entre dos variables, por ejemplo, espacio recorrido por un vehiculo que
circula a velocidad constante y el tiempo empleado en recorrerlo) o estadisti-
ca (no existe una expresiéon matematica exacta que relacione ambas variables,
existe una relacion aproximada entre las dos variables, por ejemplo, incre-
mento de las ventas de libros en funcion de la cantidad gastada en publicidad).
En este altimo caso interesa estudiar el grado de dependencia existente entre
ambas variables. Lo realizaremos mediante el analisis de correlacion y, final-
mente, desarrollaremos un modelo matematico para estimar el valor de una
variable basdndonos en el valor de otra, en lo que llamaremos analisis de re-

gresion.

El andlisis de regresion no se puede interpretar como un procedimiento para
establecer una relacion causa-efecto o causalidad entre variables. La regre-
sién solo puede indicar como estan asociadas las variables entre si y nos per-
mite construir un modelo para explicar la relacion entre ellas. La correlacion
indica el grado de la relacion entre dos variables sin suponer que una altera-

cién en una cause un cambio en la otra variable.

El objetivo principal del analisis de regresion es explicar el comportamien-
to de una variable dependiente Y (endogena o explicada) a partir de una o
varias variables independientes (ex6genas o explicativas). El tipo mas sen-
cillo de regresion es la regresion simple. La regresion lineal simple estima
una ecuacion lineal que describe la relacion, mientras que la correlacion
mide la fuerza de la relacién lineal. Aparte de los modelos lineales se pue-
den establecer otros modelos de regresion no lineales. El anélisis de regre-
sibn donde intervienen dos o mas variables independientes se llama
analisis de regresiéon multiple, donde una variable viene explicada por la

accion simultanea de otras variables.

Diagrama de dispersiéon

Antes de abordar el problema, se puede intuir si existe relacion entre las varia-
bles a través de la representacion grafica llamada diagrama de dispersion o

nube de puntos.

A partir de un conjunto de observaciones (x;, y;) de dos variables X e Y sobre
una muestra de individuos se representan estos datos sobre un eje de coorde-
nadas x—y. En la figura 1 se incluyen varias graficas de dispersién que ilustran

diversos tipos de relacién entre variables.
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Figura 1. Diagramas de dispersion
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En los casos (a) y (b) tenemos que las observaciones se encuentran sobre una
recta. En el primer caso, con pendiente negativa, indica una relacién inversa en-
tre las variables (a medida que X aumenta, la Y es cada vez menor) y lo contrario
en el segundo caso, en el que la pendiente es positiva, indica una relacién directa
entre las variables (a medida que aumenta X, la Y también aumenta). En estos dos
casos los puntos se ajustan perfectamente sobre la recta, de manera que tenemos

una relacion funcional entre las dos variables dada por la ecuacion de la recta.

En el caso (c) los puntos se encuentran situados en una franja bastante estrecha
que tiene una forma bien determinada. No sera una relacién funcional, ya que los
puntos no se sitan sobre una curva, pero si que es posible asegurar la existencia
de una fuerte relacion entre las dos variables. De todos modos, vemos que no se
trata de una relacion lineal (la nube de puntos tiene forma de parébola).

En el caso (d) no tenemos ningan tipo de relacioén entre las variables. La nube
de puntos no presenta una forma bien determinada; los puntos se encuentran

absolutamente dispersos.

En los casos (e) y (f) podemos observar que si existe algtin tipo de relacion entre
las dos variables. En el caso (e) podemos ver un tipo de dependencia lineal con
pendiente negativa, ya que a medida que el valor de X aumenta, el valor de Y
disminuye. Los puntos no estan sobre una linea recta, pero se acercan bastante,
de manera que podemos pensar en una relacion lineal. En el caso (f) observamos

una relacién lineal con pendiente positiva, pero no tan fuerte como la anterior.

Después de estudiar el diagrama de dispersion, el siguiente paso es comprobar

analiticamente la dependencia o independencia de ambas variables.
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2. Analisis de la correlacion

El anélisis de correlacién mide el grado de relacién entre las variables. En este
apartado veremos el andlisis de correlacioén simple, que mide la relacion en-
tre s6lo una variable independiente (X) y la variable dependiente (Y). En el
apartado 4 de este modulo se describe el anélisis de correlacién multiple que
muestra el grado de asociacion entre dos o mas variables independientes y la
variable dependiente.

La correlacién simple determina la cantidad de variaciéon conjunta que pre-
sentan dos variables aleatorias de una distribucion bidimensional. En concre-
to, cuantifica la dependencia lineal, por lo que recibe el nombre de correlacién
lineal. El coeficiente de correlacion lineal se llama coeficiente de correlacion
de Pearson designado r, cuyo valor oscila entre -1y +1. Su expresion es el co-
ciente entre la covarianza muestral entre las variables y el producto de sus res-

pectivas desviaciones tipicas:

re Cov(X,Y)
‘SXSY
El valor de r se aproxima a +1 cuando la correlacion tiende a ser lineal directa
(mayores valores de X significan mayores valores de Y), y se aproxima a -1
cuando la correlacién tiende a ser lineal inversa. Podemos formular la pregun-
ta: ja partir de qué valor de r podemos decir que la relacion entre las variables
es fuerte? Una regla razonable es decir que la relacion es débilsi 0 <1 r1<0,5;

fuerte si 0,8 <|r| <1, y moderada si tiene otro valor.

Dada una variable X con xq, x,... x,, valores muestrales y otra variable Y con y;,

V2... ¥y valores muestrales, siendo n el nimero total de observaciones y siendo

n n

2% Vi

lamediade X: ¥ =izl ylamediadeY: y-i=l _
n n

La covarianza muestral entre dos variables X e Y nos permite medir estas
relaciones positivas y negativas entre las variables X e Y:

i L — _
Cov(X,Y) = Sxy =:2(Xi -X)(y;j=¥)
-lia

La covarianza muestral podemos calcularla mediante otra expresion
equivalente:
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Ejemplo 1. “Estudio de los servicios ofrecidos por un centro de documen-

tacion”.

Estamos realizando un proceso de evaluacion de los servicios ofrecidos por un
centro de documentacién. Para conocer la opinién de los usuarios se les ha pedi-
do que rellenen un cuestionario de evaluacién del servicio. Hacemos dos pregun-
tas, una para que valoren de 0 a 10 su impresion sobre el funcionamiento global
del centro y otra pregunta que valora especificamente la atencién a los usuarios,
para determinar si las valoraciones respecto a la atencion al usuario (representadas
por la variable dependiente Y) estan relacionadas con las valoraciones obtenidas
respecto al funcionamiento global del centro (variable independiente X).

Para ello, un investigador ha seleccionado al azar cinco personas entrevistadas

y dan las siguientes valoraciones:

Tabla 1. Datos obtenidos de respuestas a cinco entrevistas realizadas sobre
valoraciones de funcionamiento y atencién a usuarios de un centro de
documentacién

Entrevista (i) Funcionamiento (X) Atencién (Y)
1 2 2
2 4 4
3 6 5
4 8 4
5 10 7

El diagrama de dispersion (figura 2) nos permite observar graficamente los da-
tos y sacar conclusiones. Parece que las valoraciones de atencién al usuario
son mejores para valoraciones elevadas del funcionamiento global del centro.
Ademas, para esos datos la relacion entre la atencién al usuario y el funciona-
miento parece poder aproximarse a una linea recta; realmente parece haber

una relacion lineal positiva entre X e Y.

Figura 2. Diagrama de dispersién del funcionamiento del centro y de la atencién

al usuario
Diagrama de dispersion del funcionamiento
y de la atencién al usuario
8
7 +
L 6
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g
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0 T T T T T
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Para determinar si existe correlaciéon lineal entre las dos variables, calculamos

el coeficiente de correlacion r.

En la tabla 2 se desarrollan los calculos necesarios para determinar los valores

de las varianzas, desviaciones tipicas muestrales y covarianza muestral.

Tabla 2. Célculo de las sumas de cuadrados para la ecuacién estimada de regresion de minimos
cuadrados

Funcionamiento Atencion (x; - X) (yi-7) (xi = %X)(yi - ¥) (x; - ,7)2 (yi -7¥)
X 80
2 2 -4 -2,4 9,6 16 5,76
4 4 -2 -0,4 0,8 4 0,16
6 5 0 0,6 0 0 0,36
8 4 2 -0,4 -0,8 4 0,16
10 7 4 2,6 10,4 16 6,76

y; representa las valoraciones observadas (reales) del funcionamiento global
obtenidas en la entrevista i,

5 5 5 5 5
n=5>x%=30 Yyi=44 YX-Dyi-7=20 Y (-0>=40 D (yi-9)*=13.2
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

realizando las siguientes operaciones obtendremos el coeficiente de correla-

cion lineal.

)_(: =
n
n
£
_:]: _
Y n

n
1
CovX, V) =3k 3% (= Ry -F) =5 +20 =5
=) 5=

El coeficiente de correlacion lineal es:

. Cov(X,)Y) 5 B
SxSy 3,16-1,82

0,87

Como el valor del coeficiente de correlacion lineal es proximo a 1, se puede

afirmar que existe una correlacion lineal positiva entre las valoraciones obte-
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nidas de atencidén al usuario y las valoraciones del funcionamiento global del
centro. Es decir el, funcionamiento global esta asociado positivamente a la

atencioén al usuario.
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3. Modelos de regresion simple

3.1. Modelos de regresion lineal simple

Una vez que hemos obtenido el diagrama de dispersion y después de observar
una posible relacién lineal entre las dos variables, el paso siguiente seria en-
contrar la ecuacion de la recta que mejor se ajuste a la nube de puntos. Esta
recta se denomina recta de regresion. Una recta queda bien determinada si el
valor de su pendiente (b) y de la ordenada en el origen (a) son conocidas. De

esta manera la ecuacion de la recta viene dada por:
Y=a+bx

A partir de la formula anterior definimos para cada observacién (x;, y;) el error

o residuo como la distancia vertical entre el punto (x;, y;) y la recta, es decir:
yi— (a+ bx;)

Por cada recta que consideremos, tendremos una coleccion diferente de residuos.
Buscaremos la recta que minimice la suma de los cuadrados de los residuos. Este
es el método de los minimos cuadrados, un procedimiento para encontrar la
ecuacion de regresion que consiste en buscar los valores de los coeficientes a y b
de manera que la suma de los cuadrados de los residuos sea minima, obteniéndo-

se la recta de regresion por minimos cuadrados (figura 3).

Figura 3. Recta de regresion por minimos cuadrados

Nota
Interpretacion geométrica del residuo La recta de regresién pasa por
el punto (X,y).
Y Observacién
y=a+ bx
(x;y)
M pe===sos

a+bx |- - - _ __¥_ _ _ _

Valor predicho
por la recta

=

Hemos hecho un cambio en la notacién para distinguir de manera clara entre
una recta cualquiera: y = a + bx y la recta de regresién por minimos cuadrados

obtenida al determinar a y b.
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A partir de ahora, la recta de regresion la escribiremos de la manera siguiente:

yi:BO+B1Xi

El modelo de regresion lineal permite hallar el valor esperado de la variable

aleatoria Y cuando X toma un valor especifico.

La recta de regresion Y/X permite predecir un valor de y para un deter-

minado valor de x.

Para cada observacion (x;,y;) definimos:

e El valor estimado o predicho para la recta de regresion:
)A’ i~ ﬁo + [31"1‘

e Los parametros o coeficientes de la recta y vienen dados por:

A - 2 ~  Cov(XY) S
Bo=y-Px ¥ Pi="—="5"
SX SX

Siendo:
Bo esla ordenada en el origen de la ecuacion estimada de regresion.
By esla pendiente de la ecuacion estimada de regresion.

Sxy la covarianza muestral, 5)2( la varianza muestral de X, x e y son las
medias aritméticas de las variables X e Y respectivamente.

e Elresiduo o error es la diferencia entre el valor observado y; y el valor
estimado y it

ei=yi—yi=vi—Bo+Bx)

Ejemplo 1. “Estudio de los servicios ofrecidos por un centro de documen-

tacion”.

Hemos comprobado en el ejemplo anterior que existe correlacion lineal entre
ambas variables, ahora calcularemos la recta de regresion por minimos cua-
drados Y/X.

)A’i = ﬁo + ﬁlxi
en la que,

x; = valor de funcionamiento para la i-ésima entrevista

ﬁo = ordenada en el origen de la linea estimada de regresion
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B; = pendiente de la linea estimada de regresion

y; = valor estimado de la atencion al usuario para la i-ésima entrevista

Para que la linea estimada de regresion ajuste bien con los datos, las diferen-
cias entre los valores observados y los valores estimados de atencién al usuario

deben ser pequefias.

Utilizando los valores obtenidos en la tabla 2 podemos determinar la pendien-
te y la ordenada en el origen de la ecuacion estimada de regresion en este ejem-

plo. Los calculos son los siguientes:

5
X &=00i-7) A A
By =El< =0,5; Bp=V-Px=14
> (% -X)

i=1

Por lo anterior, la ecuacion estimada de regresion deducida con el método de
minimos cuadrados, sera:
y=1,4+0,5x
Figura 4. Gréfica de la ecuacién de regresién ejemplo 1

Grafica de la ecuacién de regresion

y=0,5x+1,4

M oW B L O N
1

Atencién usuario

Funcionamiento

Interpretacion de los parametros de la recta de regresion

Es importante interpretar los coeficientes de la ecuacién en el contexto del fe-

némeno que se estd estudiando.
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e Interpretacion de la ordenada en el origen, [30:

Este coeficiente representa la estimacion del valor de Y cuando X es igual a
cero. No siempre tiene una interpretacion practica. Para que sea posible, es

preciso que:

— realmente sea posible que X tome el valor x = 0,
- se tengan suficientes observaciones cercanas al valor x = 0.

e Interpretacion de la pendiente de la recta, [31:

Este coeficiente representa la estimacion del incremento que experimenta
la variable Y cuando X aumenta en una unidad. Este coeficiente nos infor-
ma de como estan relacionadas las dos variables en qué cantidad varian los

valores de Y cuando varian los valores de la X en una unidad.
La calidad o bondad del ajuste

Una vez acumulada la recta de regresion por minimos cuadrados debemos anali-
zar si este ajuste al modelo es lo bastante bueno. Mirando si en el diagrama de
dispersion los puntos experimentales quedan muy cerca de la recta de regre-
sion obtenida, podemos tener una idea de si la recta se ajusta o no a los datos,
pero nos hace falta un valor numérico que nos ayude a precisarlo. La medida
de bondad de ajuste para una ecuacioén de regresion es el coeficiente de de-
terminacién R?. Nos indica el grado de ajuste de la recta de regresion a los va-
lores de la muestra y se define como la proporcion de varianza en Y explicada

por la recta de regresion. La expresion de R? es la siguiente:

_ Varianza en Y explicada por la recta de regresion
Varianza total de los datosY

RZ

La varianza explicada por la recta de regresion es la varianza de los valores es-
timados y la varianza total de los datos es la varianza de los valores observados.

Por tanto, podemos establecer que:

Varianza total de Y = varianza explicada por la regresion +

+ varianza no explicada (residual o de los errores)

Es decir, podemos descomponer la variabilidad total (S5Total) de las observa-

ciones de la forma:

SSTotal = SSRegresion + SSError
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en la que,

n
SSTotal, es la suma de cuadrados totales SST =" (y; - 7)?
i=1

SSRegresion, mide cuanto se desvian los valores de y; medidos en la linea de

n
regresion, de los valores de Vir SSR = 2()71. — }7)2
i=1

SSError, representa el error que se comete al usar y; para estimar y;, es la suma

n R n
de cuadrados de estos errores, SSE=)"(y; - yi)2 = Zeiz
i=1 i=1

Ahora vemos como se pueden utilizar las tres sumas de cuadrados, SST, SSR 'y
SSE para obtener la medida de bondad de ajuste para la ecuacion de regresion,

que es el coeficiente de determinacion R?. Vendra dado por la expresion:
R? = & =1= E
YA SST

e Los valores del coeficiente de determinaciéon estdin comprendidos entre

ceroyuno: 0<R?><1

e R?=1 cuando el ajuste es perfecto, es decir, todos los puntos estan sobre la

recta de regresion.

e R2 =0 muestra la inexistencia de relacion entre las variables X e Y.

e Como R? explica la proporciéon de variabilidad de los datos explicada
por el modelo de regresiéon, cuanto mas préximo a la unidad, serd mejor

el ajuste.

Observaciones

Relacién entre R? yr Un coeficiente de determina-
ci6n diferente de cero no signi-
. ) ) fica que haya relacién lineal
Es muy importante tener clara la diferencia entre el coeficiente de co- entre las variables. Por ejem-
plo, R? = 0,5 sélo dice que el
50% de la varianza de las ob-
servaciones queda explicado

 R%mide la proporcion de variacion de la variable dependiente expli- por el modelo lineal.

rrelacion y el coeficiente de determinacion:

cada por la variable independiente.

o 2 esel coeficiente de correlacion, mide el grado de asociacion lineal
entre las dos variables.

e No obstante, en la regresion lineal simple tenemos que R>=r%
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La relacion entre Rzy rayuda a comprender lo expuesto en el andlisis de la co-
rrelacién: que un valor de r* = 0,5 indica una correlacién débil. Este valor re-
presentara un R2 = 0,25; es decir, el modelo de regresion solo explica un 25%

de la variabilidad total de las observaciones.

El signo de r da informacién de si la relacién es positiva o negativa. Asi pues,
con el valor de r siempre se puede calcular el valor de R?, pero al revés quedara
indeterminado el valor del signo a menos que conozcamos la pendiente de la
recta. Por ejemplo, dado un R? = 0,81, si se sabe que la pendiente de la recta
de regresiOn es negativa, entonces se puede afirmar que el coeficiente de co-

rrelacion r sera igual a 0,9.

Prediccion

La prediccién constituye una de las aplicaciones mas interesantes de la téc- Not
ota

nica de regresion. La prediccién consiste en determinar a partir del modelo
. . . . Variable endégena es la varia-
estimado el valor que toma la variable endégena para un valor determinado ble dependiente. Es la variable
que se predice o se explica. Se

de la ex6gena. La fiabilidad de esta prediccion sera tanto mayor, en princi- representa por .

pio, cuanto mejor sea el ajuste (es decir, cuanto mayor sea Rz), en el supues- Variable exégena es la varia-
. » . . . ble independiente. Es la varia-
to de que exista relaciéon causal entre la variable end6gena y la variable ble que sirve para predecir o

explicar. Se representa por X.

exogena.

Ejemplo 1. Estudio de los servicios ofrecidos por un centro de documen-

tacion.

Una vez obtenida la ecuacion estimada de regresion }3 =1,4+0,5x del ejemplo

anterior, interpretamos los resultados:

En este caso la ordenada en el origen (ﬁo = 1,4) si puede tener interpreta-
cién con sentido, ya que corresponderia a la estimacion de la puntuacion
obtenida para la atenci6on al usuario cuando la puntuacién del funciona-
miento global es cero. La pendiente (f;l =0,5) es positiva, lo que indica que
el aumento en una unidad de la valoracion del funcionamiento global del
centro esta asociado con un aumento de 0,5 unidades en la puntuacion de

atencion al usuario.

Si quisiéramos predecir la valoracion de la atencién para una persona que ha
valorado 7 el funcionamiento global, el resultado seria:

y=14+05-7=49

En el ejemplo hemos obtenido la ecuacion de regresién y debemos analizar
la bondad de dicho ajuste que daria respuesta a la siguiente pregunta: ;se

ajustan bien los datos a esta ecuacion de regresion?
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Calcularemos el coeficiente de determinacién que es una medida de la correc-
cion del ajuste. Para ello tenemos que descomponer la variabilidad total de las
observaciones de la forma:

SST = SSR + SSE

Utilizando los valores de la tabla 2 (calculo de las sumas de cuadrados para la ecua-
cion estimada de regresion con minimos cuadrados), calculamos SST = suma de
cuadrados total, es la suma de la Gltima columna de Ila tabla 2.

5
SST =3 (y; 7> =13,2
i=1

En la tabla 3 vemos los calculos necesarios para determinar la SSE = suma de
cuadrados debida al error

n “ n
SSE=Y(vi-y)* =Y ¢ =3,2
i=1 i=1

Tabla 3. Calculo de las sumas de cuadrados debidas al error SCE

5 5 2,4 -0,4 0,16
. ; 3,4 0,6 0,36
p 5 4.4 0,6 0,36
s 4 5.4 1,4 1,96
1 7 6,4 0,6 0,36

5 ~
SSE=3 (yi-yy)* =3,2
i=1

La SSR = suma de cuadrados debida a la regresion se puede calcular con facili-
dad usando esta expresion:

5 ~
SSR=Y"(y; - 7)?
i=1

o bien si se conocen SST'y SSE se puede obtener facilmente.
SSR=SST-SSE=13,2-3,2=10

Fl valor del coeficiente de determinacion sera:

R2-S5R_10 _ 5576
SST 13,2
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Si lo expresamos en porcentaje, R?=75,76 %. Podemos concluir que el 75,76%
de la variacién de la puntuacién en la atencion al usuario se puede explicar
con la relacion lineal entre las valoraciones del funcionamiento global del
centro y la atencién al usuario. El ajuste al modelo lineal es bueno. Se consi-

dera un buen ajuste cuando R? es mayor o igual que 0,5.

El coeficiente de correlacion lineal “r” sera ,/0,75760 = | 0,87 |, resultado acor-

de con la estimacién obtenida usando la covarianza.

Solucidn de problemas de regresion lineal simple con programas infor-

maticos

Para resolver el ejercicio empleamos el programa Minitab.

Insertamos los datos del ejemplo 1: “Estudio de los servicios ofrecidos por un
Pasos a seguir

centro de documentacién”. A la variable independiente (Y) la llamamos ATEN

Para crear el grafico una vez in-
(de atencion al usuario) y a la variable dependiente (X) la llamamos FUNC (de troducidos |0% datos en el pro-
grama (1), se sigue la ruta

funcionamiento global) para facilitar la interpretacion de los resultados. Inser- Graph > Scatterplot > Simple

tamos los datos FUNC en la columna C1 y los datos de ATEN en la columna (2)y se rellenan los campos en
la ventana correspondlente se-
C2, con encabezados para obtener el diagrama de dispersion. leccionando las variables (3).

Seleccionad OK para obtener el
diagrama de dispersion.

Figura 5. Pasos a seguir para obtener el diagrama de dispersién

=3 Minitab - MINITAB_EJ1.MPJ - [Worksheet 1 **+] Batiernlols

X

J@ File Edit Data Calc 3Stat | Graph Editor Tools  Window  Help
\With Regression
J = i | = | 3 [~ | K Q Simple ‘With Groups  With Regression  and Groups
BB i
J I LI | IMatrix Plot... .o o
|=" Maraginal Plat,.. ow © ./)‘. )
+ C1 c2 C
. - -
FUNC{X) | ATEN(Y) dh Hstogram... «—
i Dotplot...
1 2 2 iy With Connect  With Connect
2 4 4 itz stem-and-Leaf,.. Line and Groups
3 B g | Probability Flct...
4 8 4 | " Empirical COF... 2—» / f
K] 10a 7 A\, Probability Distribution Plat...
6
|¢_L0 Boxplot, .,
[
— [2? inkerval Plat... Help | o3 Cancel
Scatterplot - Simple £|
1 FUNC(x) ¥ variables | X variables | A
w2 ATENCY) 1 [ATEN(YY  FUNCERY |2
2 |
3
4
5
&
T w
Scale... | Labels. .. | Data View. .. +«— 3
Multiple Graphs. .. | Data Cpkions, .. |
Select |
Help | O, | Cancel
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Obtuvimos el diagrama de la figura 6.

Figura 6. Diagrama de dispersién. Minitab

Scatterplot of ATEN(Y) vs FUNC(X)

7 *
& 4
— T .
=)
=
[}
=
< 4 * *
3_
24 *
T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 5] 7 g 9 10
FUNC(X)

La figura 7 muestra los pasos a seguir para representar la recta de de regresion

de minimos cuadrados:

Figura 7. Pasos a seguir para representar la recta de regresion de minimos cuadrados

2 Minitab - Untitled - [Worksheet 1 ***]

J@ File Edit Data Calc | Stat Graph Edtor  Tools  MWindow Help

Pasos a seguir

Usamos la opcion Stat, se sigue
la ruta Regression > Regression

b i iski 3 - = . Y
J @S| % B @ BesicStatistcs gloedl2amad > Fitted Line Plot (1) y se relle-
J | = 0 | Regression... nan los campos en la ventana
—  aNOMA V| ] Stepuise... correspondiente (2). Seleccio-
+ Fm::(: . ATE:‘ DOE b|| % et ' nad OK para obtener el grafico.
. +—
- ( 2] [Y; Conkrol Charts L4 L,i! Fitted Line Plak, ..
uality Tools |
2 4 4 Ll ?_{E Partial Leask Squares...
= £ ReliabilitySurvival 3
3 Multivariate b |ﬁ Einary Logistic Regression. ..
g 4 -
4 e Saies » Iﬁ COrdinal Logiskic Regression, ..
10 7 =
= Tables » ﬁ Mominal Logistic Reqgression.. .
6 I
7 MNonparametrics »
8 EDA 3
g9 Paower and Sample Size #
10

Fitted Line Plot

Response (Y3 f ()
Predictor {): I 'FIUMCRY

Type of Regression Model
% Linear Quadratic ¢ Cubic +— 2

Select | Graphs... | Options. .. | Starage. .. |
Help | 0K I Cancel I

C1 FUNCE)
Cz2  ATENDY)

Obtuvimos los resultados que aparecen en la figura 8.

A continuacién interpretaremos los resultados:

La figura 8 muestra la gréafica de la ecuaciéon de regresion sobre el diagrama de

dispersion. La pendiente de la ecuacion de regresion (ﬁl = 0,50) es positiva, lo
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que implica que al aumentar las valoraciones del funcionamiento global, las
puntuaciones de atencion al usuario también aumentan.
Figura 8. Grafica de la ecuacion de regresion de minimos cuadrados

Fitted Line Plot
ATEN(YY = 1,400 + 0,5000 FUNC(X)

7 - s 1,03280
R-5g 75,8%
R-Sq(adi) 67,79
6 -
L .
= 5
<
=
[ )
-
<L 4 L] L]
2
24 *

Figura 9. Pasos a seguir para realizar el anélisis de regresién

Pasos a seguir

= Minitah - Untitled - [Worksheet 1 ™*]

J@ File Edit Data Calc | Stat Graph  Edtor Tools  Window Help Se sigue la ruta Stat > Regressi-
= : —— Ni | i on > Regression (1) y se relle-
FH S @ w O 2dl 2B nan los campos en la ventana
J | = i | Regression... correspondiente (2). Seleccio-
= o] Stepwise... nad OK para obtener el analisis
s FUNC(: . ATEQN DOE | i Boet subssts... : de regresion.
- (2) ﬁ; Control Charts ¥ [|# Fitted Line Fiat...
—— lity Tool |
2 4 4 L on ?ﬁE Partial Least Squares...
— B £ ReliabilitySurvival 3
i Multivariate » Iﬁ Binary Logistic Regressiorn. ..
L B 4 e Saies » lﬁ Ordinal Logistic Regression. ..
10 7 =
L Tables ) ﬂ Mominal Logistic Regression,. .
6 T:
7 Monparametrics »
g EDA 3
g9 Power and Sample Size ¥
10
Regression |§|

Cl FUNC() Response: | "ATEM(VY

Cz  ATEM(Y)
Predictars: [ FURCxY|

Select | Results...
Help | ITI Cancel |

Graphs... | Options... |
I

Storage... |

En el cuadro de didlogo de Minitab puede obtenerse mas informacion sobre
resultados seleccionando las opciones deseadas. Por ejemplo, con este cuadro
de dialogo se pueden obtener los residuos, los residuales estandarizados, los
puntos de alta influencia y la matriz de correlacién (estos resultados los co-
mentaremos mas adelante).
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Obtenemos los resultados que aparecen en la figura 10.

Figura 10. Resultados del analisis de regresién. Minitab

Regression Analysis: ATEN(Y) versus FUNC(X)

The regression equation is

ATEM(¥) = 1,40 + 0,500 FUMNC (¥) 4w Ecuaci@r} estimada de
regresion
FPredictor Cosf SE Coef T P
Constant 1,400 1,083 1,29 0,287 } Prueha T
FUMC () a,5000 0,1633 3,06 0,085
3 = 1,03280 R-5c = 75,5% B-Sciadi) = 67,7%

Analysis of Variance

Source DF 33 H3 F F

Regression 1 10,000 10,000 9,38 0,055 Tabla
ATV A

Fesidual Error 3 3,200 1,087

Total 4 13,200

Predicted Values for New Chservations

e
Chs Fit 3E Fit a5% CI a5% PI
1 4,900 0O.420 (3.341; 6.459) [1.262; 5.538) +——Estimados del

intervalo

Values of Predictors for MNew Chservations

e
Chas FUNC ()
1 7.00

¢ Interpretacion de las estadisticas de regresion:
Minitab imprime la ecuacién de regresion en la forma:
ATEN(Y) = 1,40 + 0,500 FUNC(X).

Se imprime una tabla que muestra los valores de los coeficientes a y b. El
coeficiente Constant (ordenada en el origen) es 1,4, y la pendiente con base
en la variable FUNC es 0,50. SE Coef son las desviaciones estandar de cada
coeficiente. Los valores de las columnas Ty P los analizaremos mas adelan-

te al estudiar la inferencia en la regresion.

El programa imprime el error estandar del valor estimado, S =1,03280 mide
el tamario de una desviacion tipica de un valor observado (x,y) a partir de
la recta de regresion. También proporciona la informacién sobre la bondad
de ajuste. Observad que R-Sq = 75,8% (R? = 0,758) es el coeficiente de de-
terminacién expresado en porcentaje. Como hemos comentado en la solu-
cién manual del ejercicio, un valor del 75,8% significa que el 75,8% de la
variacion en la puntuacion de atencion al usuario puede explicarse por me-
dio de la valoracién obtenida en el funcionamiento global del centro. Se
supone que el 24,2 % restante de la variacion se debe a la variabilidad alea-

toria. El resultado R-Sq(adj) = 67,7% (R? ajustado) es un valor corregido de
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acuerdo con la cantidad de variables independientes. Se tiene en cuenta al
realizar una regresion con varias variables independientes y se estudiara
mas adelante al tratar la regresion multiple.

Interpretacion del analisis de la varianza:

La salida de Minitab analiza la variabilidad de las puntuaciones de atencién
al usuario. La variabilidad, como hemos explicado anteriormente, se divide
en dos partes: SST = SSR + SSE.

SS Regresion (SSR) es la variabilidad debida a la regresion, SS Error (SSE) es
la variabilidad debida al error o variabilidad aleatoria, SS Total (SST) es la
variabilidad total. El resto de la informacién se ira viendo mas adelante al

tratar la regresion lineal multiple.

Interpretacion del valor estimado de predicciéon y del intervalo de confian-
za de 95% (95% C.1.) y el estimado del intervalo de prediccion (95% P.1.)
de la atencidn al usuario para el valor 7 de funcionamiento global. El valor
estimado para Atencién al usuario es 4,9.

A continuacién calcularemos el coeficiente de correlacién lineal como se
indica en la figura 11.

Figura 11. Pasos a seguir para calcular el coeficiente de correlacion

= Minitab - MINITAB_EJ1.MPJ - [Worksheet 1 ***]

J@ File Edit Data Calc | Stat Graph Editor  Tools  Window Help

= N = . A Al
J =5 n | @ | é{: E < Display Descriptive Statistics. ..
J I— Reqgression L4 Es Store Descripkive Statistics. ..
= it
—] AMOVA 4 g; Graphical Surmary. ..
+ C1 (i
DOE 3
FUNC(X) | ATEN(Y) 12 1-Sample Z... «— 1
Control Charts 3
1 2 2 1t 1-Samplet...
———1 uality Tools 3

2 4 n 2t zsamplet..
= Reliability Survival 3

3 B 5 S 4 Pairedt...

T g 2 Multivariate 3
T 10 7 Time Series »| 1P 1 Propartion...
———— Tables » | 2P 2 Proportions. ..
B T:
1 .
7 Monparametrics »| sp l-5ample Poisson Rate...
T EDA » 52,: 2-5ample Poisson Rate...

9 Paower and Sample Size ¥ | g2 1 variance. ..

10 “i,; 2 Mariances...

1

12 .

? COv Covariance. ..

14 ﬁ Mormality Test, ..

15 2 ’ :
Rt W, Goodness-of-Fit Test For Poisson, ..
Correlation |§|

C1 o FUNC(R) Variables:

2 ATENGY)

¥ Display p-values
Select [ Store matrix (display nothing)
Help | OF I Cancel

Pasos a seguir

Para crear el gréfico se sigue la
ruta Stat > Basic Statistics >
Correlation (1)y se rellenan los
campos en la ventana corres-
pondiente (2). Seleccione OK
para obtener el coeficiente de
correlacion lineal.
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Obtuvimos los resultados que aparecen en la figura 12.

Figura 12. Resultados del analisis de correlacién

Correlations: FUNC(X); ATEN(Y)
Pearson correlation of FUNC (Z)
P-alue = 0,055

and ATEM(Y) = 0,870

e Interpretacion del andlisis de correlacion:

Como r =0,870, podemos decir que existe correlacion lineal positiva entre
las valoraciones obtenidas de atencién al usuario y las valoraciones del fun-
cionamiento global del centro. El funcionamiento esta asociado positiva-

mente con la atencién al usuario.

Obsérvese que R%=0,758, por lo que \/F =./0,758 =0,87 =r

Atenciéon

Para resolver el ejemplo 1. “Estudio de los servicios ofrecidos por un centro de

documentaciéon” se emplea Microsoft Excel.
La figura 13 muestra el correspondiente output que ofrece Microsoft Excel.

Se observa que las estadisticas de regresion coinciden con las obtenidas con
Minitab.

Para poder hacer la regresion
con MS Excel es necesario ins-
talar previamente un comple-
mento llamado “Analisis de
datos”. Para instalar las herra-
mientas de analisis de datos,
haced clic en Herramientas >
Complementos, y en el cuadro
de didlogo activar: Herrami-
entas para andlisis.

Figura 13. Resultados del andlisis de regresion del ejemplo 1. “Estudio de los servicios ofrecidos
por un centro de documentacién”. Excel

A | B 5 D | E IF | G | H |

_1 |Resumen

2

3 Estadisticas de la regresion
_4 |Coeficiente de correlacidn miltiple 0,67035528
_5 |Coeficiente de determinacidn R42 0,757575758
_B |R*2 ajustadn 0E7E767677
_ 7 |Errortipico 1032795559

8 |Observaciones 5

g

10 [ANALISIS DE WARIANZA

i Grados de libertad Suma de cusdrados | Promedio de los cuadrados F Valar critico de F
_12 |Regresidn 1 10 10 9,375 0,054312524
_13 |Residuos 3 32 1056665657

14 |Total 4 13,2

18

16 Cosficientes Error Hpico Estadistico t Frobabilidad Inferior 95% Superior 95% | Inferior 95,0% | Superiar 95,0%
17 |Intercepeidn 14 1,083205121 1292460655 | 0,28574453 -2047242134 | 4847242134 2047242134 4847242134
18 |Funcionamiento () 05 0,153299316 3051862178 0,05431252 -0,018631305| 1,019831305 -0,019531305 1,013691305
12
20|
| 2 |
22 |Analisis de los residuales Resultados de datos de probahilidad

23

24 Obsenacion FProndstico Atencion (V] Residuos Percentil Atencidn [ ¥)
25| 1 24 04 10 2
26 | 2 34 o0& 30 4
27 3 44 06 50 4
28 | 4 54 -14 70 5

] 5 64 06 20 7
30|

Diagnostico de la regresion

Al igual que en cualquier procedimiento estadistico, cuando se efectia una re-
gresion en un conjunto de datos se hacen algunas suposiciones importantes,

y en este caso son cuatro:

1) El modelo de linea recta es correcto.
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2) Los errores o residuos siguen una distribucién aproximadamente normal
de media cero.
3) Los errores o residuos tienen una varianza constante o2,

4) Los errores o residuos son independientes.

Siempre que usen regresiones para ajustar una recta a los datos, deben consi-
derarse estas suposiciones. Comprobar que los datos cumplen estas suposicio-
nes supone pasar por una serie de pruebas llamadas diagnosis que se describen

a continuacion.
Prueba de suposicion de linea recta.

Para comprobar si es correcto el modelo de linea recta se usa el grafico de dis-

persion con el ajuste a la recta de minimos cuadrados (ejemplo 1, figura 14).

Figura 14. Gréfica de la ecuacién de regresion del ejemplo 1

Grafica de la ecuacién de regresion

M oW B L O N
1

Atencién usuario

Funcionamiento

Analisis de residuos

Una vez hecho el ajuste de un modelo de regresion lineal a los datos muestra-
les, hay que efectuar el andlisis de los residuos o errores. Este andlisis, que a
continuacién comentaremos de forma breve e intuitiva, nos servira para hacer

un diagnostico del modelo de regresion.

Otra forma de ver si los datos se ajustan a una recta es realizando un gréfico
de los residuos (¢; = y; — }71. ) en funcién de la variable predictora (X). En el eje
horizontal se representa el valor de la variable independiente (X) y en el ver-

tical los valores de los residuos (e;).

Podemos calcular los residuos manualmente segiin habiamos indicado en la
tabla 3.

En la figura 15 presentamos 4 ejemplos de graficos de residuos o errores.
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Figura 15. Diagrama de residuos

Diagramas de residuos

(@ (b)
Residuos Residuos
2 . 14 .
N 0"“““7“‘““““‘?“"
[]___‘_________-___ _____ -~
iy -1 - .
-2 T T T T - T -2 |. T T T T it
5 6 7 8 9 10 5 6 7 8 9 10
X X
. (© . d
Residuos Residuos @
34 + A
2 14
14 [ -
(1 A A’
-1 T T T T = .I -2 |. T T T T
5 6 7 & 9 10 7 8 9 10 11 12 13
X X

Podemos observar que de los cuatro, s6lo el primero no presenta ningan
tipo de estructura, los residuos se distribuyen aleatoriamente, de manera
que sélo tendria sentido la regresioén hecha sobre la muestra (a). Si los pun-
tos se orientasen en forma de “U” (o “U” invertida), habria problemas con
este supuesto, como es el caso de la muestra (b). Los residuos del diagrama
(¢) y (d) no se distribuyen aleatoriamente, por lo que no se cumple el su-
puesto de linealidad.

En el mismo grafico también podemos observar si los residuos tienen varianza -
Valor atipico

constante (supuesto 3). Si la varianza de los errores es constante para todos los
Por valor atipico entendemos
un valor muy diferente de los

da horizontal de los puntos, como en (a). Si forman una flecha (en un extremo g;r:rsrg r?e‘:)e muy posiblemente

valores de X, la grafica de residuales debe mostrar un patréon similar a una ban-

se agrupan mucho mas que en el otro), caso (d), entonces este supuesto falla.
También es conveniente estar atentos ante la posible existencia de valores ati-
picos o valores extremos (outliers), pues éstos podrian afectar.

También podemos usar un grafico de residuos en funcién del valor estimado
o predicho y. Esto lo representaremos graficamente mediante un diagrama de
dispersion de los puntos (yi,e,-), es decir, sobre el eje de las abscisas represen-
tamos el valor estimado y, y sobre el eje de ordenadas, el valor correspondien-
te del residuo, es decir, ¢;=y; —y; -

Figura 16. Gréfico de residuos en funcién
de valor estimado o predicho )A/

¢ [ ] e o @®
;:,::
... ... ...

° ...... :
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Si el modelo lineal obtenido se ajusta bien a los datos muestrales, entonces la
nube de puntos ()A/l-,ei) no debe mostrar ningtn tipo de estructura. Para la re-
gresion lineal simple, la grafica de residuos en funcion de X y los de residuos
en funci6on de )A/ dan la misma informacién. Para la regresiéon maltiple, la gra-
fica de residuos en funcién de y se usa con mas frecuencia porque se maneja
mas de una variable independiente.

Para comprobar el segundo supuesto de que los errores o residuos siguen una dis-

tribucion aproximadamente normal usaremos la grafica de probabilidad normal.

Consideramos de nuevo el ejemplo 1. “Estudio de los servicios ofrecidos por
un centro de documentacioén” y realizamos la diagnosis con Minitab a fin de

comprobar si se cumplen las condiciones del modelo.

En la figura 17 se indican los pasos a seguir para crear un grafico de los residuos

en funcién de la variable de prediccién con Minitab:

Figura 17. Pasos a seguir para crear un gréfico de los residuos
en funcién de la prediccién

Fitted Line Plot - Graphs @

Cl FUNC(X)
C2  ATEM(Y)

Residuals for Plots:
f+ Reqular " Standardized ¢ Deleted

Residual Plots

& Individual plots
[ Hiskogram of residuals
™ Mormal plot of residuals
I~ Residuals versus fits
I™ Residuals versus order

" Four in one

Residuals versus the variables:
‘ IFUMC ()

K | Cancel

Obtenemos la grafica que aparece en la figura 18.

Figura 18. Gréfica de los residuos en funcién de la variable independiente

Residuals Versus FUNC(X)
(response is ATENCY))
. . .
=
0,0
T
=
= .
? -05
&
-1,04
*
-1,54
T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 5] 7 =] 9 10

FUNC{X)

Pasos a seguir

Sesigue la ruta Stat > Regression
> Fitted Line Plot > Linear >
Graphy se rellenan los campos
correspondientes. Seleccione
OK para obtener el gréfico de
residuos.
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Los valores residuales se distribuyen aleatoriamente y no presenta ningtn tipo
de estructura, por consiguiente concluimos que la gréfica de los residuos no
muestra evidencia de incumplir el supuesto de linealidad y podemos por aho-
ra concluir que el modelo lineal simple es valido para el ejemplo “Estudio de

los servicios ofrecidos por un centro de documentacién”.

En el mismo grafico podemos observar que los residuos tienen varianza cons-

tante ya que parecen estar en la banda horizontal.

A fin de comprobar si se cumplen el resto de las condiciones del modelo, se-
leccionamos la opcion Graphs y completamos los campos segtn se indica en
la figura 19:

Figura 19. Pasos a seguir para crear un grafico de los residuos en
funcién de los valores estimados (fits)

Regression - Graphs E|
C1 FUNC() Residuals For Ploks:
CZ ATEMNY)Y {* Reqular (" standardized " Deleted

Residual Ploks

(" Individual plots
[ Histogram of residuals
[v Mormal plot of residuals
[v Residuals versus fits
[ Residuals wersus order

(" Four in ane

Residuals versus the variables:

Help QK | Cancel

La figura 20 presenta el grafico de los valores residuales frente a los valores estima-
dos y el significado es analogo al de la figura 18. Los residuos se distribuyen alea-
toriamente, no presenta ningin tipo de estructura, y podemos concluir que es
valido el modelo lineal simple.

Figura 20. Gréfica de los residuos en funcién de los valores estimados
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En la gréfica de la figura 21 podemos comprobar que los residuos siguen una
distribucién aproximadamente normal, ya que los puntos se acercan bastante
a una recta (esta hipotesis s6lo plantearia dificultades si estos puntos se aleja-
sen de la forma lineal):

Figura 21. Gréfica de probabilidad normal
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Inferencia en la regresion: constrastes de hipotesis e intervalos de confianza

Al hacer un analisis de regresiéon se comienza proponiendo una hipétesis
acerca del modelo adecuado de la relacion entre las variables dependiente e
independiente. Para el caso de regresion lineal simple, el modelo de regre-
sidén supuesto es:

Yy =Bo +B1x; +g

A continuacién aplicamos el método de minimos cuadrados para determinar
los valores de los estimadores By y B; de los parametros del modelo. La ecua-
cién estimada de regresion que resulta es:

}A’Z 60 +61Xi

Ya hemos visto que el valor del coeficiente de determinacion (R?) es una me-
dida de bondad de ajuste de esta ecuacién. Sin embargo, aun con un valor
grande de R? no se deberia usar la ecuacion de regresion sin antes efectuar un
analisis de la adecuacion del modelo propuesto. Para ello se debe determinar
el significado (o importancia estadistica) de la relacién. Las pruebas de signifi-
cacion en el analisis de regresion se basan en los siguientes supuestos acerca
del término del error ¢:

1) El término del error € es una variable aleatoria con distribucién normal con
media, o valor esperado, igual a cero.

2

2) La varianza del error, representada por o<, es igual para todos los valores de x.
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3) Los valores de los errores son independientes.

Base para la inferencia sobre la pendiente de la regresiéon poblacional

Sea ; la pendiente del modelo de regresion y ﬁl su estimacion por mi-
nimos cuadrados (basada en observaciones muestrales). Si se cumplen
los supuestos acerca del termino del error expuestos anteriormente, la
pendiente del modelo de regresion 1 se distribuye como una t de Stu-
dent con (n — 2) grados de libertad.

A

B1-B1

==L
By

Para obtener el estadistico de contraste, calcularemos:

Sﬁl es la desviacion estandar estimada de B4,

s es el error estandar de los estimados. Para calcularlo, se divide la
suma de las desviaciones al cuadrado por n — 2, que son los grados de
libertad.

1

n
“\2
n_ZZ(J’i—Yi)

i=1

S =

En el analisis de regresion aplicado, primero se desea conocer si existe una
relacion entre las variables X e Y. En el modelo se ve que si B; es cero, en-
tonces no existe relacion lineal: ¥ no aumentaria o disminuiria cuando au-
menta X. Para averiguar si existe una relacion lineal, se puede contrastar la

hipoétesis

Hoi Bl =0
frente a

Hll Bl =0

Se puede contrastar esta hipotesis utilizando el estadistico t de Student

BB _Bi-0_ By

Sﬁl Sﬁl Sﬁl
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que se distribuye como una t de Student con n — 2 grados de libertad. La ma-
yoria de los programas que se emplean para estimar regresiones la desviacién
estandar de los coeficientes y el estadistico t de Student para 1 = 0. Las figuras
10 y 13 muestran respectivamente las salidas de Minitab y Excel correspon-
dientes al ejemplo del estudio de los servicios ofrecidos por un centro de do-

cumentacion.

En el caso del modelo de ejemplo, el coeficiente de la pendiente es ﬁl =0,50
con una desviacién estandar Sfy] =0,1633. Para saber si existe relacion entre la
atencion al usuario, Y, y el funcionamiento global, X, se puede contrastar la
hipotesis H, : B; =0 frente a Hy : 1 # 0. Este resultado se obtiene en el caso de
un contraste de dos colas con un nivel de significacién a = 0,05 y 3 grados de

libertad.

El estadistico t calculado es:

t= 0,50-0 =3,06 Recordad
0,1633

El p-valor es la probabilidad de

P . ., que una variable aleatoria su-
El estadistico t resultante, t = 3,06, mostrado en la salida de regresion de la pere el valor observado para el
figura 22, es la prueba definitiva para rechazar o aceptar la hipotesis nula. En estadistico de contraste.

e Sip-valor < a, se rechaza Hy.

este caso el p-valor es 0,055; como p-valor > 0,05 (no podemos rechazar la e Si pvalor > a, no se recha-

Hy: B1 =0al nivel de significacion de a.= 0,05), se acepta que [31 =0. Por lo tan- za Ho.

to, no se puede afirmar que exista una relacion lineal entre las valoraciones del
funcionamiento global y la atencién al usuario a un nivel de confianza del
95% (nivel de significacion del 0,05).

Figura 22. Resumen de la figura 10. Resultados del andlisis de regresién. Minitab

Regression Analysis: ATEN(Y) versus FUNC(X)
The regression equation is

ATEM(Y) = 1,40 + 0,500 FUNC (X

Predictor Coef 3E Coef T F
Constant 1, 400 1,083 1,29 0,287

FUNC [ X) 0,5000 0,1633 3,06 0,055

S = 1,03280 R-Sg = 75,8% R-Sgiadj) = &67,7%

Si el nivel de significacion se hubiera fijado del 10% (o = 0,10), se podria re-
chazar Hy, ya que el p-valor < 0,10, los resultados indicarian que B; #0 y en
este caso se podria decir que a un nivel de confianza del 90% existe relacion

lineal entre ambas variables.

Intervalo de confianza para la pendiente

Se puede obtener intervalos de confianza para la pendiente ; del modelo de
regresion utilizando los estimadores de los coeficientes y de las varianzas que

se han desarrollado y el razonamiento utilizado en el mé6dulo 2.
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Si los errores de la regresion g; siguen una distribucién normal y se cum-
plen los supuestos de la regresion, se obtiene un intervalo de confianza
al (1 — )% de la pendiente del modelo de regresion simple B; de la si-

guiente forma:

~

B1- tn—Z,a/ZSﬁl <B1<Pr+ti2,u 1253,

donde t,_, ;2 es el namero para el que
Pty >ty 2,6/2)=0/2

el estadistico t,,_, sigue una distribucion t de Student con (n — 2) gra-
dos de libertad.

En la salida del analisis de regresion de la atencién al usuario respecto al funcio-
namiento global del centro de documentacion de la figura 22, se observa que

n=5 p;=0,50 Sp, = 0,1633

Para obtener el intervalo de confianza al 95% de B, (1-a)=095yn-2=3
grados de libertad, es necesario calcular el valor critico de la t-Student. En este
casocon n—2 =35 -2 =3 grados de libertad y a/2 = 0,05/2 = 0,025. Se puede

obtener utilizando las tablas de la distribucion t de Student o con el ordenador.
Si se utiliza Minitab, los pasos a seguir se muestran en la figura 23.

Figura 23. Pasos a seguir para calcular el valor critico t

t Distribution g|
™ Probability density

™ Cumulative probability

¥ Inverse cumnulative probability

Moncentrality parameter: | 0.0

Degrees of freedom: 3
" Input colurmn:
Optional storage:
f« Input constant: 0.975
Q Optional storage:

=]

Cancel |

Help

Figura 24. Resultados de calculo del valor critico t. Minitab

Pasos a seguir

Inverse Cumulative Distribution Function

Jtudent's t distrilbution with 3 DF

Pl X <=x) X
0.975 3.13245

Se sigue la ruta Calc > Probabi-
lity Distributions > ty se relle-
nan los campos en la ventana
correspondiente. Seleccionad
OK para obtener el output de la
figura 24.
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el valorde t, 2 q/2 =t3,0,025 = 3,18
Por lo tanto, el intervalo de confianza al 95% sera
0,50 - (0,1633) (3,18) < B < 0,50 + (0,1633) (3,18)
O sea
-0,019 < B < 1,0193

Por tanto, el intervalo de confianza buscado es: 0,50 + 3,18245 - 0,1633, i. e.,
se puede afirmar con una probabilidad del 95% que B; se encuentra en el in-
tervalo de extremos -0,0197 y 1,0197.

En la tabla 4 se presentase el intervalo de confianza calculado con Ex-
cel. El resumen muestra en las ultimas columnas los valores estimados
de intervalo de confianza del 95% para los pardmetros de regresién B
y By, también las desviaciones estandar estimadas (columna Error tipi-
co), el valor estadistico t (columna Estadistico t) y 1os p-valores (columna
Probabilidad).

Tabla 4. Resumen de la figura 13 (Resultados del andlisis de regresion. Excel)

Intercepcién 1,4 1,08320512 1,29246066 0,286745 -2,047242 4,847242134

Funcionamiento (X) 0,5 0,16329932 3,06186218 0,054913 -0,019691 1,019691305

3.2. Modelos de regresion simple no lineales:
modelo cuadratico y cabico

Existen algunas relaciones que no son estrictamente lineales, y se pueden de-
sarrollar métodos con el fin de poder utilizar los métodos de regresion para es-
timar los coeficientes del modelo.

Aparte de los modelos de regresion lineales, se pueden establecer otros que
no son lineales, entre los cuales destacamos: el modelo cuadratico y el ca-
bico, que son modelos curvilineos. Cada modelo corresponde con el grado
de la ecuacion, siendo Y la respuesta y X la variable predictora, By la orde-
nada en el origen, y B, B, Y B3 los coeficientes. Es importante escoger el
modelo apropiado cuando se modelizan datos usando regresion y analisis
de tendencia.
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Modelo cuadratico: Y = By + B1X + By X?

Modelo cubico: Y = B, + By X + By X2 + 53X3

Para determinar qué modelo utilizar, se representan previamente los datos
(diagrama de dispersion) y se calcula el coeficiente de correlaciéon lineal de
Pearson. Conviene recordar que dicho coeficiente “r” mide el grado de asocia-
cién que existe entre las variables X e Y cuando se ajusta a su nube de puntos
una linea recta, pero no mide el grado de ajuste de una curva a la nube de pun-
tos. Podria darse el caso de que la relacion entre las variables fuera grande, s6lo
que distribuida a lo largo de una curva, en cuyo caso, al ajustar a una recta se
obtendria un coeficiente de correlacion lineal “r” y un coeficiente de determi-
nacién “R%” bajo. Calculariamos el ajuste simultdneo a los modelos no lineales
(cuadrético y ctbico) y se calcularian los coeficientes de determinacion para
ambos modelos para determinar la bondad del ajuste. El mejor modelo sera el

que presente el valor mas elevado de R%.

Los métodos de inferencia para los modelos no lineales transformados son los
mismos que se han desarrollado para los modelos lineales. Asi, si se tiene un
modelo cuadratico, el efecto de una variable X esta indicado por los coeficien-

tes tanto de los términos lineales como de los términos cuadraticos.
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Ejemplo. Nimero de visitantes a un museo (estimacion de un modelo
cuadratico utilizando Minitab)

Se desea estudiar la variacién entre el nimero de visitantes a un museo en fun-
cién del niimero de obras visitadas. La tabla 5 muestra el niimero de visitantes
y el nimero de obras visitadas. Se han seleccionado aleatoriamente los datos
correspondientes a 6 dias.

Tabla 5. Ndmero de visitantes a un museo

Numero de visitantes (Y) 22 24 26 30 35 40

Numero de obras visitadas (X) 12 21 33 35 40 36

Con estos datos podemos deducir si existe relaciéon entre ambas variables y si

las variables estan relacionadas establecer el mejor modelo.

La figura 25 representa el diagrama de dispersion para estos datos. El diagrama
de dispersion indica que posiblemente hay una relacién curvilinea entre el na-
mero de de obras visitadas y el namero de visitantes.

Figura 25. Diagrama de dispersién para ejemplo 2. Minitab

Scatterplot of Numero de visitantes () vs Namero de obras visitadas
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Antes de deducir la ecuacién curvilinea entre nimero de obras visitadas y na-
mero de visitantes, se realiza el ajuste a un modelo de regresion lineal simple
(de primer orden) siguiendo los pasos que muestra la figura 26.

Figura 26. Pasos a seguir para comprobar el modelo lineal
Pasos a seguir

Fitted Line Plot -
Se sigue la ruta Stat > Re-
C1  Nimero de obras visitadas ([0 | R NEEe) gresion > Fitted Line Plot >
2 Mdmero de visita ; Lineary se rellenan los campos
Predictor (#): | 'imero de obras en la ventana correspondiente.
Seleccionad OK para obtener el
Type of Reqgression Model output de la figura 27 y 28.
(¢ Linear " Quadrakic " Cuobic

Graphs. .. | Options... | Skorage... |
Help O | Zancel |
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Figura 27. Gréfica de la ecuacion de regresién de minimos cuadrados

Fitted Line Plot
Marnero de visitantes (¥) = - 6,77 + 1,230 Nlrmero de obras visitadas (0

45 s 726928
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Figura 28. Resultados del andlisis de regresién. Modelo lineal simple

Regression Analysis: Niamero de visitantes (Y) versus Nimero
de obras visitada

The regre=ssion equation i=

MNiawero de wisitantes (Y) = - 6,77 + 1,230 Muero de ohras
vigitadas ()

% = 7,26028 R-Sq = 63,1% R-Sgiadj) = 53,9%

Analvsis of Variance

Jource DF 33 il F F
Regression 1 362,130 362,130 6,85 0,059
Error 4 211,370 52,542

Total 5 573,500

Observamos que con el modelo lineal se explica un 63,1% de la variabilidad

del ntmero de visitantes (R% = 63,1%). La ecuacién de ajuste es:
Numero de visitantes (Y) = -6,77 + 1,230; nimero de obras visitadas (X)

A continuacion se presenta el ajuste del modelo cuadrético y, como se puede
ver en la grafica de la figura 29, los puntos se ajustan mejor a una funcién no

lineal.

Figura 29. Gréfica del ajuste cuadratico

Fitted Line Plot
NOmero de visitantes () = - 168,9 + 12,19 Namero de cbras visitadas (¢
- 0,1770 Mumero de obras visitadas (0% *2
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Observamos que el ajuste cuadratico es muy bueno con un valor de R?=94,5%
que mejora el ajuste lineal. La ecuacién de ajuste es:

Numero de visitantes (Y) =-168,9 + 12,19; namero de obras visitadas —0,1770;

namero de obras visitadas?

Figura 30. Resultados del analisis de regresién. Modelo cuadratico

Polynoemial Regression Analysis: Namero de visita versus Namero
de obras

The regression equation is

Nuawero de wisitantez (¥] = - 168,9 + 12,19 Nawero de ohras
wigitadas (X)) - 0,1770 Nuamero de ohras visitadas () ¥%2
S = 3,24822 R-Sg = 94,5% ERE-Sgiadj) = 90,8%

Ahaly=si= of Wariance

Jource oF 33 M3 F P
Fegression 2 541,847 270,924 25,65 0,013
Error 3 31,853 10,551

Total & E73,500

Secquential Analysis of Variance

SJource oF 33 F P
Lin=ar 1 362,130 6,85 0,059
Cmadratic 1 179,717 17,053 0,026

A continuacién se presenta el ajuste del modelo ctbico:

Figura 31. Graéfica del ajuste cibico

Fitted Line Plot
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Figura 32. Resultados del analisis de regresién. Modelo clbico

Miuwero de visitantes

- 420,929 + 37,75 NMimero de obras visitadas (X

Polynomial Regression Analysis:
Mamero de visita versus Niamero de obras

The regression equation i=s

(T =

- 1,021 Niawero de ohras vigitadas () ¥+2

+ 0,009051 Nimero de obras wisitadas () **3

3 0= 3,22941 BE-8q = 96,4% B-Sqgiadj) = 90,9%
hnalysis of Variance

Source DF 33 Juis] F P
Fegression 3 55Z,6d2 154,214 17,66 0,054
Error 2 20,858 10,429

Total 5 573,500

Secquential Lnalvsis of Variance

Source oF =] F P

Linear 1 362,130 6,55 0,059

Cuadratic 1 1vs,717 17,03 0,026

Cubie 1 10,735 1,04 0,416

El ajuste al modelo ctibico también es bueno con un valor alto de R? = 96,4 %

que mejora el ajuste lineal e iguala al cuadratico.

La ecuacion de ajuste es:

Numero de visitantes (Y) = —420,9 + 37,75 Namero de obras visitadas —1,021

Nuamero de obras visitadas® + 0,009081 Ndamero de obras visitadas®

Analizando la significatividad de los modelos mediante el p-valor, el modelo

cuadratico por tener el menor p-valor (p-valor = 0,026) es el mds significativo,

por lo que se elegiria como mejor ajuste el cuadratico.

La figura 33 muestra el correspondiente output que ofrece Microsoft Excel del

ejemplo 2. “Namero de visitantes a un museo”. Seleccionando la opcién

Tipo de tendencia poligonal de segundo orden, que coincide con el ajuste cua-

dratico elegido con Minitab (figuras 29 y 30). La ecuacion de ajuste y el valor

de R? coinciden con las obtenidas con Minitab.



CC-BY-SA « PID_00161061 40 Relacién entre variables: causalidad, correlacion y regresion

Figura 33. Gréfica del ajuste cuadratico. Excel

Nimero de visitantes versus nimero de obras
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3.3. Transformaciones de modelos de regresion no lineales:
modelos exponenciales

Algunas relaciones entre variables pueden analizarse mediante modelos expo-
nenciales. Por ejemplo las relaciones entre la variable tiempo (X) y otras varia-
bles (Y) como la poblacién, los precios de algunos productos, el nimero de
ordenadores infectados son exponenciales. Los modelos exponenciales de de-

manda se utilizan mucho en el analisis de conducta del mercado.

El modelo exponencial es del tipo:

y =ka* cona>0,k>0

donde k y a son valores constantes.

Para tratar este modelo se realizara una transformacién de las variables de ma-
nera que el modelo se convierta en lineal.

Si en la ecuacién y = ka* tomamos logaritmos In y = In(ka*), obtenemos, por
aplicacion de las propiedades de los logaritmos:

Iny=Ink+xlna

Esta ecuacion muestra un modelo lineal entre las variables X y In Y.

Curva en un modelo
exponencial

En el modelo lineal se ajusta la
nube de puntos a una recta de
ecuacién:

y =a+bx

En el modelo exponencial se
ajusta a una curva de ecuacion:

y =ka* cona>0,k>0

Propiedades
de los logaritmos

Inab=1Ina +Inb

Ina* = xlna
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Si representamos el diagrama de dispersion de los puntos (x;, In y;) y la nube
de puntos presenta una estructura lineal, se puede pensar que entre las varia-

bles X e Y hay una relacién exponencial.
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4. Modelos de regresion miultiple

En el apartado 3.1 hemos presentado el método de regresién simple para ob-
tener una ecuaciéon lineal que predice una variable dependiente o end6gena
en funcién de una tnica variable independiente o exdégena: namero total de
libros vendidos en funcion del precio. Sin embargo, en muchas situaciones,
varias variables independientes influyen conjuntamente en una variable de-
pendiente. La regresion multiple permite averiguar el efecto simultdneo de va-
rias variables independientes en una variable dependiente utilizando el

principio de los minimos cuadrados.

Existen muchas aplicaciones de la regresion multiple para dar respuesta a pre-

guntas como las siguientes:

(En qué medida el precio de un ordenador depende de la velocidad del proce-

sador, de la capacidad del disco duro y de la cantidad de memoria RAM?

¢{Como relacionar el indice de impacto de una revista cientifica con el namero

total de documentos publicados y el namero de citas por documento?

¢El sueldo de un titulado depende de la edad, de los afios que hace que acabd

los estudios, de los afios de experiencia en la empresa, etc.?

¢(El precio de alquiler de un piso depende de los metros cuadrados de superfi-

cie, de la edad de la finca, de la proximidad al centro de la ciudad, etc.?

¢El precio de un coche depende de la potencia del motor, del namero de puer-
tas y de multitud de accesorios que puede llevar: airbag, ordenador de viaje,

equipo de alta fidelidad volante deportivo, llantas especiales, etc.?

Los métodos para ajustar modelos de regresion multiple se basan en el mismo

principio de minimos cuadrados explicado en el apartado 3.1.

Nuestro objetivo es aprender a utilizar la regresién multiple para crear y ana-
lizar modelos. Por lo tanto se aprendera como funciona la regresiéon multiple
y algunas directrices para interpretarla. Comprendiendo perfectamente la re-
gresion maultiple, es posible resolver una amplia variedad de problemas aplica-
dos. Este estudio de los métodos de regresion multiple es paralelo al de
regresion simple. El primer paso para desarrollar un modelo consiste en la se-
leccién de las variables y de la forma del modelo. A continuacién, estudiamos
el método de minimos cuadrados y analizamos la variabilidad para identificar

los efectos de cada una de las variables de prediccion.
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Después estudiamos la estimacion, los intervalos de confianza y el contraste
de hipotesis. Utilizamos aplicaciones informaticas para indicar como se aplica

la teoria a problemas reales.

Desarrollo del modelo

Cuando se aplica la regresion multiple, se construye un modelo para explicar
la variabilidad de la variable dependiente. Para ello hay que incluir las influen-
cias simultaneas e individuales de varias variables independientes. Se supone,
por ejemplo, que se quiere desarrollar un modelo que prediga el precio de las
impresoras laser que desea liquidar una empresa. Un estudio inicial indicaba
que el precio estaba relacionado con el ntimero de paginas por minuto que la
impresora es capaz de imprimir y los afios de antigiiedad de la impresora en
cuestion. Eso llevaria a especificar el siguiente modelo de regresion multiple

con dos variables independientes.

y=PBo+B1x1 +Pox2+e

donde:

Y = precio en euros
X1 = ntmero de paginas impresas por minuto
X, = afios de antigiiedad de la impresora

La tabla 6 contiene 12 observaciones de estas variables. Utilizaremos estos da-
tos para desarrollar el modelo lineal que prediga el precio de las impresoras en
funciéon del nimero de paginas impresas por minuto y de los afios de antigtie-

dad de la impresora.

Tabla 6. Datos del ejemplo “Estudio sobre el precio de impresoras laser en funcién de su
velocidad de impresién y la antigiiedad del modelo”. Nota
X 6 6 6 6 8 8 8 8 12 12 12 12 En el caso general empleare-
mos k para representar el nd-
5% 6 4 2 0 6 4 2 0 6 4 2 0 mero de variables
independientes.

Y 466 | 418 | 434 | 487 | 516 | 462 | 475 | 501 | 594 | 553 | 551 | 589

Pero antes de poder estimar el modelo es necesario desarrollar y comprender

el método de regresion multiple.

El modelo de regresion multiple es

Y =Bo +P1x1 +Boxo +... + Py + g

Donde By, B1, B2,--- , Bx son los coeficientes de las variables independientes o

exogenas y ¢ (letra griega épsilon) es el error o residuo y es una variable alea-
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toria. Mas adelante describiremos todos los supuestos del modelo para el mo-
delo de regresion multiple y para «.

Los coeficientes en general no se conocen y se deben determinar a partir de los
datos de una muestra y empledndose el método de minimos cuadrados para
llegar a la ecuacién estimada de regresion que mas se aproxima a la relaciéon
lineal entre las variables independientes y dependiente. El procedimiento es
similar al utilizado en la regresiéon simple. En la regresién multiple el mejor
ajuste es un hiperplano en espacio n-dimensional (espacio tridimensional en
el caso de dos variables independientes, figura 34).

Figura 34. Gréfica de la ecuacion de regresion, para el anélisis de regresién multiple
con dos variables independientes

Residuo

X2

X4

Valor estimado

Los valores estimados de la variable dependiente se calculan con la ecuaciéon

estimada de regresion multiple:

Y =Bg +Byx1 +Boxo +... + BrX

Donde ﬁo,ﬁl,ﬁz,...,ﬁk son los valores de los estimadores de los pardmetros o
coeficientes de la ecuacion de regresion multiple, la deduccion de estos coefi-
cientes requiere el empleo del algebra de matrices y se sale del propésito de
este texto. Asi, al describir la regresién multiple lo enfocaremos hacia como se
pueden emplear los programas informaticos de célculo para obtener la ecua-
cion estimada de regresion y otros resultados y su interpretacion, y no hacia

como hacer los célculos de la regresion multiple.

Considerando de nuevo el modelo de regresion con dos variables indepen-
dientes del ejemplo 3. “Estudio sobre el precio de impresoras laser en funciéon
de su velocidad de impresion y la antigiedad del modelo”. Utilizando los da-
tos de la tabla 6 se ha estimado un modelo de regresion mualtiple, que se ob-

serva en la salida Minitab de la figura 35.

Criterio de minimos
cuadrados

miné“(y, —)A/f)z

Donde:

y; = valor observado de la va-
riable dependiente en la i-ési-
ma observacion.

y; = valor estimado de la varia-
ble dependiente en la i-ésima
observacion.




CC-BY-SA « PID_00161061 45

Relacién entre variables: causalidad, correlacion y regresion

Figura 35. Resultados del ejemplo 3 del analisis de regresiéon miltiple para dos variables
independientes

Pasos a seguir

Regression Analysis: Y versus X1; X2

The regression equation i=

T = 330 + 20,2 E1 - 0,50 X2

FPredictor Coef 3E Coef T P
Constant 330,38 29,40 11,24 0,000
1 20, 157 3,056 6,61 0,000
Zz -0, 500 3,410 -0,15 0,587

S = 26,4100 B-Sg = 82,9% R-Sgiady) = 79,1%

Los coeficientes estimados se identifican en la salida de los programas

informaticos
La ecuacion de regresion multiple es: Y = 330 + 20,2 X1 - 0,50 X2
La interpretacion de los coeficientes es la siguiente:

e Coeficiente de X1 (20,2 euros): seria el aumento del precio de la impresora
cuando aumenta en una unidad el namero de paginas por minuto que im-
prime, cuando las demds variables independientes se mantienen constan-

tes (en este caso X2, la antigiiedad no varia).

e Coeficiente X2 (0,50 euros): seria la disminucién del precio por cada afio
mas de antigiiedad de la impresora, cuando X1 permanece constante (el

ntmero de paginas por minuto no varia).

e Término independiente (330): no tiene mucho sentido interpretarlo en
este caso ya que representaria el precio de una impresora que no puede im-

primir ninguna péagina.
El coeficiente de determinacién miltiple

En la regresion lineal simple vimos que la suma total de cuadrados se puede
descomponer en dos componentes: la suma de cuadrados debida a la regresion
y la suma de cuadrados debida al error. Este mismo procedimiento se aplica a
la suma de cuadrados de la regresion maultiple. El coeficiente de determinacién
multiple mide la bondad de ajuste para la ecuacion de regresién multiple. Este

coeficiente se calcula como sigue:

g2 - 3SR
SST

Se puede interpretar como la proporcion de variabilidad de la variable depen-

diente que se puede explicar con la ecuacion de regresion maualtiple. Cuando se

Para estimar el modelo de re-
gresién multiple introducimos
los datos en Minitab para cal-
cular el modelo.

Se sigue la ruta Stat > Regres-
sion > Regression y se rellenan
los campos en la ventana co-
rrespondiente. Se selecciona
OK para obtener el analisis de
regresion.

Coeficiente de
determinacién R?

El coeficiente de determina-
cién R? en Minitab se designa
como R-sq.
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multiplica por cien, se interpreta como la variacién porcentual de y que se ex-

plica con la ecuacion de regresion.

En general, R? aumenta cuando se anaden variables independientes (variables
explicativas o predictoras) al modelo. Si se afiade una variable al modelo, R?
se hace mayor (o permanece igual), aun cuando esa variable no sea estadisti-
camente significativa. El coeficiente de determinacion corregido o adjusted
R-sq elimina el efecto que se produce sobre el R-sq cuando se aumenta el na-

mero de variables independientes.

El coeficiente de correlacion miultiple se define como la raiz cuadrada posi-
tiva del R-sq. Este coeficiente nos proporciona la correlacidon existente entre la
variable dependiente (respuesta) y una nueva variable formada por la combi-

nacion lineal de los predictores.

Continuando con el ejemplo 3. “Estudio sobre el precio de impresoras laser
en funcidén de su velocidad de impresion y la antigiiedad del modelo”, in-
terpretaremos el resultado del coeficiente de determinacioén R-Sq = 82,9% (fi-
gura 35). Significa que el 82,9% de la variabilidad en el precio de impresoras
laser se explica con la ecuacion de regresion multiple, con el namero de pagi-
nas que imprime por minuto y los afios de antigiiedad. La figura 35 muestra
que el valor R-Sq (adj) = 79,1%, significa que si se agregase una variable inde-

pendiente (predictora) el valor de R? no aumentaria.

Supuestos del modelo

Los supuestos acerca del término del error ¢, en el modelo de regresion multi-

ple, son similares a los del modelo de regresion lineal simple.

Por simplicidad, consideraremos un modelo de regresién con sélo dos varia-
bles explicativas (X1y X2). La ecuacién de regresién multiple, con dos varia-

bles independientes sera:
y=Bo+Bixy +Poxa +e
donde los B;representan coeficientes reales y ¢ representa el error aleatorio.

1) Elerror es una variable aleatoria cuyo valor medio u esperado es cero; esto
es E(e) = 0.

2) Para todos los valores de X1y X2, los valores de Y (o, alternativamente, los

valores de (¢) muestran varianza constante o2,

3) Para cada valor de X1y X2, la distribucion de Y (o, alternativamente, la de ¢)

es aproximadamente normal.
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4) Los valores de Y obtenidos (o, alternativamente, los de ¢) son independientes.

Hay toda una serie de graficos que nos pueden ayudar a analizar los resultados
de una regresion lineal maltiple y a comprobar si se cumplen o no los supues-
tos anteriores:

1) Un gréfico de la variable dependiente frente a los valores estimados por el

modelo nos ayudara a comprobar visualmente la bondad del ajuste.

2) Representando los residuos frente a los valores estimados podremos com-
probar la variabilidad vertical en los datos. Ello nos permitira saber si se cum-

ple el supuesto de varianza constante.

3) Un gréfico de residuos frente a cada una de las variables explicativas puede re-

velar problemas adicionales que no se hayan detectado en el grafico anterior.

4) Para comprobar la hip6tesis de normalidad suele ser conveniente realizar

un test y un grafico de normalidad para los residuos.

En el ejemplo se comprueba si se cumplen los supuestos del modelo utilizado.

En la grafica de la figura 36 podemos comprobar que los residuos siguen una
distribucién aproximadamente normal, ya que los puntos se acercan bastante

a una recta.

Figura 36. Gréfica de probabilidad normal

Normal Probability Plot
(response is Y)

Por cien
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=}
+
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Residual

La figura 37 presenta el grafico de los valores residuales frente a los valores es-
timados. Los residuos se distribuyen aleatoriamente, no presenta ningan tipo
de estructura y podemos concluir que es valido el modelo lineal multiple.
También observamos en este grafico que las varianzas de los residuos son

constantes. El procedimiento y la interpretacion de los supuestos se explica-
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ron en el apartado 3.1. (modelos de regresion lineal simple) y son iguales a los

correspondientes de regresion multiple.

Figura 37. Gréfica de los residuos en funcién de los valores estimados

Versus Fits
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Pruebas de significaciéon

Las pruebas de significacién que empleamos en la regresion lineal fueron una
prueba t y una prueba F. En ese caso, ambas pruebas dan como resultado la
misma conclusion: si se rechaza la hipoétesis nula, la conclusion es que (= 0.

En la regresion multiple la prueba t y F tienen distintas finalidades.

La prueba F se usa para determinar si hay una relacién significativa entre la
variable dependiente y el conjunto de todas las variables independientes. En

estas condiciones se le llama prueba de significacion global.

La prueba t se aplica para determinar si cada una de las variables independien-
tes tiene significado. Se hace una prueba t por separado para cada variable in-
dependiente en el modelo y a cada una de estas pruebas se le llama prueba de
significacion individual.

Prueba F o analisis de la varianza en regresion lineal

Las hipotesis para la prueba F implican los parametros del modelo de regresion

multiple:

Hipotesis nula: Hy: B1=Bp=...=B¢=0

Hipoétesis alternativa: Hy: uno o mas de los parametros no es igual a cero (al

menos un parametro es = 0). Debemos fijar el nivel se significacion a.
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Si se rechaza H, tendremos suficiente evidencia estadistica para concluir que
uno o mas de los pardmetros no es igual a cero y que la relacién general entre
y vy el conjunto de variables independientes x;, x,,.....x, es significativa. Sin
embargo, si no podemos rechazar H, no tenemos la evidencia suficiente para

llegar a la conclusion de que la relacion es significativa.

Para realizar el contraste debemos calcular el estadistico de contraste F. El es-
tadistico F es una variable aleatoria que se comporta segiin una distribu-
cion F-Snedecor con k grados de libertad en el numerador (DF-Regresion)
y n-k-1 grados de libertad en el denominador (DF- Error). Donde k son
los grados de libertad de la regresion iguales a la cantidad de variables in-
dependientes y n es el nimero de observaciones. Asi pues, el estadistico de

contraste es:

.__ SSR/k
SSE/n—k-1

También podemos definir el estadistico de contraste como el cociente de cua-
Cuadrado medio

drados medio (mean squares).
Es la suma de cuadrados dividi-
da por los grados de libertad
(DF) correspondientes. Esta

El cuadrado medio debido a la regresion o simplemente regresion del cua- cantidad se usa en la prueba F
para determinar si hay diferen-

drado medio se representa por MSR (mean square regression): cias significativas entre medias.

SR = SSF SR
gradosdelibertad delaregresion  k

El cuadrado medio debido a los errores o residuos se llama cuadrado me-
dio residual o cuadrado medio del error se representa por MSE (mean square
residual error):

_ SSE _ S5R
gradosdelibertaddelerror n-k-1

MSE

MSR

El valor del estadistico de contraste F podemos definirlo como: F* = ASE

Regla de decisidn del contraste de hipétesis
Podemos actuar de dos maneras:

a) A partir del p-valor. Este valor es: p-valor = P(F, y , k-1 > F¥), donde F, es un
valor de la distribucion F con k grados de libertad en el numerador y n—k-1 grados

de libertad en el denominador.

e Si p-valor < a se rechaza la hipoétesis nula H; por tanto, el modelo en con-
junto explica de forma significativa la variable Y. Es decir, el modelo si con-

tribuye con informacion a explicar la variable Y.
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e Si p-valor > a no se rechaza la hipétesis nula Hy; por tanto, no hay una re-
lacion significativa. El modelo en conjunto no explica de forma significa-

tiva la variable Y.

b) A partir de los valores criticos
* SiF*>Fy. i nk-1, s€ rechaza la hipotesis nula H,
* SiF*<Fy i nk-1, NO se rechaza la hipotesis nula Hy

Los céalculos necesarios se pueden resumir en la tabla 7, conocida como tabla

de analisis de la varianza:

Tabla 7. Analisis de varianza para un modelo de regresion mdltiple con k variables
independientes

Tabla de analisis
de varianza

Fuente de variacién Suma de Grados de Cuadrados E
cuadrados libertad medios
Regresion SSR k MSR = SSR/k F= MSR
MSE
Error SSE n—k-1 MSE = SSE/n—k-1
Total SST n-1

Aplicaremos la prueba F al ejemplo 3. Con dos variables independientes “nt-
mero de paginas por minuto (X1)” y “antigiiedad de la impresora (X2)”.

Las hipotesis se formulan como sigue:

Hy: B1=B=0

H;: B;1y/o By no es igual a cero

Fijamos un nivel de significacion del 5% (a = 0,05).

La figura 38 muestra los resultados del modelo de regresion multiple, en la par-
te de resultados correspondiente al analisis de varianza.

Figura 38. Resultados obtenidos con Minitab.Tabla de anélisis de varianza

Analysis of Variance

Source oF =21 o] F P
Regression 2 30444 15222 21.52 0.000
Residual Error = 5277 697

Total 11 36722

El valor del estadistico de contraste es F* = 21,82, el p-valor = 0,000

Como p-valor < a, rechazamos la hipétesis nula, por tanto, el modelo en con-
junto explica de forma significativa la variable Y. Es decir, llegamos a la con-

En la primera columna se pone
la fuente de variacion, los ele-
mentos del modelo responsa-
bles de la variacion.

En la segunda columna pone-
mos la suma de cuadrados co-
rrespondientes.

En la tercera columna pone-
mos los grados de libertad co-
rrespondientes a las sumas de
cuadrados.

En la cuarta columna con el
nombre de cuadrados medios
se ponen las sumas de cuadra-
dos divididas por los grados de
libertad correspondientes. Sélo
para SSR'y SSE.

En la quinta columna ponemos
el estadistico de contraste F.
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clusién de que hay una relacidn significativa entre el precio de la impresora y
las dos variables independientes que son nimero de paginas impresas por mi-

nuto (X1) y la antigiiedad de la impresora (X2).
Prueba ¢

Se utiliza para determinar el significado de cada uno de los parametros indivi-
duales. Las hipotesis para la prueba t implican los pardmetros del modelo de

regresion maualtiple, se hace un contraste para cada parametro f:
Hipoétesis nula: Hy: 1= By=...= Px=0

Hipoétesis alternativa: Hy: uno o mas de los parametros no es igual a cero (al

menos un parametro es # 0). Debemos fijar el nivel se significacion a.

El estadistico de contraste es:

Sigue una distribucion t de Student con n-k-1 grados de libertad
Regla de decision del contraste de hipétesis

Podemos actuar de dos maneras:

a) A partir del p-valor. Este valor es: p = 2P(t,, 1 > | t'1).

e Sip <a serechaza la hipotesis nula Hy; se rechaza la hipoétesis nula H; por
tanto, hay una relacion lineal entre la variable X; e Y. Por consiguiente, di-

cha variable debe permanecer en el modelo.

e Sip>a no se rechaza la hipétesis nula Hy; por tanto, no hay una relacion
lineal entre la correspondiente variable X; e Y. Decimos que la variable im-

plicada X; es no explicativa y podemos eliminarla del modelo.
b) A partir de los valores criticos + ta/2, n—k—1, de manera que:

o Silt'l > to/2, n—k-1, se rechaza la hipotesis nula Hy; por tanto, la variable es

significativa.

e Silt'l > ta/2, n—k-1, no se rechaza la hipétesis nula H,; por tanto, la variable

no es significativa. Decimos que la variable implicada X; no es explicativa.



CC-BY-SA « PID_00161061 52 Relacién entre variables: causalidad, correlacion y regresion

Si la prueba F del ejemplo (figura 38) ha mostrado que la relacién multiple tie-
ne significado, se puede hacer una prueba t para determinar el significado de
cada uno de los parametros individuales. El nivel de significacion es a = 0,05.
Obsérvese que los valores de los estadisticos t aparecen en la figura 39. Los
p-valores de los contrastes individuales son para el contraste de ; el p-valor =
0,000 y para B,, p-valor = 0,887.

Figura 39. Resultados obtenidos con Minitab

Predictor Coef 3E Coef T P VIF
Constant 330.38 29.40 11.24 0.000

X1 20,187 3.058 .61 0.000 1.000
X2 -0, 500 3.410 -0.15 0.857 1.000

Interpretamos el contraste para el parametro 1 la Hy: 1 =0, Hy: B1# 0. Como
0,000 < 0,05 se rechaza Hy 'y, por tanto, la variable X1 (namero de paginas im-

presas por minuto) es significativa.

El contraste para el parametro B, la Hy: B2 = 0, H;: B # 0. Como 0,887 > 0,05
no podemos rechazar Hy por lo que la variable X2 (antigiiedad) no es signifi-
cativa y podriamos eliminarla del modelo porque no influye significativamen-

te en el precio.

El problema de la multicolinealidad

En los problemas de regresion lineal multiple esperamos encontrar depen-
dencia entre la variable Y y las variables explicativas X1, X2, ..., Xk, pero
en algunos problemas de regresiéon podemos tener también algin tipo de
dependencia entre algunas de las variables Xj. En este caso tenemos infor-
macién redundante en el modelo. Este fenémeno se llama multicolineali-
dad y suele ser bastante frecuente en los modelos de regresion lineal

multiple.

El término multicolinealidad en anéalisis de regresion multiple indica la co-
rrelacion entre variables independientes. La multicolinealidad puede tener
efectos muy importantes en las estimaciones de los coeficientes de la regre-
sidbn y, por tanto, sobre las posteriores aplicaciones del modelo estimado.
Cuando las variables independientes estan muy correlacionadas no es posi-
ble determinar el efecto por separado de una de ellas sobre la variable depen-
diente. Cuando existe multicolinealidad, los resultados de los contrastes de
hipotesis sobre el modelo conjunto y los resultados de los contrastes indivi-
duales son aparentemente contradictorios, pero realmente no lo son. Este
efecto lo veremos en el ejemplo propuesto (figura 40). Minitab dispone de
una opcién, llamada Variance Inflation Factors (VIF), que nos permite
identificar la multicolinealidad entre los predictores del modelo. La figura 40

indica los pasos a seguir.
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Figura 40. Pasos a seguir para identificar la multicolinealidad
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Cancel |

Ahora la figura 41 de los resultados del analisis de regresion multiple contiene
los valores VIF. Cada coeficiente VIF es de 1,000. Estos valores son bajos, lo
que indica que las variables independientes no estan correlacionadas. Dado
que estos valores indican que el grado de colinearidad es bajo. No existe mul-
ticolienalidad en el modelo propuesto.

Figura 41. Resultados del ejemplo 3 del analisis de regresion mudiltiple, que incluye los Variance
Inflation Factors (VIF) o factores de inflacion de la varianza

Regression Analysis: Y versus X1; X2

The regression equation is

¥ = 330 + 20.2 ¥¥1 - 0.50 ZE

Predictor Coef 3E Coef T P VIF
Constant 330.38 29.40 11.24 0O.000

1 20,187 3.056 G.61 0.000 1.000
X2 -0.500 3.410 -0.15 0.887 1.000
% = 26.4100 R-Sg = 82.9%  BR-Sgiadj) = 79.1%

Pasos a seguir

Sesigue la ruta Stat > Regression
> Regression > Options y se
rellenan los campos en la venta-
na correspondiente. Seleccio-
nad OK.

Usando Microsoft Excel para obtener el analisis de regresion del ejemplo 3.
“Estudio sobre el precio de impresoras laser en funcién de su velocidad de
impresion y la antigiiedad del modelo”.

La tabla 8 muestra el correspondiente output que ofrece Microsoft Excel.

Tabla 8. Resultados del anélisis de regresion del ejemplo 3. Estudio sobre el precio de impresoras

Pasos a seguir

Para efectuar la regresién mdailti-
ple con MS Excel, una vez intro-
ducidos los datos en la hoja de
célculo se sigue la siguiente ruta:
clic en Herramientas > Analisis
de datos > Regresion > OK.

A continuacién se seleccionan
los rangos de datos de las varia-

laser en funcién de su velocidad de impresién y la antigliedad del modelo. Excel bles.
B | © | D | E | F | G | H |
_1 |Resurnen
2
3 Estadisticas de la regresion
_4 |Coeficiente de caorrelacidan miltiple 0 9106247 28228339
_ 4 |Coeficiente de determinacidn R*2 0 8200552807 15291
B |R"*2 ajustado 0,791067565318689
7 |Errar tipico 2640996235
8 |Dbservaciones 12
&l
10 |ANALISIS DE VARIANZA,
il Grados de libertad | Suma de cuadrados | Promedio de los cuadrados F \Walor citico de F
2
73]
14
15
16
A7
5 |

Regresidn 2 3044429167 1522214583 21.82420957 0.000353062
Residuos a 5277375 G57. 4861111
Total 11 36721.66667
Coeficientes Error tipico Estadistico t Frobabilidad Inferior 95% Supetior 95%
Intercepeidn 330.375 29.40041791 11.23708517 | 1.34464E-05 263.8666342 395.8533658
#1 20,1875 3.086359247 5.605080872| 9.86968E-05 13.27353505) 2710146425
19 %2 0.5 3.402511475 -0.146645575 | 0.856641778 -5.2128507965 | 7.212850796

2
2
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Resumen

En este m6dulo hemos introducido conceptos de relaciones funcionales y es-
tadisticas, asi como el de variables dependientes y el de variables independien-
tes. Hemos comentado la construccién de un diagrama de dispersién como
paso inicial a la hora de buscar algan tipo de relacién entre dos variables. Si el
diagrama muestra una estructura lineal, entonces se buscara la recta que mejor
se ajusta a las observaciones. Hemos puesto de manifiesto la importancia de
interpretar correctamente los coeficientes de la recta. También hemos visto
como se debe utilizar la recta de regresion para realizar predicciones. Hemos
introducido una medida numérica de la bondad de ajuste. Esta medida se ob-
tiene con el coeficiente de determinacion, discutiendo los valores que puede
tomar. Finalmente, hemos comentado la importancia de analizar los residuos

para hacer un diagnostico del modelo lineal obtenido.

En este modulo de regresion lineal simple hemos considerado que las obser-
vaciones sobre dos variables X e Y son una muestra aleatoria de una poblacion
y que se utilizan para extraer algunas conclusiones del comportamiento de las
variables sobre la poblacion, y para ello hemos visto como hacer inferencia so-
bre la pendiente de la recta obtenida a partir de la muestra y como hacer un
contraste de hipoOtesis para decidir si la variable X explica realmente el com-
portamiento de la variable Y. También hemos comentado algunas las relacio-
nes no lineales y la manera en que se puede transformar en una lineal.

Hemos tratado la regresion lineal multiple como una generalizacion del modelo
de regresion lineal simple en aquellos casos en los que se tiene mas de una varia-
ble explicativa. Finalmente, hemos visto como hacer inferencia sobre los coefi-
cientes de regresion obtenidos a partir de la muestra, cdmo hacer un contraste de
hipétesis para cada uno de los coeficientes obtenidos para decidir si las variables
independientes explican realmente el comportamiento de la variable dependien-
te o se puede prescindir de alguna de ellas. También hemos realizado un contraste
conjunto del modelo. Finalmente, hemos presentado el posible problema de mul-
ticolinealidad que puede aparecer y que es debido a la relacién entre algunas de
las variables explicativas que supuestamente son independientes.
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Ejercicios de autoevaluacion

1) Los precios de una pantalla TFT de una conocida marca son los siguientes:

Tamafno (pulgadas) 15 17 19 24

Precio (euros) 251 301 357 | 556

Calculad la recta de regresién para explicar el precio a partir del tamano.

2) Con los datos de la cuestion anterior queremos decidir si se trata de un buen modelo. ;Qué
método proponéis para determinar si se ajusta bien? ;Qué podemos decir del caso concreto
del ejemplo anterior?

3) Consideramos un modelo lineal para explicar el rendimiento de un sistema informatico
(variable Y) en relacién con el nimero de buffers y el numero de procesadores (variables X1
y X2 respectivamente). Se obtiene el modelo Y =-3,20 + 2X1 + 0,0845X2 con un coeficiente
de determinacion de 0,99. ;Se trata de un buen modelo? ;Cudl serd el rendimiento esperado
si tenemos 1 buffer y 1 procesador? Comentad si este valor os parece 16gico y si puede rela-
cionarse con la bondad del modelo.

4) La empresa Ibérica editores tiene que decidir si firma o no un contrato de mantenimiento para
su nuevo sistema de procesamiento de palabras. Los directivos creen que el gasto de manteni-
miento debe estar relacionado con el uso y han reunido la informacién que vemos en la tabla
siguiente sobre el uso semanal, en horas, y el gasto anual de mantenimiento (cientos de euros).

Uso semanal Gastos anuales
(horas) de mantenimiento
13 17,0
10 22,0
20 30,0
28 37,0
32 47,0
17 30,5
24 32,5
31 39,0
40 51,5
38 40,0

a) Determinad la ecuacion de regresién que relaciona el costo anual de mantenimiento con
el uso semanal.

b) Probad el significado de la relacién obtenida en el apartado a al nivel de significacion 0,05.

c) Ibérica editores espera usar el procesador de palabras 30 horas semanales. Determinad un
intervalo de prediccién del 95% para el gasto de la empresa en mantenimiento anual.

d) Si el contrato de mantenimiento cuesta 3.000 euros anuales, ;recomendariais firmarlo?
;Por qué?

5) Una biblioteca ptblica de una ciudad espafiola ofrece un servicio via Internet de préstamo
de libros a los usuarios. Se quiere estudiar la correlacion entre el nimero de usuarios de esta
biblioteca virtual y cuantos de ellos acaban realizando los préstamos.

Los datos de los altimos doce meses son:

Usuarios 296 459 602 798 915 521 362 658 741 892 936 747

Préstamos 155 275 322 582 761 324 221 415 562 628 753 569

a) Determina el coeficiente de correlacion entre las dos variables. Calcula y representa la recta
de regresion.
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b) ;Qué namero de préstamos se esperaria si el nimero de usuarios aumentase a 1.000?

6) Un experto documentalista necesita saber si la eficiencia de un nuevo programa de bus-
queda bibliogréafica depende del volumen de los datos entrantes. La eficiencia se mide con el
namero de peticiones por hora procesadas. Aplicando el programa a distintos volimenes de
datos, obtenemos los resultados siguientes:

Volumen (gigabytes), X | 6 7 7 8 10 | 10 | 15

Peticiones procesadas, Y | 40 | 55 | 50 | 41 17 | 26 16

a) Calculad la recta de regresion para explicar las peticiones procesadas por hora a partir del
volumen de datos e interpretad los pardmetros obtenidos.

b) Cread el gréfico de ajuste a la recta de minimos cuadrados.

¢) Determinad el coeficiente de correlacién lineal entre las dos variables e interpretad su sig-
nificado.

d) Determinad el coeficiente de determinacién R e interpretad su significado.

e) Calculad, a partir de la recta anterior, cuantas peticiones podemos esperar para un volu-
men de datos de 12 gigabytes.

f) Realizad el contraste de hipdtesis sobre la pendiente. jPodemos afirmar a un nivel de sig-
nificacion de 0,05 que la pendiente de la recta es cero?
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Solucionario

1) Precio =-279,11 + 34,42 - tamarfio.
2) Para estudiar la calidad del ajuste, se calcula el coeficiente de correlacion muestral r= 0,994

3) Es un buen modelo ya que el coeficiente de determinacién es muy cercano a 1. El rendi-
miento, si tenemos un buffer y un procesador seria: ¥ =-3,20 + 2 - 1 + 0,0845 - 1 =-1,1155.
Este valor no tiene sentido, ya que el rendimiento no puede ser negativo. De todas las mane-
ras, este hecho no es contradictorio con tener un buen modelo ya que estamos fuera del in-
tervalo donde la regresién funciona.

4

a) y=10,5+0,953x-

b) Relacion significativa; p-valor = 0,000.

©) [2.874;54.952] euros.

d) Si, la probabilidad de encontrar el gasto de mantenimiento dentro del intervalo de con-
fianza es del 95%.

5)
a)r=0,978.

Fitted Line Plot
Préstamos = -151,6 + 0,9317 Usuarios

8004

S 45,4245 ®e
700 | R-Sq 95,6%

R-Sqg(adj) 95,1% o

Préstamos

I I I T T
300 400 500 600 700 800 900 1000
Usuarios

b) -151,6 + 0,9317 x 1.000 = 780 préstamos

6)
a)

Regression Analysis: Peticiones procesadas versus Volumen (gigabytes)
The regression equation is

Peticiones procesadas = 72,29 - 4,143 WVolumen (gigabytes)

5 = 9,90815 R-S8q = 66,2%  R-3gladj) = 59,4%

Ahaly=siz of Variance

Jource DF 33 o] F P
Regression 1 951,14 951,143 9,79 0,026
Error 5 490,86 95,171

Total & 1452,00

La recta de regresion sera:

Peticiones procesadas = 72,29 - 4,143 volumen (gigabytes).

La ordenada en el origen: 72,29; en este caso su significado no tiene ningtn sentido.

La pendiente de la recta: —4,143; es negativa: indica que, por cada unidad de volumen de da-

tos (gigabytes) que aumenten los datos entrantes, el nimero de peticiones procesadas dismi-
nuye en 4,143 unidades.
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b) El gréfico de ajuste a la recta de minimos cuadrados es:

Fitted Line Plot
Peticiones procesadas = 72,29 — 4,143 Volumen (gigabytes)

60 S 9,90815
. RSq 662%
R-Sq(adj) 59,4%
w 50+
-]
©
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§ 30
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Volumen (gigabytes)

)

Correlations: Volumen (gigabytes); Peticiones procesadas

FPear=son correlation of Voluwen [(gigabytes) and Peticiones
procesadas = -0,514
P-Value = 0,026

El coeficiente de correlacién r=-0,814 nos indica que hay una correlacién alta negativa entre
volumen de datos entrantes y el niimero de peticiones procesadas.

d) El coeficiente de determinacion R-Sq es el 66,2%. Esto quiere decir que nuestro modelo
lineal explica el 66,2% del comportamiento de la variable Y (en este caso, nimero de peti-
ciones procesadas).

e) Con 12 gigabytes, habra 72,3 - 4,14 - 12 = 22,57 peticiones.

f) En el output anterior podemos ver que el p-valor asociado al contraste de hipdtesis anterior
€5 0,026. Como este valor es menor que a = 0,05, debemos rechazar la hipotesis nula; es decir,
podemos concluir que la pendiente de la recta es distinta de cero o, lo que es lo mismo, que
el coeficiente de correlacion poblacional es no nulo (es decir, que ambas variables estan co-
rrelacionadas y que, por tanto, el modelo estudiado tiene sentido).
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