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PREFACIO |
A LA SEGUNDA EDICION

La segunda edicién mantiene casi todo el material de la primera edicion e incluye tres nuevos
capitulos, a saber, el capitulo 2: Computabilidad y lenguajes formales, el capitulo 7:
Magquinas de estado finito, y el capitulo 8: analisis de algoritmos, asi como también varias
secciones nuevas sobre probabilidad discreta, comportamiento asintético de funciones, y
algoritmos recursivos. Espero que el nuevo material sea de utilidad para dar méas énfasis a
la relevancia de las matematicas que tratamos de ensefiar y que dé al lector una idea acerca
de los cursos avanzados en carreras como ciencias de la computacién o matematicas, tales
como analisis de algoritmos, teoria de automatas, lenguajes formales y teoria de probabili-
dad, temas que el lector desearia llevar una vez que haya comprendido el material de este
libro (desde luego, cursos como matematicas combinatorias, teoria de grafos y algebra
abstracta son continuacion natural sin necesidad de material nuevo de esta edicion).

Esta edicion probablemente contiene mas material del que uno puede cubrir en un curso
de un semestre a un ritmo promedio. Existen varias posibilidades de adecuar el libro para
un curso semestral o un curso cuatrimestral: omitir el analisis sobre sistemas algebraicos
saltandose los capitulos 11 y 12, dar un tratamiento mas elemental sobre combinatorias
evitandose el tépico de funciones generatrices el capitulo 9 y el tdpico sobre la solucién de
relaciones de recurrencia en el capitulo 10, o hacer un breve tratamiento sobre teoria de
grafos, limitando la presentacion en los capitulos 5y 6 s6lo a definiciones basicas y
resultados. En cuanto al orden de presentacion, ademas de seguir el orden actual de los
capitulos, se puede posponer el capitulo 3 hasta después del capitulo 8. EI material del
capitulo 3, aun cuando es elemental, puede aparecer un tanto complicado al estudiante
principiante. Los capitulos 3, 9 y 10 hablan sobre topicos en combinatoria. Por las mismas
razones, puede ser conveniente abordar el contenido de los capitulos 2 y 7 juntos, y
extenderse en teoria de autdmatas y lenguajes formales. Es posible trabajar con el(las)
algebra(s) booleana(s) inmediatamente después de que las proposiciones sean introducidas.
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No obstante, el capitulo 12 puede ajustarse si se le cubre inmediatamente después del capi-
tulo 1, dado que éste quiza seria demasiado formal y abstracto para un estudiante (debo
ademas mencionar que el actual ordenamiento de los capitulos esta basado mas o menos
sobre la idea de ir de conjuntos a relaciones, a grafos, a funciones y a estructuras algebraicas).
Ademas de las personas a quienes agradezco en el prefacio de la primera edicién quiero
también agradecer a R. V. Book, D. H. Haussler, K. S. Khim, H. W. Leong, W. J. Li, M. C.
Loui, R. Ness-Cohen, K. H. Pun, W. L. Scherlis, J. Waxmany H. Wu por sus contribuciones.

C.L. Liu



PREFACIO |
A LAPRIMERA EDICION

Este libro presenta una seleccion de topicos como teoria de conjuntos, combinatoria, teoria
de grafos y éalgebra los cuales considero basicos y Utiles para estudiantes de matematicas
aplicadas, ciencias de la computacion e ingenieria. Este libro esta pensado como texto para
un curso en matematicas discretas a nivel medio universitario, aun cuando también puede
ser utilizado en los primeros cursos universitarios, dado que la presentacién no supone
ningin conocimiento previo mas alla de las matematicas de preparatoria. El material de este
libro puede ser cubierto en un curso de un semestre a paso acelerado. Por otra parte, es posible
omitir algunos topicos para un curso algo mas holgado. Las secciones marcadas con un
asterisco pueden omitirse sin ocasionar problemas en la continuidad.

Este libro es el resultado de un conjunto de apuntes que escribi durante un curso
impartido en el Departamento de Ciencias de la Computacion de la Universidad de Illinois
en Urbana-Champaign. Espero no sea s6lo una repeticion de lo que abarqué entonces, sino
gue también sea una reflexién de cémo imparti el material en el sal6n de clase. He tratado
de ser riguroso y preciso en la presentacion de los conceptos matematicos y de evitar
formalismos y notaciones complicadas. Como regla, no estableci ninguna definicion o hecho
si no podia ilustrarlo posteriormente en forma significativa. Asi, es muy probable que haya
omitido algunas definiciones o hechos "importantes” en este libro. Confio, no obstante, en
que los estudiantes seran realmente capaces de encontrar tales definiciones y hechos en algin
otro lugar cuando éstos sean requeridos. He intentado ensefiar a mis estudiantes algunas
matematicas Utiles, de una manera interesante y motivadora. Espero haberles demostrado
como las matematicas pueden ser aplicadas para resolver problemas dificiles de la vida real.
Ademas, espero que mis estudiantes no sélo hayan aprendido en el curso algunas herramien-
tas matematicas muy Utiles sino que también desarrollaran sus habilidades para percibir,
formular y resolver problemas matematicos. He tratado de llevar un punto de vista algorit-
mico en el tratamiento de varios topicos, si bien decidi no incluir programas de computadora
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explicitos, principalmente por el tiempo requerido para ello. Espero que algunas de estas
preferencias personales y puntos de vista puedan ser compartidos por el profesor que haga
uso de este libro.

Me gustaria agradecer a James N. Snyder, mi jefe de departamento, por su estimulo y
apoyo, a Murray Edelberg, Jane W. S. Liu y Andrew H. Sherman por su cuidadosa revision
del manuscrito, a Donald K. Friesen por su colaboracion en la preparacion del manual para
el instructor, y a Edward M. Reingold y F. Francés Yao por sus variadas y Utiles sugerencias.
Varios afios atras tuve la oportunidad de asistir a una mesa redonda sobre el impacto de la
computacion en las matematicas, patrocinado por el Comité de Programas Universitarios en
Matematicas de la Asociacion Matematica de América. Me he beneficiado ampliamente de
esas discusiones sobre la ensefianza de las matematicas discretas, y estoy muy en deuda con
los miembros de aquella mesa redonda. Agradezco también a Glenna Gochenour, Connie
Nosbisch, Judy Watkins y June Wingler por su asistencia mecanografica y editorial.
Finalmente, agradezco a Kathleen D. Liu por su asistencia en la preparacion del indice.

Existe cierta similitud entre este libro y el libro Introduccién a las matematicas
combinatorias que escribi hace algunos afios. En algunas partes he seguido muy de cerca la
presentacion de Introduccion a las matematicas combinatorias.

C.L.Liu



CAPITULO

UNO

Conjuntos y proposiciones

11

INTRODUCCION

Uno de los temas principales de este libro es el estudio de los objetos discretos y de las
relaciones que hay entre ellos. El término objetos discretos es bastante general; abarca
multitud de cosas, como gente, libros, computadoras, transistores, programas de computa-
dora, y demas. Tanto en la vida personal como en el trabajo técnico nos referimos con
frecuencia a estos objetos con afirmaciones como "las personas que estan en esta habitacion
estudian el segundo afio de su especialidad en ciencias de la computacién”, o "todos los
libros que compré son novelas policiacas escritas por A. B. Charles", o bien "vamos a
escoger y a comprar una computadora que sirva para aplicaciones cientificas y de negocios,
y cuyo precio no exceda de $ 200 000". Nuestra intencion es abstraer algunos conceptos
béasicos relacionados con los diversos tipos de objetos discretos y adoptar una terminologia
comun para manejarlos.

Un indicio de la posibilidad de efectuar dicha abstraccién se hace evidente al observar
gue las tres afirmaciones tienen "algo" en comun. En concreto, en la primera afirmacion
nos referimos a personas que tienen dos atributos: estan en ciencias de la computacion y son
estudiantes de segundo afio; en la segunda, a libros que tienen dos atributos: son novelas
policiacas y fueron escritos por A. B. Charles; y en la tercera afirmacion nos referimos a
computadoras que tienen tres atributos: sirven para aplicaciones cientificas, para aplicacio-
nes de negocios y cuestan no mas de $ 200 000. Dicho de otra forma, considere el grupo de
todos los que estan en la especialidad de ciencias de la computacién y el grupo de todos los
estudiantes de la universidad que estan en segundo afio. Asi, en la primera afirmacion nos
referimos a los estudiantes que pertenecen a ambos grupos. Considere también la coleccion
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de todas las novelas policiacas y la coleccion de todos los libros escritos por A. B. Charles.
En la segunda afirmacion hacemos referencia a los libros que pertenecen a ambas coleccio-
nes. Finalmente, en la tercera afirmacién nos referimos a todas las computadoras que
pertenecen a las tres categorias siguientes: las que sirven para aplicaciones cientificas, las
que sirven para aplicaciones de negocios y las que cuestan no mas de $ 200 000.

Nuestro ejemplo ilustra las numerosas ocasiones en que tratamos con varias clases de
objetos y deseamos referirnos a aquellos que pertenecen a todas las clases. De manera
analoga, podriamos percibir inmediatamente los casos en que nos referimos a objetos que
pertenecen a una de varias clases, como en la afirmacion "quiero entrevistar a todos los es-
tudiantes que hablen aleman o francés", con la que nos referimos a aquellos estudiantes que
pertenecen ya sea al grupo de los estudiantes que hablan aleman, o al grupo de estudiantes
que hablan francés.

Iniciemos presentando algunos conceptos y términos basicos de la teoria de conjuntos
elemental. Un conjunto es una coleccion de objetos distintos. Asi, el grupo de todos los
estudiantes universitarios de segundo afio es un conjunto. También son conjuntos el grupo
de todos los estudiantes de ciencias de las computacion y el grupo de estudiantes de ciencias
de la computacion que estan en segundo afio. Usamos la simbologia {a, b, c} para denotar
el conjunto formado por la coleccién de los objetos a, b y c. A los objetos de un conjunto
también se les llama elementos o miembros del conjunto. Por lo comdn, daremos nombre a
los conjuntos. Por ejemplo, escribimos S = {a, b, ¢} para decir que el conjunto llamado S es
la coleccion de los objetos a, b y c; en consecuencia, podemos referirnos indistintamente al
conjunto S o al conjunto {a, b, c}. Otro ejemplo:

Estudiantes-de-segundo-afio _ {L&pez, Medrano, Ruiz
de-ciencias-de-la-computacion ~  Yamamoto, Torres}

(El nombre del conjunto {Lo6pez, Medrano, Ruiz, Yamamoto, Torres}, que es Estudiantes-
de-segundo-afio-de-ciencias-de-la-computacidn, es bastante largo. El lector quiza desearia
sugerir otros nombres, como S 0 SC. Sin embargo, no hay error conceptual al tener un nombre
"largo".) Usamos la notacién a € S para indicar que a es un elemento que esta en el conjunto
S. En ese caso también decimos que S contiene al elemento a. Usamos la notacion d ¢S para
indicar que d no es un elemento del conjunto S. En ese caso decimos que S no contiene al
elemento d. Asi, en el ejemplo anterior, Medrano € Estudiantes-de-segundo-afio-de-cien-
cias-de-la-computacion, mientras que Rosales ¢ Estudiantes-de-segundo-afio-de-ciencias-
de-la-computacion.

Observamos que un conjunto sélo contiene elementos distintos. Asi, {a, a, b, c} es una
representacion redundante del conjunto {a, b, c}. De manera analoga, {El-visitante-de-me-
dia-noche, El-visitante-de-media-noche, El-testigo-desaparecido, Main-Street-114} es una
representacion redundante de las novelas policiacas escritas por A. B. Charles. Podriamos
preguntarnos: ¢qué deberemos hacer si tenemos dos ejemplares del libro El-visitante-de-me-
dia-noche en nuestra coleccion de novelas policiacas de A. B. Charles? En ese caso, el
conjunto {El-visitante-de-media-noche, El-testigo-desaparecido, Main-Street-114} es el
conjunto de titulos distintos de novelas policiacas de A. B. Charles que tenemos en la
biblioteca, mientras que el conjunto {El-visitante-de-media-noche-1, El-visitante-de-media-
noche-2, El-testigo-desaparecido, Main-Street-114} es el conjunto de novelas policiacas de
A. B. Charles que tenemos en la biblioteca, donde El-visitante-de-media-noche-1 es el
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ejemplar 1 del libro El-visitante-de-media-noche, y El-visitante-de-media-noche-2 es el
ejemplar 2 del libro. Dése cuenta que El-visitante-de-media-noche-1 y El-visitante-de-me-
dia-noche” son dos elementos distintos del dltimo conjunto.

También, que los elementos de un conjunto no tienen ningln tipo de orden. Asi, {a, b,
c}y {b, a, c} representan la misma coleccion de elementos. En el capitulo 2 presentaremos
el concepto de conjuntos ordenados.

Como se menciond, una manera de decir cuales son los elementos de un conjunto es
listarlos todos. En muchos casos, cuando todos los elementos comparten algunas propieda-
des, podemos describirlos enunciando las propiedades que caracterizan de manera exclusiva
a los que pertenecen a ese conjunto. Por ejemplo, sea S = {2,4,6, 8, 10}. También podemos
especificar los elementos de S diciendo que S es el conjunto de todos los enteros positivos
pares no mayores que 10. En efecto, para el conjunto S = {2, 4, 6, 8, 10} podemos usar la
notacion

S ={x| x es un entero positivo par no mayor que 10}
para el conjunto {2,4, 6, 8, 10}. En general, usamos la notacién
{x | x posee cierta propiedad}
para un conjunto de objetos que comparten algunas propiedades comunes. Asi, S

= {Lépez, Medrano, Ruiz, Yamamoto, Torres}

S = {x | x es un estudiante de segundo afio de ciencias de la computacion}

son dos maneras diferentes de describir el mismo conjunto de elementos.

Debe sefialarse que nuestra definicion de conjunto no excluye la posibilidad de tener
un conjunto sin elementos. El conjunto que no contiene elementos se conoce como conjunto
vacio, y se denota con { }. (Seguimos respetando la notacion de usar un par de llaves para
encerrar todos los elementos del conjunto, s6lo que en este caso no hay elementos encerra-
dos.) En muchos libros el conjunto vacio también se denota con &. Para que el lector se
familiarice con ambas notaciones, usaremos las dos de manera indistinta. Por ejemplo,
denotemos con S el conjunto de todas las novelas policiacas de A. B. Charles publicadas en
1924. Resulta claro que S es el conjunto vacio en caso de que A. B. Charles haya nacido en
1925. Otro ejemplo: denotemos con S el conjunto de todos los estudiantes que reprobaron
el curso de matematicas discretas. S podria ser el conjunto vacio si todos los alumnos
estudiaron bastante para el examen final.

Advirtamos que no hay restricciones para los elementos de un conjunto. Asi, 5= {L6pez,
El-visitante-de-media-noche, CDC-6600} es un conjunto bien definido. El hecho de que los
elementos Lopez (una persona), El-visitante-de-media-noche (titulo de un libro) y CDC-
6600 (una computadora) parezcan no tener algo en comun no impide que sean elementos
del mismo conjunto. En efecto, debemos sefialar que es correcto tener conjuntos como
miembros de un conjunto. Asi, por ejemplo, el conjunto {{a, b, c), d) contiene los
dos elementos {a, b, c} y d. El conjunto {{a, b, c}, a, b, c} contiene los cuatro elementos
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{a, b,c},a,by c. El conjunto de todos los comités del senado de Estados Unidos se podria
representar con {{a, b, c}, {a, d,e,f}, {b, e, g}}, donde cada elemento del conjunto es un
comité que, a su vez, es un conjunto cuyos elementos son los senadores que forman ese
comité. De manera analoga, {a, {a}, {{a}}} es un conjunto con tres elementos distintos: a,
{a} y {{a}}. Ademas, el conjunto {{ }}, que también se puede expresar como {&},
contiene un elemento: el conjunto vacio. El conjunto {{ }, {{ }}}, que también se puede
expresar como {J,{}}, contiene dos elementos, el conjunto vacio y un conjunto cuyo
Unico elemento es el conjunto vacio. Quiza sea Util una analogia. Podemos imaginar que
{a, b, c} corresponde a una "caja" donde hay tres objetos, a,byc. Entonces, {a, b, ¢, {a,b}}
corresponde a una caja donde hay cuatro objetos: a,b,c y una caja, en la cual hay dos objetos,
ay b. También, { } corresponde a una caja vacia; {{ }} corresponde a una caja en la que
hay un objeto que resulta ser una caja vacia; y {{ },{{ }}} corresponde a una caja en la
que hay dos cajas, una vacia y la otra no. Un ejemplo mas: sea

S, = {Juan, Maria}
5 ={{Juan, Maria}}
5 = {{{Juan, Maria}}}

Podemos observar que

Ty
&
=
mo®m M
NE

b
"
A
T

A partir de dos conjuntos, PyQ, decimos que P es un subconjunto de Q si todo elemento
de P es también un elemento de Q. Usaremos la notacionP < @ para indicar que P es un
subconjunto de Q. Por ejemplo, el conjunto {a, b) es un subconjunto del conjunto {y, X, b,
¢, a} pero no es subconjunto del conjunto {a, c, d, e). El conjunto de los estudiantes de
segundo afio de la especialidad de ciencias de la computacion es un subconjunto de todos
los estudiantes de segundo afio. También es un subconjunto de los estudiantes de la
especialidad de ciencias de la computacidn. Por otro lado, el conjunto de los estudiantes de
la especialidad de ciencias de la computacion no es un subconjunto de todos los estudiantes
de segundo aflo, ni el conjunto de todos los estudiantes de segundo afio es un subconjunto
de todos los estudiantes de la especialidad de ciencias de la computacién. Sea A = {a, b, c}
y B ={{a, b, c}, a, b, c}. En efecto, es posible tener4 € By 4 < B.Como ejercicio pedimos
al lector que verifique las afirmaciones siguientes:

1. Para cualquier conjunto P, P es un subconjunto de P.
2. El conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto. Sin embargo, el conjunto vacio
no necesariamente es elemento de cualquier conjunto.
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3. El conjunto{&}no es subconjunto del conjunto {{&}},aunque es un elemento del
conjunto{{@}}.

Se dice que dos conjuntos, P y Q, son iguales si contienen la misma coleccién de
elementos. Por ejemplo, los dos conjuntos

P = {x{xesun entero positivo par no mayor que 10}
Q = {x|x=y+zdondeye {1,3,5},z€ {1, 3, 5}}

son iguales. Aunque parezca redundante, podemos decir que dos conjuntos, P y Q, son
iguales si P es subconjunto de Q, y Q es subconjunto de P. Mas adelante veremos que en
ciertas ocasiones ésta es la mejor manera de verificar que dos conjuntos son iguales.

Sea P un subconjunto de Q. Decimos que i° es un subconjunto propio de Q si P no
es igual a Q, esto es, si existe al menos un elemento de Q que no esta en P. Por
ejemplo, el conjunto {a, b} es un subconjunto propio del conjunto {y, x, b, ¢, a). Usamos la
notacién P« { para indicar que P es un subconjunto propio de Q.

12 COMBINACIONES DE CONJUNTOS

Ahora veremos cdmo es posible combinar conjuntos de varias maneras para obtener nuevos
conjuntos. Por ejemplo, sea P el conjunto de estudiantes que toman el curso de teoria de la
computacion, y sea Q el conjunto de estudiantes que toman el curso de apreciacion musical.
Si se hizo cierto anuncio, tanto en la clase de teoria de la computacién como en la de
apreciacién musical, ¢cudl es el conjunto de estudiantes que saben del anuncio? Obviamente,
es el conjunto de estudiantes que toman ya sea teoria de la computacion o apreciacion
musical, 0 ambas materias. Si los examenes finales de ambos cursos estan programados para
la misma hora, ¢cual es el conjunto de estudiantes que tendran dificultades al presentar sus
examenes? Por supuesto, el conjunto de estudiantes que llevan los dos cursos: teoria de la
computacién y apreciacién musical. Para formalizar estos conceptos definimos la union y
la interseccion de conjuntos. La union de dos conjuntos, P y Q, denotada por £ £, es el
conjunto de aquellos elementos que son exactamente los elementos de P o de Q, o de ambos.”
Por ejemplo,

{a, b} u{c,d} = {a, b,c, d}
{a, b} u{a,c} = {a,b,c}
fa, b} 0 & {a, b}
{a, b} v {{a b}} = {a b, {a, b}}

t Esperaremos hasta el capitulo 11 para definir el concepto de operaciones algebraicas. Por el momento, £+
es, simplemente, el nombre que hemos escogido para un conjunto.
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La interseccién de dos conjuntos, P y Q, denotada por £~ £, es el conjunto cuyos elementos
son exactamente los elementos que estan tanto en P como en Q. Por ejemplo,

fa, b} nia, ¢} = {a}
{a, b} N {c,d} = O
{a, b} 0 & &

il

Si los elementos de P estan caracterizados por una propiedad comiln y los elementos de
por otra propiedad comin; entonces, la unién de P y O es el conjunto de elementos que
poseen al menos una de estas propiedades, y la interseccion de Py Q es el conjunto de
glementos que poseen ambas propiedades. De acuerdo con las definiciones, PU Qy QU P
denotan al mismo conjunto, y lo mismo sucedecon PN Qy g P.

Por tanto, la unién del conjunto P v Q y el conjunto R, denotada por (P v Q) U R,
donde los paréntesis se usan como delimitadores para evitar confusion, contiene exactamente
los elementos de P, los elementos de O y los elementos de R. Usaremos la notacién P U ¢
W R en lugar de (P U Q) U R, y nos referiremos al conjunto P (J U R como a la unién de
los tres conjuntos 2, Oy R. En general, la unién del conjunto (. . . (P, W Py Py) .. )w
P _, y el conjunto Py, denotada por (. .. (P w Py)w P) ... w Py ) W Py, contiene

exactamente los elementos de P, los elementos de P, . . ., los elementos de P, _;, y los
elementos de P,. Usaremos la notacion P, w Py U Py~ -0 P, w Prenlugarde(. .. ((P,
U P Py) ..o w Py v Py nos referiremos al conjunto Py U Py Py Lo P U P
como a la unién de los k conjuntos Py, Py, Pi, ..., Pr_y, P, De manera andloga, la

interseccién del conjunto P m Q v el conjunto R, denotada por (P m Q) m R, contiene
exactamente los elementos que estan en P, en 0y en R. Ademas, la interseccion del conjunto
(..((PynPHYPy) .. )P, _, yel conjunto Py, denotadapor (... (P, Py P3) ...
M Pr_; M Py, contiene exactamente los elementos que estdnen P, en Py, .. .,en P,y
en P, Usaremos la notacion P\ NP, N Py--- NP Prenlugarde (... (PynPy)
Py). .. Py ) P,y nos referiremos al conjunto Py " Py NPy - - Py m Py como a
la interseccién de los k conjuntos Py, Py, Ps, ..., P, _, P,. Pongamos el signiente ejemplo:
el conjunto de los estudiantes de licenciatura de una universidad es la union de los conjuntos
de los estudiantes de primer afio, los de segundo, los de tercero y los de cuarto, mientras que
el conjunto de los estudiantes que van a graduarse es la interseccion del conjunto de los de
cuarto afio, el conjunto de los estudiantes que han acumulado 144 horas crédito, 0 mas, y el
de los estudiantes que tienen promedio de C, o mejor.

Denotemos con P el conjunto de los estudiantes que toman teoria de la computacion,
con Q el conjunto de estudiantes que toman apreciacion musical, y con R el conjunto de
estudiantes que tienen tipo de sangre AB. Suponga que en las clases de teoria de la
computacion y de apreciacion musical se hace un llamado de emergencia solicitando
donadores de sangre tipo AB. Queremos determinar cuales son los miembros del conjunto
de donadores potenciales que escucharon el llamado de emergencia. Como S=P u Q es el
conjunto de estudiantes que escucharon el llamado de emergencia, RS sera el conjunto
de donadores potenciales que escucharon el llamado de emergencia. En lugar de usar el

T Se dice que dos conjuntos son ajenos cuando su interseccion es el conjunto vacio.
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nuevo nombre S para el conjunto £ « Q, podemos escribir simplemente R m (P« 0.
Observe que el conjunto de donadores potenciales que escucharon la llamada de emergencia
también es el conjunto de estudiantes con sangre de tipo AB que estan en la clase de teoria
de la computacion, y el conjunto de estudiantes con sangre de tipo AB que estan en la clase
de apreciacién musical, esto es, el conjunto (R m £) «s (R m ). Este ejemplo sugiere que
para cualesquiera conjuntos P,Q y R, los dos conjuntosR m (P )y (RN PY W (RN Q)
son iguales. Asi sucede, en efecto, como lo vamos a demostrar.

Primere demostraremos que R N (P w Q) es un subconjunto de (R N P) (R Q) al
ver que todo elemento de R N (P Q) estd también en (R N P) U (R M Q). Sea x un elemento
de R n (P v Q). El elemento x debe estar en R y debe estaren Poen Q. Sixestd en P, x
esthen R P. Sixestden O, x estien R ™ 0. En consecuencia, xestien (RN P)U (R N
(), y concluimos que R N (P Q) es un subconjunto de (R n P) U (R m Q). En segundo
lugar demostraremos que (R N P) v (R n Q) es un subconjunto de R N (P v Q). Sea x un
elemento de (R n P) U (R O). Asi, x debe estaryaseaen R~ Poen R Q. Estoes, x
debe estar yaseaen Ry P oen Ry (. En otras palabras, x debe estar en R y debe estar ya
sea en P o en 0. En consecuencia, x estd en R N (P u Q), y pedemos concluir que (R N P)
(R n Q) es un subconjunto de R N (P w Q). Se sigue que los conjuntos RN (P U @)y
(R P)w (R Q) son iguales.

De manera anédloga podemos demostrar que para cualesquiera conjuntos P, Q y R, los
dos conjuntos R (P Q) y (Rw P) N (R U Q) son iguales. Més atn, tenemos que

RA(PyuPyu- - UP)=(RNAPHURAPYU- - U(RNPY
RUPI NPy - NPY=(RUPDNRUP)N---N(RUPY

Dejamos los detalles al lector. T
La diferencia de dos conjuntos, P y Q, denotada con P - Q, es el conjunto que contiene
exactamente aquellos elementos de P que no estan en Q. Por ejemplo,

{a, b, ¢) - {a} = {b, ¢}
{a,b,c}~{a,d}= {b,c}
{a,b,c}-{d, e} ={a, b, c}

Si P es el conjunto de personas que tienen boletos para un juego de pelota y Q es el conjunto
de personas que estan enfermas el dia del juego, entonces P - Q es el conjunto de personas
que iran al juego. Note que Q puede contener alguno o ninguno de los elementos del conjunto
P. Sin embargo, estos elementos de ningln modo aparecen en P - Q, asi como en el ejemplo,
aquellas personas que estan enfermas pero que no tienen boletos para el juego de pelota, de
todos modos no iran al juego de pelota. En efecto, si los elementos de Q estan caracterizados
por alguna propiedad comun, entonces P - Q es el conjunto de elementos de P que no poseen

t Insistimos en no introducir los conceptos de operaciones algebraicas, asociatividad y distributividad hasta el
capitulo 11. Observe, sin embargo, que estos conceptos no se necesitan aqui, puesP N @, Ay P Py,
PUQy P, UP,0 .. Pson, simplemente, nombres de conjuntos obtenidos a partir de nuestras definiciones.
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esta propiedad. Si Q es un subconjunto de P, el conjunto P - Q se llama también comple-
mento de Q respecto a P. Por ejemplo, sea P el conjunto de todos los estudiantes del curso
de teoria de la computacion y Q el de los estudiantes que han aprobado el curso. Entonces
P - Q es el conjunto de los estudiantes que lo han reprobado. En ocasiones, cuando es claro
a qué contexto pertenece el conjunto P, abreviaremos el complemento de Q respecto a P
como el complemento de Q, que denotaremos con €. Por ejemplo, sea P el conjunto de
todos los estudiantes del curso de teoria de la computacién; Q el conjunto de los inscritos
en la especialidad de ciencias de la computacion que toman el curso, y R el conjunto de
los estudiantes de segundo afio que toman el curso. Entonces, el complemento de Q se
refiere al conjunto de los estudiantes del curso que no estan en la especialidad de ciencias
de la computacion, y el complemento de R al conjunto de los estudiantes que no estan en
segundo afio, si se sobreentiende que restringimos nuestro analisis a los estudiantes que
estan en el curso de teoria de la computacion. En efecto, siempre que nuestro analisis se
restringe a los subconjuntos de un conjunto P, nos referimos a P como al universo.

La diferencia simétrica de dos conjuntos, P y Q, denotada por P®Q, es el
conjunto que contiene exactamente todos los elementos que estdn en P 0 en Q, pero no en
ambos. En otras palabras, P € Q es el conjunto (P U @) — (P ~ Q). Por ejemplo,

{a,b} & {a,c}={b,c}
{ab}® @ = {a,b}
{a,b}® {a,b}=9

Si denotamos con P al conjunto de autos que tienen la direccion defectuosa y con Q al
conjunto de autos que tienen la transmisién defectuosa, entonces P& Q es el conjunto de
autos que tienen uno de los defectos, pero no ambos. Supongamos que un estudiante obten-
dr& una A en un curso si tuvo un buen desempefio en los dos exdmenes parciales, tendra B
si salio bien en alguno de los dos examenes, y tendra C si tuvo un bajo desempefio en ambos
examenes. Sea P el conjunto de los estudiantes que tuvieron buen desempefio en el primer
examen y Q el conjunto de estudiantes que tuvieron buen desempefio en el segundo examen.
Entonces? m @ es el conjunto de estudiantes que tendran A, P & Q es el conjunto de
estudiantes que obtendran B, y S — (P« (J) es el conjunto de estudiantes que tendran C, donde
S es el conjunto de todos los estudiantes del curso. Definimos?; @ P, & - - - & P como el
conjunto de elementos que estan en un namero impar de los conjuntosPy, Ps, . . ., Py

El conjunto potencia de un conjunto A, denotado con#{ A4}, es el conjunto que contiene
exactamente todos los subconjuntos de A. Asi, #({a, 6})={{ }, {a}. {b}, {a, b}, y P({ )
={{ }}. Observe que para cualquier conjunto4, { } € #(4), asicomo { } < #(4).Por
ejemplo, sea A = {novela, publicado-en-1975, edicion-ristica} el conjunto de tres atributos
sobre los libros que nos interesan de la biblioteca. Entonces #(4) es el conjunto de todas
las combinaciones posibles de estos atributos que pueden poseer los libros, que van desde
los libros que no tienen estos atributos [el conjunto vacio en #?(4)] hasta libros que tienen
los tres atributos [el conjuntod en F#{4)].

Los conjuntos obtenidos a partir de combinaciones de conjuntos dados se pueden
representar de manera grafica. Si P y Q son los conjuntos representados por las areas som-
breadas de la figura 1.1a, entonces las areas sombreadas de la figura 1.16 representan los
conjuntos P @, P @, P— Oy P® O, respectivamente. Estos diagramas se conocen como
diagramas de Venn.
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13 CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS

Es bastante claro, intuitivamente, que el tamafio de un conjunto es el nimero de elementos
distintos del conjunto. Asi, no habra duda cuando digamos que el tamafio del conjunto {a,
b, c) es 3, el tamafio del conjunto{a, &, d}también es 3, el tamafio del conjunto {{a, b)}

es 1, y el tamafio del conjuntod es 0.En efecto, este analisis sobre el tamafio de los conjuntos
seria suficiente si s6lo estuviéramos interesados en el tamafio de conjuntos "finitos". Sin
embargo, un tema mas misterioso es el del tamafio de los conjuntos "infinitos". A estas al-
turas, un lector perceptivo quizas haria la pregunta: "En primer lugar, ;qué es un conjunto
infinito?" Una respuesta evasiva como "un conjunto infinito es un conjunto que no es
finito", no constituye una respuesta, pues si lo pensamos un poco, también deberiamos res-
ponder la pregunta: "Bueno, ;entonces qué es un conjunto finito?"

Comencemos por establecer que aln no nos proponemos exponer las definiciones
precisas de conjuntos finitos y de conjuntos infinitos. Como base de nuestro analisis
gueremos construir un ejemplo de conjunto infinito. Para un conjunto dado A, definimos el
sucesor de A, denotado con A*, como el conjuntod « {4}. Observemos que {A} es un
conjunto que contiene a A como Unico elemento. En otras palabras, A™ es un conjunto que
consta de todos los elementos de A junto con un elemento adicional, que es el conjunto A.
Por ejemplo, si A = {a, b}, entonces4*= {a, b} \ {{a, b}} = {a, b, {a, b} }; y sid = {{a},
b), entonces A* = {{a}, b, {{a}, b}}. Ahora construyamos una sucesion de conjuntos a partir
del conjunto vacie ©.El sucesor del conjunto vacio es{&},cuyo sucesor
es{d, {}}, ¥y cuyo sucesor es, a su vez, {&,{J}, {D, {J}}}.Es claro que podemos
continuar y construir
mas y mas sucesores. Asignemos nombres a estos conjuntos. En particular, usaremos 0, 1,
2, 3,... como nombres de los conjuntos.” Sean

0=02
1= {J}
2={J, {J}}

3=1{0, {9}, {9, {T}}}

T Es tan correcto usar 0,1,2, 3,... como nombres de conjuntos, como usar A, B,C,D,... Como se vera mas
adelante, escogemos los nombres 0, 1,2,3,... con toda intencion.
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Tenemos 1 =0", 2 =1%,3=2", y asi sucesivamente. Ahora definamos un conjunto N tal que

1. N contiene al conjunto 0.
2. Si el conjunto n es un elemento de N, entonces también lo es el conjunto n+ .
3. N no contiene otros conjuntos.

Como para todo conjunto en N se tiene que su sucesor también estd en N, es probable que
el lector admita que, en efecto, N es un "conjunto infinito™. Sin embargo, procedamos de una
manera mas precisa.

Hablaremos de tamarfios de conjuntos de manera comparativa. Para ello, introduzcamos
una definicién: Dados dos conjuntos, P y Q, decimos que existe una correspondencia
biunivoca o correspondencia uno a uno, entre los elementos de P y los elementos de Q si
es posible aparear los elementos de P y de Q de modo tal que todos los elementos de P estén
apareados con distintos elementos de Qt Asi, existe una correspondencia uno a uno entre
los elementos del conjunto {a, b) y los elementos del conjunto {c, d), pues podemos aparear
aconcy b con d, o podemos aparear a con dy b con c. También existe una correspondencia
uno a uno entre los elementos del conjunto {a, b, c} y los elementos del conjunto {<, a,
d}. Por otro lado, no existe correspondencia biunivoca entre los conjuntos {a, b, ¢) y {a, d}.
Es clara la intencion al introducir el concepto de correspondencia biunivoca, 0 uno a uno,
entre elementos de dos conjuntos, pues ahora podemos comparar dos conjuntos y decir si
son del mismo o de diferente tamafio. En efecto, la base para comparar esta formada por los
conjuntos que construimos anteriormente, a saber, 0, 1, 2, 3,..., y N. Ahora estamos
preparados para introducir algunas definiciones formales. Se dice que un conjunto es finito
si existe una correspondencia uno a uno entre los elementos del conjunto y los elementos
de algun conjunto n, donde n & N; se dice que n es la cardinalidad del conjunto. Asi, por ejemplo,
lacardinalidad de los conjuntos{a, b, ¢},{a, &, d} ¥ {&, {D}, {&, {&}}}es, en todos los
casos, igual a 3. Observe que, ahora, decir que un conjunto es infinito si no es un conjunto
finito, es algo preciso. Podemos, sin embargo, ser mas precisos acerca del "tamafio" de los
conjuntos infinitos: se dice que un conjunto es infinito contable, o numerable (o que la
cardinalidad del conjunto es infinita contable (o contablemente infinita))$ si existe una
correspondencia uno a uno entre los elementos del conjunto y los elementos de N. Observa-
mos, en primer lugar, que el conjunto de todos los nimeros naturales {0,1,2, 3,.. .}§ es un
conjunto infinito contable. Se sigue que el conjunto de todos los enteros pares no negativos
{0, 2,4, 6, 8,...} es un conjunto infinito contable, pues existe una correspondencia biuni-
voca obvia entre todos los enteros pares no negativos y todos los nimeros naturales, a saber,
al entero par 2i le corresponde el nimero natural i, parai =0, 1, 2,... De manera analoga,
el conjunto de todos los maltiplos de 7 no negativos {0,7,14,21,...} también es un conjunto
infinito contable. También lo es el conjunto de todos los enteros positivos {1, 2, 3, ...}.
Sefialemos que un conjunto es infinito contable si, comenzando con cierto elemento,
podemos listar sucesivamente, uno detras de otro, todos los elementos del conjunto, pues

T Esta definicion intuitiva se hard méas formal en el capitulo 4.

1 Los libros sobre el tema también se refieren a la cardinalidad de un conjunto infinito contable como ¥, (¥ es la
primera letra en el alfabeto hebreo).

8§ Quiza la notacion sea algo confusa, pero es intencional porque el conjunto N es, en efecto, una definicion precisa
del conjunto de los nimeros naturales.
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esa lista nos permite construir una correspondencia uno a uno entre los elementos del
conjunto y los nimeros naturales. Por ejemplo, el conjunto de todos los enteros {..., -2,-1,
0, 1, 2, . . .} es un conjunto infinito contable, porque sus elementos se pueden listar
sucesivamente como {0, 1, -1,2, -2, 3,-3,. ..}. Este ejemplo sugiere que la unién de dos
conjuntos infinitos contables también es un conjunto infinito contable. En efecto, asi es. De
hecho, la unién de un nimero finito de conjuntos infinitos contables es un conjunto infinito
contable y, lo que es mas, lo mismo sucede con la unioén de un nimero infinito contable de
conjuntos infinitos contables (véase el problema 1.26).

CONJUNTOS INFINITOS NO CONTABLES

En esta seccion mostraremos que existen conjuntos infinitos cuya cardinalidad no es infinita
contable. Ahora introducimos una "técnica de demostracion” que quiza sea nueva para el
lector.*

Se pidi6 a tres nifios (Jaime, José y Juan) que probaran helados de tres sabores diferentes,
chocolate, vainilla y fresa. La tabla siguiente indica si les gusté o no cada sabor:

Chocolate Vainilla Fresa
Jaime Si No Si
José No No Si
Juan Si Si Si

Hagamos la siguiente observacion trivial: supongamos que nos dicen que hay un nifio
que esta en desacuerdo con Jaime acerca de si el helado de chocolate es delicioso (esto es,
a Jaime le gusta el helado de chocolate pero al nifio no le gusta), esta en desacuerdo con José
acerca de si el helado de vainilla es delicioso (esto es, a José no le gusta el helado de vainilla
pero al nifio si le gusta), y también esta en desacuerdo con Juan acerca de si el helado de
fresa es delicioso (esto es, a Juan le gusta el helado de fresa pero al nifio no le gusta). Como
se ve, este nifio no puede ser Jaime, ni José, ni Juan, debe ser otro nifio, ya que esta en
desacuerdo con los gustos de cada uno en al menos uno de los sabores, segun se ilustra en
la tabla siguiente:

Chocolate Vainilla Fresa
Jaime GD No Si
José No (N Si
Juan Si Si GO
Nifionuevo  No Si No

T En efecto, en este libro necesitaremos demostrar en varias ocasiones que es imposible que algo exista, 0 que es
imposible realizar alguna tarea. Todos sabemos cémo demostrar la existencia de algo, o coémo describir un
procedimiento para realizar cierta tarea. Pero, ;como demostrar que es imposible, en cualquier circunstancia, que algo
exista? ;Como probar que es imposible realizar una cierta tarea, no importa lo inteligente que sea la persona o lo
poderosa que sea la maquina?
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Observemos una situacién mas general. Supongamos que hay n nifios y helados de n sabores.
Si nos dijeran que existe un nifio que esta en desacuerdo con el primer nifio acerca de si el
primer sabor es delicioso, que esta en desacuerdo con el segundo nifio acerca de si el segundo
sabor es delicioso, y que esta en desacuerdo con el n-ésimo nifio acerca de si el n-ésimo sabor
es delicioso, entonces podemos estar seguros de que este nifio no es uno de los n nifios,
porque esta en desacuerdo con cada uno de ellos en al menos un aspecto. Este ejemplo en
apariencia frivolo ilustra un método diagonal mediante el cual aseguramos que cierto objeto
(un nifio nuevo) no es uno de los objetos dados (los n nifios que conocemos), usando el hecho
de que este objeto es diferente de cada uno de los objetos dados en al menos un aspecto.
Como ejemplo de los conjuntos infinitos con cardinalidad que no es infinita contable,
ahora mostraremos que el conjunto de los nimeros reales entre 0 y 1 no es un conjunto
infinito contable. Nuestro método de demostracion es suponer que el conjunto es infinito
contable y después mostrar que existe una contradiccion. Si la cardinalidad del conjunto de
los nimeros reales entre 0 y 1 es infinita contable, entonces existe una correspondencia uno
a uno entre estos nimeros reales y los nimeros naturales. En consecuencia, podemos listarlos
exhaustivamente uno detras de otro en forma decimal, de la manera siguiente:t

O.apapapa- -
0.ananapay - -
0.a31a32a33a5¢ - -

donde g denota el j-ésimo digito del /-ésimo nimero de la lista. Considere el numero

0.5,byb:by - -
donde
b _ 1 si ;= 9
! 9—(1,',' si GH:O,],Z,‘,.,B

para todo i. Como se ve, el nimero 0.b;bybsby ... €s un nimero real entre 0 y 1 que no tiene una
cola infinita de ceros (por ejemplo 0.34000...). Mas auln, es distinto de cada uno de los
ndmeros de la lista anterior porque difiere del primer nimero en el primer digito, del segundo
ndmero en el segundo digito, del i-ésimo nimero en el i-ésimo digito, y asi sucesivamente.
En consecuencia, concluimos que la lista anterior no es un listado exhaustivo del conjunto
de todos los nimeros reales entre 0 y 1, contradiciendo la hipétesis de que este conjunto es
infinito contable.

Es posible continuar en esta direccion y clasificar los conjuntos infinitos de manera que
se puedan precisar conceptos como que algunos conjuntos son "mas infinitos" que otros
conjuntos infinitos. Esto, sin embargo, rebasa el ambito de nuestro analisis.

T Un nimero como 0.34 se puede escribir de dos maneras diferentes, a saber, 0.34000... 0 0.339999 .... Seguimos
la convencion arbitraria de escribirlo de la segunda manera.
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INDUCCION MATEMATICA

Ejemplo 1.1

Ejemplo 1.2

Primero consideremos algunos ejemplos ilustrativos:

Demos por hecho que tenemos timbres postales de dos denominaciones diferentes, 3
centavos y 5 centavos. Queremos demostrar que es posible realizar cualquier envio de
8 centavos, 0 mas, usando Unicamente timbres de estas dos denominaciones. Desde
luego, el enfoque de mostrar caso por caso como formar el envio de 8 centavos, de 9
centavos, de 10 centavos, y asi sucesivamente, usando timbres de 3 centavos y de 5
centavos, no sera practico, pues hay un nimero infinito de casos por examinaré
Consideremos un enfoque alternativo. Queremos demostrar que de ser posible hacer un
envio de k centavos usando timbres de 3 centavos y de 5 centavos, entonces también es
posible hacer un envio de k + 1 centavos usando timbres de 3 centavos y de 5 centavos.
Examinemos dos casos: supongamos que hacemos un envio de k centavos usando al
menos un timbre de 5 centavos. Al remplazar un timbre de 5 centavos por dos timbres
de 3 centavos habremos formado un envio de k+ 1 centavos. Por otro lado, supongamos
que hacemos un envio de k centavos usando solamente timbres de 3 centavos. Como k
z 8, debe haber al menos tres timbres de 3 centavos. Al remplazar tres timbres de 3
centavos por dos timbres de 5 centavos habremos formado un envio de k + 1 centavos.
Como la manera de hacer un envio de 8 centavos es obvia, podemos concluir que es
posible hacer un envio de 9 centavos, lo que, a su vez, nos conduce a concluir que po-
demos hacer un envio de 10 centavos, lo que, a su vez, nos conduce a concluir que
podemos hacer un envio de 11 centavos, y asi sucesivamente. a

Supongamos que quitamos un cuadrado a un tablero comun de ajedrez, de 8 x 8, segun
se muestra en la figura 1.2a. Dados los 21 triminést en forma de L mostrados en la
figura 1.2b, queremos saber si es posible cubrir los 63 cuadrados restantes del tablero
con los triminos. (Por cubrir los cuadrados restantes del tablero queremos decir que
cada cuadrado debera estar tapado por exactamente uno, sin que salgan del tablero partes
de los triminos, ni cubran el cuadro removido.) La respuesta es afirmativa, como lo
muestra la figura 1.3. En realidad podemos probar un resultado mas general, lo cual
haremos a continuacion.

Al tablero de ajedrez con uno de sus cuadrados removidos, le llamaremos tablero
de ajedrez defectuoso. Queremos demostrar que cualquier tablero de ajedrez defectuoso
de 2" x 2" se puede cubrir con triminés en forma de L.§ Es obvio que un tablero de
ajedrez defectuoso de 2 x 2 se puede cubrir con un triminé en forma de L. Ahora
supongamos que cualquier tablero de ajedrez defectuoso de 2 x 2* se puede cubrir con
triminds en forma de L, y procedamos a demostrar que cualquier tablero de ajedrez
defectuoso de 2k™ x 2k™ también se puede cubrir con triminds en forma de L. Considere

t Véase, sin embargo, el problema 1.30.

t La palabra triminé se deriva de la palabra domind. También hay tetraminds, pentaminds, hexaminds, y, en
general, poliminds. Para ver varios resultados interesantes sobre poliminds consultese Golomb [7].

§ De inmediato uno se pregunta si 2" x 2" - 1 siempre es divisible entre 3. La respuesta es afirmativa. (Véase el

problema 1.36.)
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Figura 1.2

un tablero de ajedrez defectuoso de 2¢"* x 2! seglin se muestra en la figura 1.4a.
Dividamos el tablero en cuatro cuadrantes, cada uno de los cuales es un tablero de 2
x 2, seglin se muestra en la figura 1.4b. Uno de estos tableros de 2 x 2“ es defectuoso.
Mas aun, al colocar un triminé en forma de L en el centro del tablero de 2¢** x 2,
como se muestra en la figura 1.4c, podemos imaginar que los otros tres cuadrantes
también son tableros de ajedrez defectuosos de 2 x 2¥. Como supusimos que cualquier
tablero defectuoso de 2 x 2* se puede cubrir con triminés en forma de L, podemos cubrir
cada uno de los cuadrantes con triminds en forma de L, y concluir que cualquier tablero
de ajedrez defectuoso de 2 *** x 2*! se puede cubrir con triminés en forma de L. Asi,
comenzando por cubrir cualquier tablero de ajedrez defectuoso de 2 x 2, hemos probado
que podemos cubrir cualquier tablero de ajedrez defectuoso de 2" x 2".

Estos dos ejemplos ilustran una poderosa técnica de demostracion en matematicas,
conocida como el principio de induccién matematica. Si para una afirmacién acerca de un
ndmero natural n podemos demostrar que:

1. Laafirmacion es verdaderaparan=ng;y
2. Laafirmacion es verdadera para n = k + 1, suponiendo que la afirmacion es verdadera
para "

entonces podemos concluir que la afirmacion es verdadera para todos los nimeros naturales

Al punto 1 se le conoce como base de la induccién y al 2 como paso de
induccion. A la suposicion en 2 de que la afirmacion es verdadera para n = k también se le
conoce como hipétesis de induccion. Por ejemplo, en el problema de los timbres postales
queremos demostrar la afirmacién: "Es posible realizar cualquier envio de n centavos
usando timbres de 3 y 5 centavos, para # 2 8.’ Para demostrar la afirmacién demostramos
que:

1. Base de la induccién. Es posible hacer un envio de exactamente 8 centavos.
2. Paso de induccion. Es posible hacer un envio de k + 1 centavos, suponiendo que es
posible formar un envio de exactamente k centavos{x = 8).
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Figura 1.3
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a)

Figura 1.4

b)
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Ejemplo 1.3

El principio de induccién matematica es una consecuencia directa de la definicién de
nameros naturales. Consideremos un conjunto S tal que:

1 Elndmero natural ny esta en S.
2. Si el nimero natural k esta en S, entonces el nimero natural k + 1 también estaen S,
(k2 my).

De acuerdo con la definicidn del conjunto de nimeros naturales podemos concluir que S
contiene a todos los ndmeros naturales mayores o iguales que no. Sin embargo, ésta es
precisamente la afirmacion del principio de induccion matematica, cuando consideramos
que S es el conjunto de los nimeros naturales para los que es verdadera una afirmacion dada.
Veamos mas ejemplos:

El rey convocé a las mejores matematicas del reino a presentarse en palacio para ver
queé tan listas eran. Les dijo: "A algunas de ustedes les he puesto sombreros blancos y
a otras sombreros negros. Pueden verse entre si pero no pueden hablar. Yo me retiro y
vendré cada hora. Cada vez que regrese quiero que aquellas de ustedes que hayan con-
cluido que usan sombrero blanco vengan y me lo digan de inmediato." Conforme paso
el tiempo, a la n-ésima hora cada una de las n matematicas que usaban sombrero blanco
informaron al rey que sabian que usaban sombrero blanco. ;Por qué?
Probaremos por induccion que si hay n matematicas que llevan sombrero blanco,

entonces todas lo sabran en la n-ésima hora.

1. Base de la induccién. Paran =1, s6lo hay una matematica que tiene sombrero
blanco. Como el rey dijo que habia puesto sombrero blanco en alguna (los reyes
nunca mienten), la matematica que vio que todas las demas llevaban sombrero
negro, comprendio de inmediato que ella llevaba el sombrero blanco. En conse
cuencia, ella informaria al rey en la primera hora (cuando el rey volviera por primera
vez) que llevaba sombrero blanco.

2. Paso de induccidn.t Supongamos que si hubiera k matematicas con sombrero
blanco entonces hubieran comprendido que llevaban sombrero blanco e informado
al rey en la k-ésima hora. Ahora supongamos que habia k + 1 matematicas con
sombrero blanco. Cada matematica con sombrero blanco veia que k de sus colegas
Ilevaban sombrero blanco. Sin embargo, que sus colegas no informaran al rey de
su hallazgo en la hora k-ésima s6lo puede implicar que habia mas de k personas

tPara entender mejor el razonamiento, exploremos el caso de dos matematicas con sombrero blanco. Considere-
mos a una de estas dos personas. Ella ve que una de sus colegas tiene sombrero blanco y razona que si tuviera
sombrero negro, su colega seria la tnica que llevara sombrero blanco. De ser asi, su colega hubiera comprendido
la situacion e informado al rey en la primera hora (todas las matematicas son listas). Que esto no haya sucedido
implica que ella también lleva sombrero blanco. En consecuencia, le informa al rey en la segunda hora (cosa que
también hace la otra matematica con sombrero blanco pues, de nuevo, todas las matematicas son listas).
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Ejemplo 1.4

Ejemplo 1.5

con sombrero blanco. En consecuencia, ella comprendi6 que debia llevar, también,
sombrero blanco. En la hora (k + I)-ésima, ella (junto con todas las otras matema-

ticas con sombrero blanco) diran al rey su conclusion.
m]

Considere el siguiente juego solitario: para cada entero i, hay un nimero ilimitado de
pelotas marcadas con el ndmero i. Inicialmente nos dan una caja de pelotas y vamos a
sacar las pelotas de la caja una por una. Si sacamos una pelota marcada con i, la podemos
remplazar por cualquier nimero finito de pelotas marcadas 1, 2,...,i- 1 (esto es, no
hay remplazo si quitamos una pelota marcada con el 1). El juego termina cuando la caja
esta vacia. Queremos saber si el juego siempre termina para cualquier caja de pelotas
dada inicialmente.

Demostraremos que el juego siempre termina, por medio de induccién sobre n, con
el mayor nimero que aparece en las pelotas de la caja.

1. Base de la induccidn. Para n = 1, hay inicialmente en la caja un nimero finito de
pelotas marcadas con el 1. Como no hay remplazo después de sacar una pelota
marcada con el 1, el juego termina después de un ndmero finito de movidas.

2. Paso de induccion. Supongamos que el juego termina si el nimero mas grande que
aparece en las pelotas es k. Consideremos el caso en que el nimero méas grande que
aparece es k + 1. De acuerdo con la hipétesis de induccidn, al final sacaremos una
pelota marcada k + 1 (si s6lo sacamos pelotas marcadas con 1, 2, .. ., Kk, se
terminaran en un ndmero finito de movidas). Repitiendo este argumento, sacaria-
mos todas las pelotas marcadas con k +1 en un nimero finito de movidas. De nuevo,
por la hip6tesis de induccidn, el juego termina, a partir de ahi, después de un nimero

finito de movidas. 5

Demostrar por induccion matematica que:

1. Base de la induccion. Para n = 1, tenemos

2 I(1+DE+1)

6

2. Paso de induccion. Supongamos que

Pagte. .. age = MEEDRRED
6
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Tenemos

- (k+ 1)

_(h+ DK+ 1)+ 6k + 1))
6

_ (k)RR + Tk + 6)

6

6

k+ D[+ D)+ 1[2(k+ 1) +1]
6

A

Demostrar que cualquier entero formado por 3" digitos idénticos es divisible entre 3"
(por ejemplo, 222 y 777 son divisibles entre 3; 222,222,222 y 555,555,555 son divisibles
entre 9). Demostraremos el resultado mediante induccion en n.

- 1
Ejemplo 1.6
—

1 Base de la induccion. Para n = 1, cualquier entero de tres digitos con los tres digitos
idénticos es divisible entre 3.1

2. Paso de induccién. Sea x un entero compuesto de 3! digitos idénticos. Observa-
mos que X se puede escribir como

X=YyXz
donde y es un entero compuesto por 3* digitos idénticos y

z=1023%+ 10% + 1 = 1000000 - - - 1000000 - - - 01

ke

3 1 ceros Sk | ceros

Como suponemos que y es divisible entre 3%, y z es claramente divisible entre 3,
concluimos que x es divisible entre 3<%,

u)
n 3

’Ejemplo 17 | Demostrar que 2" > n® para n > 10.

1. Base de la induccion. Para n = 10,2'° = 1024 que es mayor que 10°.

2. Paso de induccion. Suponga que 2“> k%, Observe que

3 3 3
=g 2ks (14 L) 22 ) +1J P3N SR T
L o10) Lk &) o

Una forma mas "poderosa” del principio de induccién matematica, conocida como
principio de la induccién matemética fuerte, se puede enunciar asi: para una afirmacion dada
acerca de un ndmero natural n, si podemos demostrar que

t Recordamos al lector el resultado elemental de que un entero es divisible entre 3 si la suma de sus digitos es
divisible entre 3.
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1'. Laafirmacion es verdadera paran = ng; y
2'. La afirmacion es verdadera paran = k + 1, suponiendo que la afirmacion es verdadera
para mgSnik,

entonces podemos concluir que la afirmacidn es verdadera para todos los nimeros naturales
nz ng.

En efecto, ésta es una forma mas poderosa del principio de induccién matemética
presentado al comienzo de esta seccion. Especificamente, en el paso de induccion, para
demostrar que la afirmacion es verdadera para n = k + 1, se nos permite hacer una suposicion
més fuerte en 2' (a saber, la afirmacion es verdadera para £ # £ k)que en la 2 original (a
saber, que la afirmacion es verdadera para n — k). En otras palabras, el principio de la
induccion matematica fuerte nos permite llegar a la misma conclusion suponiendo mas.
Dejamos la demostracion del principio de la induccion matemética fuerte para el problema
1.53. Aqui presentamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.8 Un rompecabezas consta de cierto numero de piezas. Dos 0 mas piezas con frontera
comun se pueden juntar y formar una pieza "grande". Para ser mas precisos, usamos
el término bloque para referirnos a una sola pieza o a un cierto nimero de piezas con
fronteras comunes que se pueden juntar para formar una pieza "grande". Asi, podemos
simplemente decir que se pueden juntar blogues con fronteras comunes para formar otro
bloque. Por ultimo, cuando todas las piezas se han colocado juntas en un solo bloque,
decimos que hemos armado el rompecabezas. Colocar dos blogues con frontera comun
se considera una movida. Usaremos el principio de la induccion matemética fuerte para
demostrar que para armar un rompecabezas con n piezas se emplean n - 1 movidas.

1. Base de la induccion. Un rompecabezas de una pieza no necesita movidas para ser
armado.

2. Paso de induccion. Supongamos que para cualquier rompecabezas de n piezas,
1 <n <k se emplean n - 1 movidas para armarlo. Ahora consideremos un rompe-
cabezas de k + 1 piezas. Para la ultima movida que termina de armar el rompeca-
bezas, se unen dos bloques -uno con n; piezas y el otro con n,, donde n; + n, =k
+ 1-para formar uno solo. De acuerdo con la hipétesis de induccién, se emplean
n; - 1 movidas para juntar un bloque y n, - 1 movidas para juntar el otro bloque.
Incluida la dltima movida para unir los dos bloques, el nimero total de movidas
esigual a

(- D) +(m-D+1=k+1-1=k -

Ejemplo 1.9 Queremos demostrar que cualquier entero positivo n mayor o igual a 2 es primo o es
producto de primos.

1. Base de la induccidn. Para n = 2, como 2 es primo, la afirmacion es verdadera.

2. Paso de induccion. Supongamos que la afirmacion es verdadera para cualquier
entero n, 2 £n <k Para el entero k + 1. si k + 1 es primo, entonces la afirmacion es
verdadera. Si k + 1 no es primo, entonces se puede escribir como pg, dondep £ &
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Ejemplo 1.10

Andrés Alicia Jorge VI Elizabeth

y ¢ £ 4. De acuerdo con la hip6tesis de induccidn, p es primo o producto de primos.
Ademas, g es primo o producto de primos. En consecuencia, pq es producto de
primos.

Deseamos construir nuestro arbol genealdgico para identificar a nuestros antepasados.
Con frecuencia los registros familiares incompletos nos impiden ir més atras de unas
cuantas generaciones. La figura 1.5a y b muestra dos ejemplos de arboles genealégicos.
Para simplificar hacemos la hipotesis de que para cualquiera de nuestros antepasados,
0 podemos ubicar a ambos padres o a ninguno. En un arbol genealégico llamaremos a
una persona "hoja" si no podemos ubicar a sus padres, y la llamaremos "nodo interno"
si los podemos ubicar.t

Queremos demostrar que en cualquier arbol genealdgico el nimero de hojas es
siempre uno o mas que el nimero de nodos internos. Probaremos la afirmacion mediante
induccidn sobre n, el nimero de personas del arbol geneal6gico, usando el principio de
induccién matematica fuerte.

1. Base de la induccion. La afirmacion es verdadera cuando n = 1. Cuando s6lo hay
una persona en el arbol genealdgico, es una hoja y no hay nodo interno.

2. Paso de induccion. Supongamos que la afirmacion es verdadera para todos los
arboles genealdgicos con n personas, para 1 < n <k. Queremos demostrar que la
afirmacion es verdadera para cualquier arbol genealégico con k + 1 personas.
Considere el arbol genealdgico de un hombre que tiene k + 1 personas. Denotemos
con;? el nimero de hojas del arbol y con g el nimero de nodos internos. Como hay
al menos tres personas en el arbol, ambos padres de esta persona estan en el arbol.

Adolfo Augusta

Jorge V Maria

Jorge VI Llizabeth

Felipe Elizabeth 11

Felipe Elizabeth I

Carlos Carlos

a) by

Figural5

t Introducimos estos términos sélo para facilitar nuestra presentacion. Se presentardn formalmente en el

capitulo 6, cuando estudiemos los arboles como una clase particular de gréficas.
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N, personas

| N2 personas

Figura 1.6

Ahora consideremos el arbol geneal6gico de cada uno de sus padres, como se ilustra
en la figura 1.6. Denotemos con n; el nimero de personas del arbol genealdgico de
su padre, donde p; de ellas son hojas y g; son nodos internos; con n, el nimero de
personas en el arbol genealdgico de su madre, donde p, son hojas y g, son nodos
internos. Como sy, £ k¥ m £ k de acuerdo con la hipétesis de induccion

p1=q; +1
P2=0+ 1
Como
P=P1+ P2
q=0q:+g+1
tenemos

p=gi+pt2=q+1

1.6 PRINCIPIO DE INCLUSION Y EXCLUSION

En esta seccién presentamos algunos resultados sobre la cardinalidad de conjuntos finitos.

Para denotar la cardinalidad del conjunto P usaremos |P|. Algunos resultados sencillos, cuya
deduccion se deja al lector, son:

POl s |Pl+]Q)

P @l = min (P, |Q)

PO QO = |Pl+|0-2IPn Q|
P-Ql 2 |Pl-|Q

A continuacion mostramos un resultado menos obvio. Sean |4, v |4,| dos conjuntos;
queremos demostrar que

Ay Ay = |Aj| + |4af = |4y N Ay (1.1)
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Ejemplo 1.11

Los conjuntos A; y A, pueden tener algunos elementos en comdn. Para ser precisos, el nd-
mero de elementos comunes a A; y A, esid; M A5]. Cada uno de estos elementos se cuenta
dos veces en]d4,| + |44} (una vez en|4;|y otra enl4|),aunque deberia contarse como un
elemento en |4, 4,l. Por tanto, esa doble cuenta de elementos en|4,| + |4,|debe ajustarse
restando el término|4, m 4| en el lado derecho de (1.1). Como ejemplo, supongamos que
de un conjunto de 12 libros, 6 son novelas, 7 se publicaron en el afio de 1984 y 3 son novelas
publicadas en 1984. Denotemos con A, el conjunto de libros que son novelas y con A, el
conjunto de los libros publicados en 1984. Tenemos

|A)| =6 |42 =7 |4y Ay =3
En consecuencia, de acuerdo con (1.1),
[ UA)=6+T-3=10

Esto es, hay 10 libros que son novelas o publicaciones de 1984, o ambas. En consecuencia,
entre los 12 libros hay 2 que no son novelas y que no fueron publicados en 1984.
Extendiendo el resultado en (1.1) tenemos, para tres conjuntos A;, A, y As,

A1 Ay As| = | Ay| + |Ay] + 43| = |4y 0 Aof = |4y 0 A4
— |Aa N A3l + Ay Ay A5 (1.2)

Como mas adelante demostraremos un resultado mas general, no demostraremos aqui el
resultado (1.2). Por otro lado, sugerimos que el lector verifique el resultado de (1.2)
examinando el diagrama de Venn de la figura 1.7. Consideremos algunos ejemplos
ilustrativos:

Supongamos que tenemos seis computadoras con las siguientes especificaciones:

Computadora Unidad aritmética Memoria en disco Terminal con

de punto flotante  magnético despliegue gréfico
| Sf Si No
1 Si Si Si
11 No No No
v No Si Si
\Y No Si No
VI No Si Si

Sean A;,Azy As\os conjuntos de computadoras con unidad aritmética de punto flotante,
almacenamiento en disco magnético y terminal con despliegue grafico, respectivamen-
te. Tenemos

[4i]=2 |Aa) =5 |45 =3
Ay Ay =2 |4 M A3l =1 |[Ay ™ A3l =3
]AlﬁAzﬁA3| = 1
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'Ejemplo 1.12|

Figura 1.7

En consecuencia,
[Ajw AU ds|=2+5+3-2~-1-3+1=5

Esto es, cinco de las seis computadoras tienen uno o méas de los tres tipos de hardware
mencionados.

a

De 200 estudiantes, 50 toman el curso de matematicas discretas, 140 el curso de
economia y 24 ambos cursos. Como ambos cursos programaron examenes para el dia
siguiente, s6lo los estudiantes que no estan en ninguno de estos cursos podran ir a la
fiesta de la noche anterior. Queremos saber cuantos estudiantes estaran en la fiesta. Al
examinar el diagrama de Venn de la figura 1.8a, donde A; es el conjunto de estudiantes
del curso de matemaéticas discretas y A, es el conjunto de estudiantes del curso de

|
|

b) Figura 1.8
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Ejemplo 1.13

economia, observamos que el nimero de estudiantes que toman uno 0 ambos cursos es
igual a
50+140-24=166
En consecuencia, el nimero de estudiantes que iran a la fiesta es
200 - 166 =34

Supongamos que 60 de los 200 son estudiantes de los primeros afios. De éstos, 20
toman matematicas discretas, 45 toman economia y 16 cursan ambas materias. Quere-
mos saber cuéntos estudiantes de los Gltimos afios estaran en la fiesta. De acuerdo con
el diagrama de Venn de la figura 1.8b, donde A; es el conjunto de los estudiantes de los
primeros afios, tenemos

[Ajw Ay Al =50+140+60-24 -20-45+16=177

Asi, el nimero de estudiantes de los Gltimos afios que iran a la fiesta es

200-177=23
m}

En una fabrica se ensamblaron treinta autos. Las opciones disponibles fueron: radio,
aire acondicionado y llantas de cara blanca. Sabemos que 15 autos tienen radio, 8 aire
acondicionado y 6 tienen llantas de cara blanca. Més aun 3, tienen las tres opciones.
Sean A, Ay, Az los conjuntos de autos con radio, aire acondicionado y llantas de cara
blanca, respectivamente. Como

4| =15 |45]=8 A3l =6

AN Ay A5 =3
de acuerdo con (1.2)
Ay WAy A3 =1548+6 AN Ay = |4 As| — 1Ay A5+ 3
=32 -4, N Ay —|A) M A5 = |43 N A5

Como
AyNnAy| z |4y Ay Ay
4y A3 2 |4y Ay A4,
Iy A3 2 |4y Ay A4
tenemos

A1 U 43U A3 $32 -3 -3-3=23

Esto es, hay a lo mas 23 autos que tienen una o mas opciones. En consecuencia, hay al
menos 7 autos que no tienen ninguna opcién.

=)
En el caso general, para los conjuntos - 4, 4,, . . . , 4,, tenemos
J.AIUAZU"'UAHI_Z |Aill - Z fA:ﬂAjr
i lsi<jsr
+ Z |A;-ﬁAJ-ﬁAk|+---+‘(—])r 1|A1ﬁ/42ﬁ""'11/4_,.; (13)

lzi<j<kzr
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Aungue no es dificil visualizar el resultado en (1.2), el resultado en (1.3) no es tan obvio.
Demostraremos (1.3) mediante induccién sobre el nimero de conjuntos r. Es claro que (1.1)
nos puede servir como base de la induccion. Como paso de induccién suponemos que (1.3)
es valido para cualesquiera r - 1 conjuntos. Sefialemos primero que, viendo (4, 4, U
-+ +UA, )y A,como dos conjuntos, de acuerdo con (1.1) tenemos

Ay Udyu- VA =4 04U UA, |+ 4

-, N A A - UA4,) (1.4)
Abhora,
|Ar I(-‘1("‘llL"I/‘!Ill“-’l' ' 'UAr—1)|=|(Ar mAl)u(Ar ﬁA:E)U e (Ar I,WAP"—'I).!

De acuerdo con la hipotesis de induccidn, paralosr - 1 conjuntos A, A, 4,N A4y, ...,
A, A,_,, tenemos

Ay NAD U A, NAY O U (A, N A
= A, A A, N A+ A M ALY
— (4, " A) N (A, N A) -4, N AN (A, N A)

+ |(ArﬁA])'n'(Ar I(‘\A‘?)'{\(/{r 'F\A.’A)—f—“'

+EY 24, N AN A N AD O (A N A,y
=4, N4+ |4, "A) -+ A4, NA

—A, Ay A=A, NA Ay -

A, VAN Ay A

(YA A N A A (1.5)

Ademas, de acuerdo con la hip6tesis de induccion, para los r - 1 conjuntos  4;, 4,, . - .,

A, _, tenemos

Ay Ay U VA | =[]+ A+
—lA A=A Ay -
R
H(E1Y 24 N Ay N A,y (1.6)

Sustituyendo (1.5) y (1.6) en (1.4), obtenemos (1.3).
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S
‘Ejemplo 1.14 Determinemos el nimero de enteros entre 1 y 250 que son divisibles entre cualquiera
de los enteros 2, 3, 5y 7. Denotemos con A; el conjunto de los enteros entre 1 y 250
que son divisibles entre 2, con A, el conjunto de los enteros divisibles entre 3, con A; el
conjunto de los enteros divisibles entre 5 y con A, el conjunto de los enteros divisibles
entre 7. Como

250 |t 250 |
Al =| =1 =125 g =] 2281 = g3
=] 57| = | B0 | = 83
250 250
AI=L—J:50 Anz —J=35
& 5 |44 -
, 250 250
Ayn A = | J=4l Ay A3 = 25
A4y 2| 12 %3 |4 3| .ZXS_‘
250 | 250 |
AlNAY = | = |=17 4 A= | 220 ] = 16
|4, 4 .2x7J [42 3l _3><5J
5
vy = | 2 J‘ 1 s Ayl = | 22 J-—-7
L3x7 LSx7
;
SICIat i/‘—“s iy Ay g = | =22 | =3
L2x3x5 L2x3x7
el =| 225 s - | 22 -2
3 L2x5x%x7 3w S5x7 ]
q
i/{f]-ﬁAzmA_gl’"‘A_i _‘ 2“-_[}—J - -l
L2x3%x5x7
tenemos
|A[UA2"—’A3\—JA4-_ =125+83+50+35-41-25-17-16-11-7
+8+5+3+2-1=193

a

En capitulos posteriores presentaremos més ejemplos de aplicacion de la formula (1.3),
que se conoce como principio de inclusion y exclusion.

*1.7  MULTICONJUNTOS

Un conjunto es una coleccién de objetos distintos, sin embargo, hay ocasiones en que
encontramos colecciones de objetos no distintos. Por ejemplo, considere los nombres de los
estudiantes de una clase. Podemos tener dos o mas estudiantes con el mismo nombre, y quizé

T Usamos || para denotar el mayor entero que es menor o igual que X.
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nos interese hablar sobre la coleccién de los nombres de los estudiantes. Definimos un
multiconjunto como una coleccidn de objetos que no son necesariamente distintos. Asi
{a,a,a, b, b, c}{a a a a}, {a b, c) y {} son ejemplos de multiconjuntos. La multiplicidad
de un elemento en un multiconjunto se define como el nimero de veces que el elemento
aparece en el multiconjunto. Asi, la multiplicidad del elemento a en el multiconjunto {a, a,
a, ¢, d, d) es 3. La multiplicidad del elemento b es 0, la multiplicidad del elemento c es 1, y
la multiplicidad del elemento d es 2. Observe que los conjuntos son sélo casos particulares
de los multiconjuntos, donde la multiplicidad de un elemento es 0 o 1. La cardinalidad de
un multiconjunto se define como la cardinalidad que le corresponde suponiendo que los
elementos del multiconjunto fueran distintos.

Sean P y Q dos multiconjuntos. La union de P y Q, denotada con P v (2, es
un multiconjunto tal que la multiplicidad de un elemento en P < £ es igual al maximo de
las multiplicidades del elemento en Py en Q. Asi, paraP ={a, a, a, ¢, d, d} y Q = {a, a,
b, ¢, c)

Pu@={aaabcc,dd}

Por ejemplo, sea el multiconjunto R = {ingeniero eléctrico, ingeniero eléctrico, ingeniero
eléctrico, ingeniero mecanico, matematico, matematico, fisico} el personal requerido para
la primera fase de un proyecto de ingenieria, y el multiconjunto S = {ingeniero eléctrico,
ingeniero mecanico, ingeniero mecanico, matematico, cientifico en computacion, cientifico
en computacién} el personal requerido para la segunda fase del proyecto. EI multiconjunto
R S8 es el personal que se debera contratar para el proyecto.
La interseccion de P y Q, denotada con P m {2, es un multiconjunto tal que la

multiplicidad de un elemento en P n Q es igual al minimo de las multiplicidades del elemento
enPyenQ. Asi,paraP ={a, a,a,c,d,d} yQ={a, a, b, c, c},

PrQ={aac)

Para el ejemplo del proyecto de ingenieria, el multiconjuntoR m § es el personal que
participard en ambas fases del proyecto.

La diferencia de P y Q, denotada con P - Q, es un multiconjunto tal que la multiplicidad
de un elemento en P - Q es igual a la multiplicidad del elemento en P menos la multiplicidad
del elemento en Q si la diferencia es positiva, y es igual a 0 si la diferencia es 0 0 negativa.
Por ejemplo, seaP ={a,a,a,b,b,c,d,d, e}yQ={a a b, b, b, c,c, dd,f}. Tenemos

P-Q={a,e}

Para este ejemplo, el multiconjunto R - S es el personal que sera reasignado después de la
primera fase del proyecto.

Las definiciones de unidn, interseccion y diferencia de multiconjuntos se han escogido
de manera que sean consistentes con las de conjuntos. Aqui no definimos la diferencia
simétrica de dos multiconjuntos, pero el lector interesado puede remitirse al problema 1.64.

Por altimo, definimos la suma de dos multiconjuntos P y Q, denotada con P + Q, como
el multiconjunto tal que la multiplicidad de un elemento de P + Q es igual a la suma de las
multiplicidades del elemento en P y en Q. Observe que no hay definicién correspondiente
para la suma de dos conjuntos. Por ejemplo, sean P ={a, a, b, ¢, c} y Q = {a, b, b,d}.
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Tenemos que P + Q={a,a, a, b, b, b, c,c,d). Otro ejemplo: seaR el multiconjunto que
contiene los nimeros de cuenta de todas las transacciones de un banco en un cierto dia, y S
el multiconjunto que contiene los nimeros de cuenta de todas las transacciones en el dia
siguiente. R y S son multiconjuntos, porque un nimero de cuenta pudo tener mas de una
transaccion en un dia. Asi, R + S es un registro combinado de los nimeros de cuenta de las
transacciones en estos dos dias.

18 PROPOSICIONES

Una proposicién es una frase declarativa que es verdadera o falsa. "Llovié ayer", "la presién
dentro de la camara del reactor sobrepasa el limite de seguridad" y "habra pollo para la
cena" son ejemplos de proposiciones. Por otro lado, "¢ qué hora es?" y "por favor, mande
su informe a la brevedad posible™ no son proposiciones, pues no son frases declarativas y,
en consecuencia, no tiene sentido referirse a ellas como verdaderas o falsas. No descartamos
la posibilidad de que una proposicion sea definitivamente verdadera, como " 15 es divisible
entre 3", ni la posibilidad de que una proposicion sea definitivamente falsa, como "Cham-
paign es la capital de Illinois". Una proposicion que es verdadera en cualquier circunstancia
se conoce como tautologia, y una proposicién que es falsa en cualquier circunstancia se
conoce como contradiccion.

Con frecuencia nos referiremos a proposiciones mediante nombres simbolicos. Por
ejemplo, sip denota la proposicion "todos los estudiantes de la clase aprobaron el examen
final", podemos decir que p es verdadera o p es falsa dependiendo de los resultados del
examen final. Una proposicion tiene dos posibilidades, ser verdadera o falsa y a éstas se les
conoce como los dos valores posibles que puede tomar una proposicion. Se acostumbra usar
una Fpara designar el valor verdadero y F, para el valor falso. En consecuencia, en lugar
de decir que la proposicion "todos los estudiantes de la clase aprobaron el examen final" es
verdadera, podemos simplemente decir que el valor de pes V.

Se dice que dos proposiciones p y g son equivalentes si cuando p es verdadera también
q es verdadera, cuando p es falsa también q es falsa, y viceversa. Por ejemplo, las dos
proposiciones "el agua se congel6 esta mafiana” y "la temperatura estuvo debajo de 0°C
esta mafiana" son equivalentes. También las proposiciones "él nacié en 1934" y "él tendra
60 afios en 1994", son equivalentes. Las proposiciones "iré al juego de pelota esta noche"
y "no hay clases mafiana” pueden o no ser equivalentes. Por otro lado, las dos proposiciones
"X es un nimero primo" y "x no es divisible entre 2" no son equivalentes, debido a que si
x no es divisible entre 2 no significa necesariamente que x sea un ndmero primo.

Se pueden combinar proposiciones para construir nuevas proposiciones. Por ejemplo,
respecto a la operacion de una compafiia, denotemos con p la proposicion de que el volumen
de ventas mensuales es menor que $ 200 000 y con q la proposicién de que el gasto mensual
excede $ 200 000. Quiza nos interese construir una proposicion que describa la situacién de
que el volumen de ventas es menor que $ 200 000 y que el gasto mensual excede $ 200 000.
También puede interesarnos construir una proposicion que describa la situacion en la cual
el volumen de ventas mensuales sea menor que $ 200 000 o el gasto mensual exceda
$ 200 000. Es obvio que estas proposiciones son ejemplos de “"combinaciones” de las
proposicionespy q.



CONJUNTOS Y PROPOSICIONES 29

P q|pvg P q| pq p| P
F F| F F F| F Flv
F V \Y F V F V| F
V F AY) V F F
vV V \Y vV V \Y

Figura 1.9

Sean p y q dos proposiciones. Definimos la disyuncion de p y g, denotada con p v q,
como la proposicién que es verdadera cuando ya sea que p 0 g 0 ambas sean verdaderas, y
es falsa cuando ambas, p y q, sean falsas. En el ejemplo de la operacién de una compafiia,
la disyuncion de la proposicion de que el volumen de ventas mensuales es menor que
$ 200 000 y la proposicion de que el gasto mensual excede $ 200 000 es la proposicion de
que o el volumen de ventas mensuales es menor que $ 200 000 o el gasto mensual excede
$ 200 000 0 ambas cosas.

Sean p y q dos proposiciones. Definimos la conjuncion de p y g, denotada con p " q,
como la proposicién que es verdadera cuando ambas, p y g, sean verdaderas, y es falsa,
cuando p o ¢, o ambas, sean falsas. En el ejemplo tratado acerca de la operacion de una
compaiiia, la conjuncion de la proposicion de que el volumen de ventas mensuales es menor
que $ 200 000 y la proposicion de que el gasto mensual excede $ 200 000, es la proposicién
de que tanto el volumen de ventas mensuales es menor que $ 200 000 como el gasto mensual
excede $ 200 000.

Sea p una proposicion. Definimos la negacion de p, denotada por p,t como la propo-
sicidn que es verdadera cuando p es falsa, y es falsa cuando p es verdadera. Asi, la negacion
de la proposicion de que el volumen de ventas mensuales es menor que $ 200 000 es la
proposicion de que el volumen de ventas mensuales excede o iguala $ 200 000.

Una proposicién obtenida de la combinacion de otras proposiciones se conoce como
proposicion compuesta. Una proposicion que no es combinacion de otras se conoce como
proposicién atémica. En otras palabras, una proposicion compuesta esta formada de propo-
siciones atdmicas. Una manera conveniente y precisa de describir la definicién de una
proposicién compuesta es una tabla como la mostrada en la figura 1.9, donde los valores de
una proposicion compuesta estan especificados para todas las posibilidades de los valores
de las proposiciones atdmicas de la proposicién compuesta. En concreto, las tablas de la
figura 1.9 muestran las definiciones de la disyuncién y conjuncién de dos proposiciones, y
de la negacién de una proposicion. Dichas tablas se llaman tablas de verdad de las
proposiciones compuestas.

t También se usa la notacion -p.
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P a | p—g
F F Vv
F Vv v
vV F F
V V| Vv

Figura 1.10

Debemos tener presentes otras dos maneras importantes de construir proposiciones
compuestas: considere las proposiciones "la temperatura rebasé los 70°C" y "la alarma
sonard", que denotaremos con p y ¢, respectivamente. Ademas, consideremos la proposi-
cién "si la temperatura rebasa los 70°C, entonces la alarma sonard"”, que denotaremos con r.
Es facil ver que r es verdadera si la alarma suena cuando la temperatura rebasa los 70°C
(tanto p como ¢ son verdaderas), y r es falsa si la alarma no suena cuando la temperatura
rebasa los 70°C (p es verdadera y g es falsa). Por otro lado, cuando la temperatura es igual
0 menor que 70°C (p es falsa), la proposicion r no puede ser falsa, sin importar si la alarma
suena o0 no. En consecuencia, decimos que r siempre es verdadera cuando la temperatura es
igual o menor que 70°C.

Formalicemos el concepto de combinar dos proposiciones p y q para formar una que
diga "si p entonces q" como la introducida en el ejemplo anterior. Sean p y q dos
proposiciones. Definimos la proposicion "si p entonces q", denotada con p — ¢, que €s
verdadera si tanto/* como g son verdaderas o sip es falsa, y que es falsa Up es verdadera y
g es falsa, como se indica en la tabla de verdad de la figura 1.10. La proposicion compuesta
"si p entonces g también se lee "p implica q".

Un lector que lea por vez primera la proposicion compuesta "si p entonces g" quiza
tenga alguna duda acerca del hecho de que la afirmacion compuesta sea verdadera cuando
p sea falsa, sin importar que g sea verdadera o no. Examinemos otros ejemplos. Al considerar
la afirmacion "si lo intentas, lo lograras", es claro que si lo intentas y lo logras, la afirmacion
es cierta. Si lo intentas y fallas, la afirmacion es falsa. Sin embargo, si no lo intentas, no hay
manera de argumentar que la afirmacion es falsa. Como no ser falsa significa que es
verdadera, podemos concluir que si no lo intentas entonces la afirmacion es verdadera. Otro
ejemplo: considere la orden del oficial de seguridad de una compafiia de que todo visitante
debe portar gafete. La orden se puede reformular como una proposicion "si alguien es
visitante, entonces debe portar gafete". Para verificar que se ha acatado la orden (que la
proposicion es verdadera), debemos revisar a cada persona en las oficinas, una por una. Si
se trata del visitante, podemos determinar que la orden se ha acatado al ver si porta gafete.
Por otro lado, si no es visitante, entonces no hay manera de concluir que la orden no se ha
acatado y, por tanto, la afirmacion es verdadera. Como un ejemplo mas, recordemos que en
la seccion 1.1 hicimos la afirmacion de que el conjunto vacio es subconjunto de cualquier
conjunto. De acuerdo con la definicidn de subconjunto de un conjunto, esta afirmacion puede
reformularse como "si x es un elemento del conjunto vacio, entonces x es un elemento de
cualquier conjunto”. Es obvio que la afirmacion es verdadera.
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Ejemplo 1.15\

Ejemplo 1.16]

p<q

< < M T ©
< M < T
< T Tmm<

Figura 1.11

Juan hizo las siguientes afirmaciones:

1 Yoamo a Luisa.
2. Siyoamo a Luisa, entonces también amo a Veronica.

Dado que Juan dijo la verdad o mintié en ambos casos, determine si en verdad Juan ama
a Luisa. Suponga que Juan mintid. Entonces, de acuerdo con la afirmacion 1, él no ama
a Luisa. Se sigue que la afirmacién 2 debe ser verdadera, lo cual es una contradiccion.
En consecuencia, Juan debe haber dicho la verdad y podemos confirmar que en realidad
ama a Luisa.

Se puede ser un poco mas formal y hacer que p denote la afirmacion "Juan ama a
Luisa", y g denote la afirmacion "Juan ama a Verdnica". La tabla de verdad de la figura
1.10 muestra que es posible que tanto p comop — gsean verdaderas, pero que no es

posible que ambas sean falsas. o

Denotemos con p la proposicion "compraremos una computadora nueva" y con q la
proposicion "se dispone de fondos adicionales". Considere la proposicion "se comprara
una computadora nueva si y solo si se dispone de fondos adicionales", que denotaremos con'r.
Como se ve, r es verdadera si, en efecto, se compra una computadora nueva cuando se
disponga de fondos adicionales (tanto p como ¢ son verdaderas). La proposicién r también
es verdadera si no se compra una computadora nueva cuando no se disponga de fondos
adicionales (tanto p como q son falsas). Por otro lado, r es falsa si se compra una computadora
nueva aunque no se disponga de fondos adicionales (p es verdadera y q es falsa), o si no se
compra una computadora nueva aungue se disponga de fondos adicionales (p es falsa y q es
verdadera).

Sean p y q dos proposiciones. Definimos la proposicién "p si y s6lo si ", denotada con
P <> g, que es verdadera si ambas, p y g, son verdaderas o si ambas, p y q, son falsas, y
que es falsa si p es verdadera cuando g es falsa y si p es falsa cuando q es verdadera. La tabla
de verdad de la figura 1.11 muestra la definicion de p <> g.

En una isla hay dos tribus de nativos. Todos los nativos de la primera tribu siempre dicen
la verdad, mientras que todos los nativos de la otra tribu siempre mienten. Al llegar a
laisla y preguntar a un nativo si hay oro en la isla, él responde, "hay oro en la isla si y
solo si yo siempre digo la verdad". ;De qué tribu es? ¢Hay oro en la isla? Resulta que
no podemos determinar de qué tribu es, pero podemos determinar si hay oro en la isla.
Designemos con p la proposicion de que él siempre dice la verdad y con g la proposicién
de que hay oro en la isla. Asi, su respuesta es la proposicionp <> ¢. Supongamos que
siempre dice la verdad, esto es, que la proposicion g es verdadera. Mas adn, su respuesta
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Ejemplo 1.17

=

P A |prg parg @A@v@PAD (@A AGAD)—>P)
F F | F Vv Vv F

F VvV | F F F Vv

V F | F F F Vv

\Y \Y \Y F \Y \Y

Figura1.12

debe ser verdadera, esto es, p <> ges verdadera. En consecuencia, g debe ser verdadera.
Supongamos que siempre miente, esto es, la proposicion p es falsa. Ademas, su
respuesta es una mentira, lo cual significa que p <> ges falsa. En consecuencia, q debe
ser verdadera. Entonces, en ambos casos podemos concluir que hay oro en la isla, sin
importar de qué tribu sea el nativo. 5
Para construir nuevas proposiciones podemos combinar proposiciones compuestas. Por
ejemplo, sean p y g proposiciones. Tenemosp A g ¥ (7 A g),en consecuencia,

wrpv@nrg) —p (1.7)

como proposiciones compuestas en las que se han usado los paréntesis como delimitadores.
El valor de una proposicion compuesta siempre se puede determinar construyendo su tabla
de verdad paso a paso. Como se muestra en la tabla de la figura 1.12, los registros de las
columnas que corresponden a las proposiciones compuestas se pueden construir columna a
columna de izquierda a derecha.

Podemos determinar si dos proposiciones son equivalentes al examinar sus tablas de
verdad. Por ejemplo, de acuerdo con las tablas de verdad de las figuras 1.9 y 1.12, la
proposicion de (1.7) es equivalente a la proposiciénp v g. Como otro ejemplo, las dos
proposicionesp <> g ¥ (2 — ¢) A (g — p) son equivalentes al comparar las tablas de verdad
de las figuras 1.11 y 1.13. En efecto, vemos que no fue accidental escoger la notacionp <> ¢.

Hay dos restaurantes, uno junto a otro. Uno tiene un letrero que dice "la buena comida
no es barata" y el otro tiene un letrero que dice "la comida barata no es buena". ;Dicen
lo mismo? Denotemos con g la proposicidn de que la comida es buena y con c la
proposicion de que la comida es barata. El primer letrero se puede escribir como

P q |p—=q g>p @oPr@GP)

F F % % %

F V % F F

V F F % F

V V V V V Figura 1.13
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P q |g§ ¢ 8¢ cog

F F |V V \Y \Y

F V \% F \% \%

vV F |F V \Y \Y

v V |F F F F Figura 1.14

g — ¢ yel segundo comoc — g. La tabla de verdad de la figura 1.14 muestra que, en
efecto, los dos letreros dicen lo mismo.

o
.
Ejemplo 1.18 Como ejemplo final, pedimos al lector verificar que las dos proposiciones
(rg)vipar)—s
y
(pv(gar)vs
son equivalentes. a

En el capitulo 12 estudiaremos el tema de construir, manipular y simplificar proposi-
ciones compuestas, después de desarrollar el concepto de &lgebras booleanas.

Es probable que algun lector reconozca que la combinacidn de proposiciones para
construir nuevas proposiciones tiene una fuerte analogia con el hecho de que las combina-
ciones de conjuntos construyen nuevos conjuntos. Para ser precisos, notamos la analogia
entre los conceptos de unién de dos conjuntos y de disyuncién de dos proposiciones, entre
los conceptos de interseccion de dos conjuntos y de conjuncién de dos proposiciones, y entre
los conceptos de complemento de un conjunto y la negacién de una proposicién. Dicha
analogia no es accidental, como veremos en el capitulo 12.

19  NOTASY REFERENCIAS

Se pueden usar varios libros como referencia general para éste. VVéase, por ejemplo, Arbib,
Kfoury y Moli [1], Berztiss [2], Birkhoff y Bartee [3], Bogart [4], Cohén [5], Gili [6],
Kemeny, Snell y Thompson [10], Knuth [11], Kolman y Busby [12], Korfhage [13], Levy
[14], Liu [15], Prather [17], Preparatay Yeh [18], Sahni [19], Stanaty McAllister [22], Stone
[24], Tremblay y Manohar [26] y Tucker [27]. Para profundizar en la teoria de conjuntos,
véase Halmos [9] y Stoll [23]. Pdlya [16], Sominskii [21] y Golovina [8] son tres libros muy
agradables que tratan algo mas que el tema de induccion matematica. Para un mayor estudio
del principio de inclusion y exclusion véase el capitulo 4 de Liu [15]. Suppes [25] es una
referencia Util para el material de la seccion 1.8 sobre proposiciones. VVéase también el
fascinante libro de Smullyan [20].
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Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Explique brevemente la
respuesta.

ay Bcd

by Bed
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c) Dc{D}
d) Qe {D}
e) {J)cD
J) {©r e
g {BYc {1}
h) {D) e {2}
i) {a,b}c{a b, c {a b, c}}
f) {a b} efa b, c, {a b c}}
k) {a b} c{a b, {{a, b}}}
1) {a,b) e {ab, {{a b}}}
m) {a, @} c {a, {a, D}}
n) {a, @} e {a, {a, D}}
1.2 Diga cuales son los conjuntos siguientes:
a) Du {D}
by D (D}
) {(D}u {a,0,{D}}
d) (B} {a, @, (D))
e) D@ {a D {D}}
f) {2} ®{a 2. (D}
1.3 a) Sean Ay B conjuntos tales que (4 w B) < By B g A. Dibuje los diagramas de Venn
correspondientes.
b) Sean A, By C conjuntostalesque A c B, AcC, (BN C)cAdyAdc(Bn ). Dibuje los
diagramas de Venn correspondientes.
c) Sean A, By Cconjuntostalesque (4 "B ) =@, (AnB)z8, (A Cy=By (B C)
# . Dibuje los diagramas de Venn correspondientes.
1.4 Dé un ejemplo de conjuntos A, By Ctalesque 4 e B,Be C,y A4 ¢ C.
1.5 Determine cudles de las siguientes afirmaciones acerca de conjuntos arbitrarios A, By C son
verdaderas. Justifique la respuesta.
a) SidAe ByBc C,entonces 4 € C.
b) Side ByBc C,entonces 4 ¢ C.
¢) SiAc By Be C, entoncesA e C.
d) SiAcByBeC, entonces A C.
1.6 Sean A, By C subconjuntos de U. Puesto que

ANB=AnC
AnB=4NnC
¢€es necesario que B = C1 Justifique la respuesta.
1.7 Ya que
ANO)c(BNC)
AACc(BAO)

demostrar que 4 < B.

1.8 ¢Qué se puede decir acerca de los conjuntos P y Q si
a) PnQ=p?
b PUO=P?
A P®O=P?
d PAQ=PuQ?
1.9 a) Sean A c By Cc LiSiempre sucede que (4w C)c (Bw D)? ;Siempre sucede que (4 N
O (B DY
b) Sean W < X'y ¥ < Z;Siempre sucede que (W v ¥) < (X' < Z)? ;Siempre sucede que
(WAYycXnZ)y
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1.10 a) Puesto que 4w B =4 C, ;es necesario que B=C7

1.11

1.12

113

1.14

115

116

b) Puesto que A4 m B=4  C, ies necesario que B = C?
c) Puestoque 4@ B=4® C, ;es necesario que B = C7
Justifique las respuestas.

Para A = {a, b, {a, c}, @}, determine los conjuntos siguientes:
a) 4-{a}

by A-&

c) A-{J}

d)y A-{a, b}
e) A-{ac}
f) A-{{a b}}
g 4-{{ac})
hy la}-A

H @-4

N {dy-4

ky {a,c)-A4
Iy {{a,cti-4
m) {a}—{4}

Sean A, B y C conjuntos arbitrarios.

a) Demostrar que (A-B)-C=A-BuQ

b) Demostrar que (A-B)-C = (A-Q-B

c) Demostrar que (A-B)-C={A-Q-(B-Q

Sean los conjuntos A, B 'y C. ¢En qué condiciones son verdaderas las siguientes afirmaciones?
a) (A-Byu(d-C)=A

By (A-=Byu(d-C)=0@

) A-Bm(A-C)=2

d A-Bed-0)=0

Sean Ay B dos conjuntos.

a) SiA-B=B, ;queé se puede decir acercade Ay B?

b) SiA-B=B-A,:qué se puede decir acerca de Ay B?

Sefialemos con A el conjunto de automéviles de manufactura nacional; con B el conjunto de todos
los automdviles importados; con C el conjunto de todos los fabricados antes de 1977; sea D el
conjunto de todos los automéviles cuyo valor comercial actual es menor que $ 2000, y sea E el
conjunto de todos los automaviles que son propiedad de estudiantes de la universidad. Exprese

las afirmaciones siguientes en notacion de teoria de conjuntos:

a) Los automoviles propiedad de estudiantes de la universidad son de manufactura nacional o

importados.

b) Todos los automéviles fabricados antes de 1977 tienen un valor comercial actual menor que

$ 2000.

c) Todos los automoviles importados fabricados después de 1977 tienen un valor comercial

actual mayor que $ 2000.

Denotemos con A el conjunto de todos los estudiantes de primer afio, con B el conjunto de todos
los de segundo afio, con C el conjunto de los estudiantes de la especialidad de matematicas, con
D el conjunto de todos los estudiantes de ciencias de la computacion, con E el conjunto de todos
los estudiantes del curso de elementos de matematicas discretas, con F el de todos los que fueron
al concierto de rock el lunes por la noche, y con G el de todos los que se acostaron tarde el lunes

por la noche. Exprese las siguientes afirmaciones en notacion de teoria de conjuntos:
a) Todos los estudiantes de segundo afio de ciencias de la computacién toman el curso de
elementos de matematicas discretas.
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b) Aquellos, y s6lo aquellos que estén en el curso de elementos de matematicas discretas o que
fueron al concierto de rock, se acostaron tarde el lunes por la noche.
¢) Ningun estudiante del curso de elementos de matematicas discretas fue al concierto de rock
el lunes por la noche (la razén obvia es la gran cantidad de problemas que dejan en el curso
de elementos de matematicas discretas).
d) El concierto de rock fue s6lo para los estudiantes de primero y segundo afio.
e) Todos los estudiantes de segundo afio que no son de la especialidad de matematicas ni de
ciencias de la computacion, fueron al concierto de rock.
1.17 Determine los conjuntos potencia de los siguientes conjuntos:
a) {a}
b) {{a}}
o) {2, {2}}
1.18 Sea A = {@@, b}. Construya los siguientes conjuntos:
a) A-O
by {@}) -4
c) Avu P(A)
d) An PA4)
1.19 Sea A = {@}. Sea B = #(#(A)).
a) ;Es@ e B?;0chB?
by (Es{@} e B? ;D c B?
o) (Es {{D}} e B? ({{T}} c B?
1.20 Sea A = {@,{}}. Diga cudles de las afirmaciones siguientes son verdaderas y cuéles son falsas.
a) D e 5#(A)
b) {J}c #()
¢) (D)< #4)
d) {@ycA
e} {J} e P(A)
f) G} e4
g) (B} cPU)
B B} c4
D {{de #(4)
5 {{Qie 4
1.21 Sea A = {a, {a}}. Diga cudles de las afirmaciones siguientes son verdaderas y cuales son falsas.
a) De F(A)
by DdcF4)
c) fa} e #(A)
d) {a}c #(4)
e) {la}} e #(4)
) Hal} e #A)
g) {ala}} e #)
h) {afa}} < #(4)
i) {{{a}}} e #)
N el e #4)
1.22 Determine si las afirmaciones siguientes son verdaderas o falsas. Explique su respuesta.
a) Au P(4)=F(4)
by An #A)=4
¢) {A}yw @A)= P(A)
d) {Ayn#A)=A4
e) A-PA)=4
1) PA)- (4} = P(4)
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1.23

124

1.25

1.26

127

128

1.29

1.30

131

132

1.33

1.34
1.35
1.36

Sean Ay B dos conjuntos arbitrarios.

a) Demuestre que P(4 M BY= P(4) m F(B),0 proporcione un contraejemplo.
b) Demuestre que #(4 B = #(4) v #(B), o proporcione un contragjemplo.
Diga cual es la cardinalidad de los conjuntos:

a) A ={n’|nes un entero positivo}

b) B=es{#'®|n un entero positivo}

c)AvEB

dANE

Justifique las respuestas.

Demuestre que se puede escribir en espafiol a lo més un numero infinito contable de libros
(definimos un libro como una sucesidn finita de palabras, dividida en oraciones, parrafos y
capitulos).

a) Demuestre que el conjunto de todos los nimeros racionales positivos es un conjunto infinito
contable. (Sugerencia: Considere todos los puntos del primer cuadrante del plano cuya
coordenada x y coordenada y tengan valores enteros.)

b) Demostrar que la unién de un nimero infinito contable de conjuntos infinitos contables es
un conjunto infinito contable.

Denotemos con N el conjunto de todos los nimeros naturales y con S el conjunto de todos los
subconjuntos finitos de N. ¢ Cudl es la cardinalidad de S? Justifique la respuesta.

a) Dé un ejemplo con el que demuestre que la cardinalidad de un conjunto, que es la interseccion
de dos conjuntos infinitos contables puede ser, a su vez, infinito contable. b) Dé un ejemplo
con el que demuestre que la cardinalidad de un conjunto, que es la interseccion de dos conjuntos
infinitos contables, puede ser finita.

El sefior Kantor construye una maquina que distingue los nimeros "afortunados” de los "no
afortunados”. Esto es, dado un nimero natural, la maquina respondera: "afortunado™ o "no afor-
tunado”. Dos de dichas maquinas se consideran diferentes si existe al menos un nimero que una
maquina diga que es afortunado y que la otra diga que es no afortunado. Pruebe que hay mas de
un nmero infinito contable de dichas maquinas.

Resuelva el problema de los timbres postales del ejemplo 1.1 demostrando cdmo se pueden hacer
envios de 3k, 1k + 1, 3k + 2 centavos con timbres de 3 y de 5 centavos.

El sefior E. V. Flores afirma que tiene una tercera parte de indigena. Cuando se le pregunta cémo
es eso posible responde: "Mi padre tenia una tercera parte de indigena y mi madre tenia una
tercera parte de indigena.” ¢Es correcta esta demostracion por induccion?

Presentamos una demostracion, por induccion, de la afirmacion: "Cualesquiera n bolas de billar
son del mismo color."”

Base de la induccion. Para n = 1, la afirmacion es trivialmente verdadera.

Paso de induccién. Supongamos que tenemos k + 1 bolas de billar que numeramos 1,2,...,
(k + 1). De acuerdo con la hipétesis de induccién, las bolas 1, 2,. . ., k son del mismo color.
Ademas, las bolas 2, 3,..., (k + 1) son del mismo color. En consecuencia, las bolas 1,2,... /k,
(k+ 1) son del mismo color.

¢Dénde esta el error en esta demostracion?

Demuestre por induccion que para #Z 0y a=1

l _aa:+l

. 1-a

Demuestre, por induccion, que n® + 2n es divisible entre 3 para toda n Z 1.
Demuestre, por induccion, que n* - 4n? es divisible entre 3 para toda # 2 2.
Demuestre, por induccion, que 2" x 2"- 1 es divisible entre 3 paratoda n 2 1.

lT+a+al+---+g" =
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1.37 Demuestre, por induccidn, que
T+24+224 2834 4 =204 -1,
1.38 Determine la suma
1+3+5+---+(2n-1)

a) sugiriendo una formula general con base en los valores de lasumapara n=1,2,3,4y 5; b)
probando, por induccion, que la formula general es vélida.

1.39 Demuestre, por induccion, que para n= 1
1-11+2.2043 .34 4 penl=(n+ 1) = 1
donde n! esel producto 1-2-3 -+ - n

1.40 Demuestre, por induccion, que para n2 |

124234 +nn+1) ;E.("‘_H%{iﬂ
1.41 Demuestre que 12—-22+32—42+... (=)'~ 1p2 = (=1} |ﬂ”7jl
a) Por induccion. -
b) Usando el resultado del ejemplo 1.5.

1.42 Demuestre que 12+ 32452+ ... +(2n~ )2 = 2 - i} 2+l

1.43 Demuestre que 17 +2*+ .- -+ ¥ =(1+2+3 4+ ... + n)?

2

2
1.44 Demuestre que —]LB— + n _nn+1)

- i—+---+
3-5 2n-1D2n+1) 2(2n+1)

1.452) Demuestre que ——+ ——+ ——4 ... g —1——. 1
1-2 2.3 3-4 nln+1) n+1

| 1 1 n
b) Demuestre que ——+——+ - + -
1-3 3:5 @r-D@2r+1) 2a+1

1 1 n

c) Demuestreque—l—+L+ St -
1-4 4.7 7-10 Bn-2)3n+1) 3n+1

d) Encuentre y demuestre una férmula general que incluya como casos particulares los resulta-
dos de a), b) y ¢).

1.46 Demuestre que
1.2:342.3.443.4-54+-+n(n+ l)tn;z)=ﬂ,’?f_ll@4lg)_(”_"'_31

1.47 Encuentre y demuestre, por induccion, una formula general que surja de la observacion de que
=1
B=3+5
P=T7+9+11
$=13+15+17+19

1.48 Demuestre, por induccion, que la suma de los cubos de tres enteros consecutivos es divisible entre 9.
1.49 Demuestre que, para cualquier entero n,
(1 1 )m-z + ( 12)2!:-!
es divisible entre 133.
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1.50 Se sabe que para cualquier entero positivo n z 2

151

1.52

1.53

154

1.55

LR L P R

n+1l n+2 2n
donde A es una constante. ;Qué tan grande puede ser A?

Demuestre que para cualquier entero positivon > 1

Cuando llegan n parejas a una fiesta, el anfitrion y la anfitriona los reciben en la puerta. Después
de una ronda de apretones de mano, el anfitrién pregunta a los invitados y a su esposa (la
anfitriona) el nimero de manos que cada uno de ellos ha estrechado. El recibi6 2n + 1 respuestas
diferentes. Puesto que nadie estrechd la mano de su esposo 0 esposa, ¢cudntas manos estrecho la
anfitriona? Demuestre el resultado por induccion.

a) Sea S el conjunto de nimeros naturales tales que: 1. EI nimero natural ny estaen S. 2. Si los
ndmeros naturalesng, ng +1, Ny + 2,..., k estan en S, entonces el nimero natural k+\ también
estdenS.

Demuestre que S es el conjunto de todos los nimeros naturales mayores o iguales que no.

Sugerencia: suponga que n, es el menor nimero natural que no estd en S. b) Use el resultado

de la parte a) para demostrar que, en efecto, el principio de la induccion matematica fuerte es

valido.

Entre los enteros del 1 al 300, ¢cuéantos no son divisibles entre 3, ni entre 5, ni entre 7? ; Cuantos

son divisibles entre 3 pero no entre 5 ni entre 7?

Se van a distribuir al azar N Juguetes entre N nifios. Hay una manera interesante en que los nifios
elijan los juguetes de modo que ningdn par de ellos escoja el mismo juguete. Se traza una grafica
como la mostrada en la figura 1P.1a) donde hay N lineas verticales y un nimero arbitrario de
segmentos horizontales al azar entre las lineas verticales adyacentes con la condicion de que
ningun par de segmentos horizontales se encuentre en el mismo punto. Se asignan los TV juguetes
a la parte inferior de las lineas verticales y cada nifio escoge como punto de partida la parte superior
de una linea vertical. Desde este punto, el nifio trazara una trayectoria hacia abajo. Sin embargo,

Juan José Jacobo Jaime Jesis Juan José Jacabo laime Jesus
|
- 1
1 I
Libro  Bicicleta Campana Baldn Bat Libro  Bicicleta Campana Balon Bat
a) b)

Figura 1P.1
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1.56

157

1.59

1.60

161

1.62

1.63

cada vez que el nifio encuentre un segmento horizontal debera continuar horizontalmente y
doblara hacia abajo cuando encuentre la linea vertical adyacente. Por ejemplo, la figura IR 16)
muestra la trayectoria que sigue Juan. Se afirma que sin importar cuantos segmentos horizontales
se tracen, de cualquier manera ningun par de nifios llegara al mismo juguete. Demuestre esta
afirmacion por induccion sobre el nimero de segmentos horizontales trazados.

Se realiz6 una encuesta entre 1000 personas. De éstas, 595 son demdcratas, 595 usan anteojos y
a 550 les gustan los helados; 395 de ellas son demdcratas que usan anteojos, 350 son demdcratas
a quienes les gustan los helados y 400 usan anteojos y les gustan los helados; 250 de ellas son
demacratas que usan anteojos y a quienes les gustan los helados. ;Cuantos no son demdcratas,
no usan anteojos y no gustan de los helados? ;Cuantos son demdcratas que no usan anteojos y a
quienes no les gustan los helados?

Se sabe que en la universidad el 60% de los profesores juega tenis, el 50% juega bridge, el 70%

corre, el 20% juega tenis y bridge, el 30% juega tenis y corre, y el 40% juega bridge y corre. Si

alguien afirma que el 20% de los profesores corre y juega bridge y tenis, ¢lo creeria? ¢Por qué?

Los 60 000 aficionados que asistieron al partido de fatbol compraron toda la parafernalia ad hoc

para sus autos. En total se vendieron 20 000 letreros para defensas, 36 000 calcomanias para

ventanas y 12 000 llaveros. Sabemos que 52 000 aficionados compraron al menos un articulo y

ninguno compré mas de un articulo dado. También, que 6000 compraron calcomanias y llaveros,

9 000 compraron calcomanias y letreros y que 5000 compraron llaveros y letreros.

a) ¢Cuantos aficionados compraron los tres articulos?

b) ¢Cuantos compraron exactamente un articulo?

c) Alguien puso en duda la precision del nimero total de compradores: 52 000 (ya que se
verificaron las otras cifras). Esta persona afirmo que el nimero total de compradores es de
60 000 o0 44 000. {Coémo desmiente esa afirmacion?

De un total de 130 estudiantes, 60 usan sombrero, 51 usan bufanda y 30 usan ambas prendas:
sombrero y bufanda. De los 54 estudiantes que usan suéter, 26 usan sombrero, 21 usan bufanda
y 12 usan tanto sombrero como bufanda. Quien no usa ni sombrero ni bufanda, usa guantes.

a) ¢Cuéntos estudiantes usan guantes?

b) ¢Cuéantos estudiantes que no usan suéter usan sombrero pero no bufanda?

c) ¢Cuantos estudiantes que no usan suéter no usan sombrero ni bufanda?

De 100 estudiantes, 32 estudian matematicas, 20 estudian fisica, 45 estudian biologia, 15 estudian
matematicas y biologia, 7 estudian matematicas y fisica, 10 estudian fisica y biologia, y 30 no
estudian ninguna de estas tres materias.

a) Encuentre el nimero de estudiantes que estudian las tres materias.

b) Encuentre el nimero de estudiantes que estudian exactamente una de las tres materias.

En una reunién de DAR (Daughters of the American Revolution: Hijas de la Revolucion Ame-
ricana) de 30 mujeres, 17 son descendientes de George Washington, 16 son descendientes de John
Adams y 5 no son descendientes de Washington ni de Adams. ;Cuéntas de las 30 mujeres son
descendientes tanto de Washington como de Adams?

Setenta y cinco nifios fueron a un parque de diversiones donde subieron a la rueda de la fortuna,

la montafia rusa y al trenecito. Se sabe que 20 de ellos subieron a los tres juegos y que 55 subieron

al menos a dos de esos tres juegos. Cada juego cuesta $ 0.50 y el costo del total fue de $ 70.

Determine el nimero de nifios que no subid a ninguno de los juegos.

a) De 50 estudiantes de una clase, 26 obtuvieron A en el primer examen y 21 obtuvieron A en
el segundo. Si 17 estudiantes no obtuvieron A en ninguno de los dos exdmenes, ¢cuantos
estudiantes obtuvieron A en ambos examenes?

b) Si el nimero de estudiantes que obtuvo A en el primer examen es igual al del segundo examen,
si el nimero total de los estudiantes que obtuvieron A en exactamente un examen es 40 y si
4 estudiantes no obtuvieron A en ninglin examen, encuentre el nimero de estudiantes que
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1.64

1.65

1.66

1.67

1.68

1.69

1.70

obtuvieron A solo en el primer examen, de los que obtuvieron A sélo en el segundo examen,
y de los que obtuvieron A en ambos examenes.

Una posible manera de definir la diferencia simétrica de dos multiconjuntos Py Q, denotada por

P ® O, esestablecer que la multiplicidad de un elemento de & ¢ es igual al valor absoluto de

la diferencia entre las multiplicidades del elemento en P y en Q. ;Cuél es una posible inconsistencia
con dicha definicion?

Sugerencia: Considere los multiconjuntos{f & O} B Ry P& (Q D R).

Para describir los diversos restaurantes en la ciudad, denotemos con p la afirmacion "la comida
es buena", con q la afirmacién "el servicio es bueno" y con r la afirmacion "es de tres estrellas".
Escriba las afirmaciones siguientes en forma simbolica.

a) Lacomida es buena o el servicio es bueno, 0 ambas cosas.

b) Lacomida es buena o el servicio es bueno, pero no ambas cosas.

¢) Lacomida es buena pero el servicio no.

d) No sucede que tanto la comida sea buena como que el restaurante sea de tres estrellas.

e) Si tanto la comida como el servicio son buenos, entonces el restaurante es de tres estrellas.

f) No es cierto que ser de tres estrellas siempre signifique buena comida y buen servicio.

Denotemos con p la afirmacion "el material es interesante”, con q la afirmacion "los ejercicios

son dificiles" y con r la afirmacion "el curso es agradable". Escriba las afirmaciones siguientes

en forma simbdlica:

a) El material es interesante y los ejercicios son dificiles.

b) El material no es interesante, los ejercicios no son dificiles y el curso no es agradable.

c) Si el material no es interesante y los ejercicios no son dificiles, entonces el curso no es
agradable.

d) Que el material sea interesante significa que los ejercicios son dificiles, y viceversa.

e) O el material es interesante o los ejercicios no son dificiles, pero no ambas cosas.

Escriba las afirmaciones siguientes en forma simbolica:

a) Elsol brillay la humedad no es alta.

b) Si termino mi tarea antes de la cena y no llueve, entonces iré al partido de fatbol.

c) Si no me ves mafiana significa que habré ido a la playa.

d) Si el costo de las utilidades crece o se niega la requisicion de fondos adicionales, entonces
compraremos una nueva computadora si, y sélo si, podemos mostrar que los recursos de
computo son, en efecto, insuficientes.

Denotemos con p la afirmacién "el clima es agradable™ y con ¢ la afirmacién "vamos de dia de

campo". Traduzca lo siguiente al espafiol y simplifique si es posible:

ay pAg

b) peq

¢} ¢§—p

4 Evoverp

d) Escriba una afirmacion compuesta que sea verdadera cuando exactamente dos de tres
afirmaciones p, q y r sean verdaderas.

b) Escriba una afirmacion compuesta que sea verdadera cuando ninguna, o una, o dos de las
tres afirmaciones p, q y r sean verdaderas.

Construya las tablas de verdad de las siguientes afirmaciones:

a) p—rp

b porpvip-p)

& (pop)>{P—=p)

d) pvgvp

¢) (pvg)—>p

[y peo®vy
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171

1.72

173

1.74

g p=>lgomMm-2p>9->(p—or)

Ry (@—>p)—>(p—9q)

a) Dado que el valor de p — g es falso, determine el valor de (7 v ) — g.

b) Dado que el valor de p — g es verdadero, ¢puede determinar el valor de 7 v (p <> q)?

Considere los siguientes anuncios sobre un juego:

a) Hay tres afirmaciones en este anuncio.

b) Dos de ellas no son verdaderas.

c) El promedio de crecimiento del IQ de las personas que aprenden este juego es de mas de 20
puntos.

¢Es verdadera la afirmacion c)?

Cierto pais esta habitado por personas que siempre dicen la verdad o que siempre mienten, y que
responderan preguntas solo con "si" 0 "no". Un turista llega a una bifurcacién en el camino, una
de cuyas ramas conduce a la capital y la otra no. No hay un letrero que diga qué camino seguir,
pero hay un nativo, el sefior Z, parado en la bifurcacién. ;Qué unica pregunta debera hacerle el
turista para determinar qué camino seguir?

Sugerencia: Sea p "el sefior Z siempre dice la verdad" y g "el camino de la izquierda conduce a
la capital”. Formule una proposicion A que incluya a p y a g, tal que la respuesta del sefior Z a la
pregunta "¢ A es verdadera?" sea "si" cuando, y s6lo cuando, q sea verdadera.

Antonio, Miguel y Juan pertenecen al Club Alpino. Cada miembro del club esquia, escala 0 ambas
cosas. A ningun escalador le gusta la lluvia y a todos los esquiadores les gusta la nieve. A Miguel
le disgusta lo que a Antonio le gusta, y le gusta lo que a Antonio le disgusta. A Antonio le gusta
la lluvia y la nieve. ;Hay algin miembro del Club Alpino que sea escalador pero no esquiador?



CAPITULO

DOS

Conmutabilidad y lenguajes formales

21  INTRODUCCION

En este capitulo examinaremos una cuestion que en apariencia es simple, a saber, ", Como
especificamos los elementos de un conjunto?” En la seccion 1.1 sugerimos dos maneras
sencillas de especificar los elementos de un conjunto: listar exhaustivamente todos los
elementos del conjunto (siempre que, por supuesto, el conjunto sea finito) y especificar las
propiedades que caracterizan de manera exclusiva a los elementos del conjunto. Por ejemplo,

{9,16,25,36,49}

{x | x es un cuadrado perfecto, 5 <x <50}

son dos maneras de describir el mismo conjunto. Hasta ahora hemos concedido que esto es
correcto. Por un lado, no hemos analizado con detalle si puede haber alguna falla cuando
especificamos los elementos de un conjunto de estas dos maneras. Por el otro, no hemos
buscado otras maneras posibles que también puedan ser efectivas y Utiles. Sucede que
algunos de los temas que estudiaremos en este capitulo no s6lo son muy interesantes sino
que también tienen gran importancia en ciencias tedricas de la computacion.

22 LAPARADOJA DE RUSSELL Y NO COMPUTABILIDAD

Cuando queremos especificar los elementos de un conjunto que contiene s6lo unos cuantos
elementos, la manera mas directa y obvia es listar exhaustivamente todos los elementos del
conjunto. Sin embargo, cuando un conjunto contiene un gran ndmero o un numero infinito
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Ejemplo 2.1

de elementos, resulta impractico o imposible listar todos los elementos del conjunto. Por
ejemplo, podemos tener

P = {x| x es un estudiante de secundaria en Caracas}

donde P es un conjunto finito con un gran ndmero de elementos. Podemos tener

Q = {x| x es un cuadrado perfecto}

donde Q es un conjunto infinito contable de enteros. También podemos tener
R={x|{a b} cx}

R es un conjunto de conjuntos tal que todo elemento de R contiene al conjunto {a, b} como
subconjunto.

Queremos mostrar que hay una posible falla cuando especificamos los elementos de un
conjunto al especificar las propiedades que caracterizan de manera exclusiva a estos
elementos. Considere el conjunto

S={x|x&x}

Parece que hemos seguido una "receta" y hemos definido un conjunto S tal que un conjunto
x es elemento de S si x «? x. Asi, por ejemplo, {a, b} es un elemento de S, puesi{a, b} ¢ {a,
b}. También {{a}} es un elemento de S, pues{{a}} ¢ {{a}}.Sin embargo, supongamos
que alguien quiere saber si S es un elemento de S. En otras palabras, esa persona quiere saber
si § € S. Siguiendo la especificacion, decimos: para que S sea un elemento de S debe darse
el caso de queS ¢ S,lo cual es una afirmacién autocontradictoria. Hagamos lo contrario y
supongamos que S no es un elemento de S; esto es,S € . Entonces, de acuerdo con la
especificacion, S debera ser un elemento de S. Esto es, si & ¢ §entonces de S € S, nuevo
una afirmacion autocontradictoria. Aclaramos que lo dicho con anterioridad no es un juego
de palabras y, de ninguna manera, un intento de confundir al lector con sintaxis dificil y
complicada. Mas bien, al contrario de lo que podria pensarse intuitivamente, no siempre
sucede que podemos especificar con precision los elementos de un conjunto especificando
las propiedades que tienen sus elementos. Dicha observacion la efectud por primera vez B.
Russell en 1911, y se conoce como paradoja de Russell.

Para que el lector tenga una apreciacion mas profunda del argumento anterior, propor-
cionamos otros ejemplos:

Hay un barbero en un pueblo. El afeitara a todos los que no se afeiten a si mismos.
Parece ser que tenemos una descripcion precisa de cierto barbero del pueblo. Sin
embargo, supongamos que surge la pregunta de si el barbero se afeita a si mismo. Si el
barbero se afeita a si mismo entonces él no debera afeitarse (pues s6lo afeita a quienes
no se afeitan a si mismos). Por otro lado, si el barbero no se afeita a si mismo, entonces
él deberd afeitarse (pues él afeita a los que no se afeitan a si mismos). En ambos casos
tenemos una afirmacion autocontradictoria. De nuevo, la falla es la manera en que
especificamos al barbero. En consecuencia, concluimos que no puede existir dicho
barbero.

g
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——
Ejemplo 2.2

Definimos una propiedad que un adjetivo puede tener o no. Se dice que un adjetivo es
heteroldgico si no posee la propiedad que describe. Por ejemplo, el adjetivo "monosi-
labico" es heteroldgico (pues tiene mas de una silaba), mientras que el adjetivo
"polisilabico™ no es heterolégico (pues tiene méas de una silaba). También el adjetivo
"largo" es heteroldgico si acordamos que una palabra de seis 0 mas letras es una palabra
larga. Anédlogamente, el adjetivo "corto" es heteroldgico. Preguntamos ahora "¢El
adjetivo 'heteroldgico' es heteroldgico?" Si el adjetivo "heteroldgico™ es heteroldgico,
entonces no es heteroldgico. Por otro lado, si el adjetivo "heteroldgico™ no es hetero-
I6gico, entonces es heteroldgico. En consecuencia, concluimos que heterolégico no es

una propiedad bien definida. -

Hay dos artesanos, Bellini y Cellini, en Florencia. Sobre cualquier cosa que hace, Bellini
coloca una inscripcion verdadera. Por otro lado, Cellini coloca una inscripcion falsa
sobre lo que hace. Si ellos son los Gnicos artesanos en los alrededores, ¢qué diria si
alguien asegura que vio el siguiente letrero?

Este letrero
lo hizo
Cellini

Ahora damos una ilustracion final del argumento estudiado. Aunque todos estamos
impresionados por la potencia y versatilidad de la computadora, vamos a mostrar que hay
tareas que ninguna computadora puede efectuar. En efecto, éste es uno de los conceptos méas
importantes de las ciencias tedricas de la computacion. (De nuevo, pedimos al lector que
antes de continuar piense en la pregunta: ";cémo probamos que ninguna computadora es
capaz de realizar cierta tarea?" Para probar que una computadora es capaz de realizar cierta
tarea podemos, simplemente, mostrar la manera como se puede realizar la tarea. Por otro
lado, cuando decimos que cierta tarea estd mas alla de la capacidad de todas las computado-
ras, ¢,como sabemos que ello no se debe a nuestra ineptitud como usuarios de la computa-
dora? Quizéas alguien més pueda hallar una manera de usar la computadora para que realice
la tarea. ¢ CoOmo sabemos con certeza que ello no se debe al hecho de que nuestra computadora
no es suficientemente "poderosa” para realizar la tarea? Quizas alguien méas tenga una
computadora que sea lo suficientemente poderosa para efectuar la tarea.) Una de las pesa-
dillas de cualquier estudiante de ciencias de la computacion es que un programa entre en un
"lazo infinito" y nunca pare. Asi, los estudiantes con frecuencia buscan ayuda de algin
asesor amable a quien piden que vea el programa y los datos que usa, para determinar si el
programa parara alguna vez. En lugar de imponer tan desagradable actividad al asesor, nos
preguntamos sobre la posibilidad de escribir un programa que examine cualquier programa
de los estudiantes, con los datos que usa, y determine si el programa, trabajando con los datos
obtenidos, parara alguna vez. Supongamos que alguien ha escrito dicho programa, al cual
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Programa (P)
+
Datos (D)

Imprime WILL STOP, se para.

Imprime WILL NOT STOP, se para.

a)
Si P + D para, entra en un lazo infinito.
P+D = T : ;
I Si P + D no para, se detiene.
b)
Si P + P para, entra en
P p+P un lazo infinito.
_ C T -
Si P + P no para, se detiene.
c)
Si P + P para, entra en un
p lazo infinito.
] Q e re——
i Si P + P no para, se detiene.
d)
Si Q + Q no para, entra en un
lazo infinito.
Q ———— Q e
Si Q + Q no para, se detiene.
e)

Figura2.1

nos referiremos como T. El comportamiento del programa T~ se puede describir en la figura
2.1a, a saber, el programa T examinara un programa P y los datos D con que trabaja P,
efectuara el diagnostico correcto, imprimira el mensaje correspondiente y después parara.
Dado el programa T, podemos hacer una ligera modificacion para obtener un programa T .
La Unica diferencia entre los programas Ty T es que después de diagnosticar que un
programa que trabaja con un conjunto dado de datos parard, el programa T" mismo entrara
en un lazo infinito. La figura 2.1b describe el comportamiento del programa T". (Dicha
modificacion es sencilla, pues todos sabemos como afiadir un lazo infinito a un programa.)
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Un programa esta compuesto de cadenas de letras y digitos, por tanto, lo mismo sucede
con los datos; es posible que un programa se use a si mismo como el conjunto de datos con
los que trabaja. (EI que los resultados tengan sentido o no, es otro asunto, del cual no nos
ocupamos aqui.) Asi, al construir un pequefio programa C que copie un programa para que
el programa lo use como datos, tenemos lo que se muestra en la figura 2.1c. Coloquemos
juntos los programas C y T" y nos referiremos a ellos como el programa Q; esto se muestra
en la figura 2.1c/. Podemos resumir el comportamiento del programa Q asi:

1. El programa Q acepta al programa P como entrada.

2. Siel programa P, cuando usa al programa P como dato de entrada, en algiin momento
va a parar, entonces el programa Q entrara en un lazo infinito.

3. Siel programa P, cuando usa al programa P como dato de entrada, va a entrar en un
lazo infinito, entonces el programa Q parara.

Como el mismo programa Q es un programa, podemos hacer que el programa Q sea la entrada
del programa Q. Asi, tenemos la situacion descrita en la figura 2.1 e. Ahora, de acuerdo con
las afirmaciones 2 y 3 anteriores, tenemos:

2'. Siel programa Q, cuando usa al programa Q como dato de entrada, en algiin momento
va a parar, entonces el programa Q entrara en un lazo infinito.

3'. Siel programa Q, cuando usa al programa Q como dato de entrada, va a entrar en un
lazo infinito, entonces el programa Q parara.

Es evidente que las afirmaciones 2'y 3' son autocontradictorias. De nuevo, lo que conduce
a dicha afirmacion contradictoria es la suposicién de que existe ese programa T. En
consecuencia, podemos concluir que no es posible escribir un programa que examine
cualquier programa y conjunto de datos dado y determine si el programa en algin momento
va a parar.

Debemos concluir esta seccién restableciendo la confianza del lector. Resulta (aunque
el analisis detallado del tema rebasa el ambito de este libro) que no habré& confusion al
especificar un conjunto mediante propiedades que caracterizan a los elementos del conjunto,
en tanto nos restrinjamos a cierto universo de elementos. Por ejemplo, denotemos con A el
conjunto de todos los estudiantes. Entonces es claro que los siguientes conjuntos estan bien
definidos:

F={x|x e A, x es de segundo afio}
G = {x|x € P(A), x es un conjunto de estudiantes de un grupo real}

En el primer ejemplo, A es el universo. En el segundo ejemplo #(A) es el universo. En
este momento un observador perspicaz sefialaria que la paradoja de Russell surgird de
nuevo si usamos como universo un conjunto que contenga todos los conjuntos del
mundo. Sin embargo, se puede demostrar que no existe un conjunto que contenga todos
los conjuntos del mundo (;dicho conjunto se contiene a si mismo como elemento?). En
efecto, la paradoja de Russell es equivalente a la hipétesis de la existencia de dicho
conjunto.
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CONJUNTOS ORDENADOS

24

LENGUAJES

Como lo mencionamos en el capitulo 1, un conjunto es una coleccién no ordenada de objetos.
En esta seccion introduciremos el concepto de conjuntos ordenados de objetos. Para ello,
primero definimos el concepto de par ordenado de objetos. Un par ordenado de objetos es
un par de objetos arreglado en un orden fijo. Asi, es posible referirse a estos dos objetos
como al primer objeto y al segundo objeto del par ordenado. Usamos la notacion (a, b) para
denotar el par ordenado en el cual el primer objeto (componente) es a y el segundo objeto
(componente) es b. Un par ordenado difiere de dos maneras de un conjunto de dos objetos:
primero, el orden de los dos objetos en un par ordenado es importante. Asi, (a, b) y (b, a)
son dos pares ordenados diferentes. Segundo, los dos objetos en un par ordenado no tienen
que ser distintos. Asi, (a, a) es un par ordenado bien definido. A menudo encontramos el
concepto de pares ordenados de objetos; por ejemplo, entre todos los jugadores en un torneo
de tenis, un par ordenado (a, b) puede denotar al campeén y al retador del torneo. Asi, el par
ordenado (a, b) no significa lo mismo que el par ordenado (b, a). Como otro ejemplo, entre
todos los estudiantes de una clase, un par ordenado (a, b) puede denotar a los estudiantes
que obtuvieron la calificacién mas alta en dos examenes. Asi, el par (a, a) significa que el
estudiante a obtuvo la més alta calificacion en ambos examenes.

El concepto de pares ordenados se puede extender de inmediato. Aunque es intuitiva-
mente obvio que podemos querer definir una terna ordenada de objetos (a, b, ¢), como una
terna de objetos en la cual el primero es a, el segundo es b y el tercero es c, en vez de ello
definimos de modo formal una terna ordenada como un par ordenado ((a, b), ), donde la
primera componente del par ordenado es, a su vez, un par ordenado.t De manera similar,
definimos una cuarteta ordenada como un par ordenado (((a, b), c), d), donde la primera
componente del par ordenado es una terna ordenada. También definimos una n-ada ordenada
como un par ordenado donde la primera componente es una (« - 1)-ada ordenada.

Una n-ada ordenada es, en efecto, un "conjunto ordenado” con n elementos. En
especifico el 1° 2°,...,(n- I)-avo elementos del conjunto ordenado son los n - 1 elementos
de la primera componente de la n-ada ordenada que, repetimos, es una (n -I)-ada ordenada,
y el H-ésimo elemento del conjunto ordenado es la segunda componente de la n-ada ordenada.
Asi, para una n-ada ordenada, nos podemos referir al primero, segundo y n-ésimo elemento
(componente) de la n-ada ordenada. En la practica, con frecuencia relajamos la notacion y
usamos (a, b, ¢) o abc para representar la terna ordenada ((a, b), c); usamos (a, b, ¢, d) o
abcd para representar la cuarteta ordenada (((a, b), ), d), y asi sucesivamente.

Denotemos con A={a, b,c,d,..., Xy, z} las 27 letras del alfabeto espafiol. Naturalmente,
una palabra de n letras es una n-ada ordenada de letras del alfabeto. En efecto, la quinteta

T Larazén de usar dicha definicion formal es que no se necesita introducir un nuevo concepto.
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ordenada ((((o, r), d), e), n) corresponde a la palabra orden. (Esta es la razon exacta por la
cual introdujimos la notacion mas sencilla para las n-adas ordenadas en la seccién 2.3.) En
el contexto de lenguajes a menudo usamos los términos sucesiones, cadenas o enunciados
(de letras) de manera intercambiable con el término n-adas ordenadas (de letras). Usamos la
notacion A" o {a, b,c,d,... X, y, zZ}" para denotar el conjunto de todas las sucesiones de n
letras del conjunto A o del conjunto {a, b,c,d,...,x, y, z}. También usamos la notacion
A* o {a, b,c,d,...,x ¥ 2}* para denotar el conjunto de todas las sucesiones de una letra,
de dos letras y de n letras.t Asi, por ejemplo, el conjunto de todos los nombres de un directorio
telefonico es un subconjunto de A*.Ademas, el conjunto de todos los nombres de 5
letras del directorio es un subconjunto de A°. Como otro ejemplo, sea B un conjunto formado
por las mayusculas y mindsculas de las 27 letras del alfabeto espafiol, asi como por los 7
signos de puntuacion: el punto, la coma, los dos puntos, el punto y coma, los signos de
admiracion y de interrogacion, y el guién (que denota un espacio en blanco). Esto es,

B:{avbv---yylszvBl---lezv-l11:1;1 iy?v_}

Es claro que un enunciado en espafiol como ¢Ddénde estd Juan? es una sucesion de 5*. De
manera analoga, una afirmacion en cualquier lenguaje de programacion es una sucesion de
C*, donde C es el conjunto de caracteres de ese lenguaje de programacion particular, como

C: {A1 By" X Yl Zl Ol 11 2!- (RR} 81 9! +1 y *! /1;1'1 :}

Definimos de modo formal el concepto de lenguaje: sea A un conjunto finito, que es el
alfabeto del lenguaje. Un lenguaje (sobre el alfabeto A) es un subconjunto del conjunto A*.+
Asi, por ejemplo, sea A = {a, b, c}. Todos los conjuntos siguientes son lenguajes sobre el
alfabeto A.

L, ={a, aa, ab, ac, abc, cab}
L, = {aba, aabaa}

Ly={ }

Ly={deh' | i= 1}

En la especificacion de L,, usamos a' para denotar una sucesion de i letras a. Asi, a'ch' quiere
decir una sucesion de i letras a seguida de c, seguida de i letras b.

Los lenguajes se definen como conjuntos de cadenas; por tanto, se pueden aplicar todas
las operaciones de conjuntos a los lenguajes. Por ejemplo, sean L, y L, dos lenguajes, £, L,
también es un lenguaje, que contiene los enunciados que estan en L, o en L,. Asi, si L, es el
lenguaje espafiol y L, es el lenguaje francés, L« L, serd el conjunto de todos los enunciados
que alguien que hable espafiol y francés puede reconocer. De manera similar, L; 7~ £;€s un

t En otras publicaciones a menudo se usa la notacion A* o {a, b,c,d,...,x, y, Z}". Usamos™® para evitar una
posible confusién con la notacién empleada para el conjunto sucesor de un conjunto, estudiada en el capitulo 1.

1 En el presente estudio no usamos el concepto de "sucesion nula", esto es, una sucesion que no contiene letras.
En general, un lenguaje puede contener la sucesién nula como una de sus sucesiones.
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lenguaje que contiene todos los enunciados que estan en ambos, L; y L, Asi, sea L; el
lenguaje de programacién FORTRAN, y sea L, el lenguaje de programacion Pascal. Entonces
L) m L, seré el conjunto de todos los enunciados que son validos tanto en FORTRAN como
en Pascal. También, como otros ejemplos, observe que

{adbli>jz1yu{adbi1<i<j} = {ab/|iz]ijz1}
{abe/lijz1yn{dbiciijz1}= {dbc|iz1}
{abl|izj2 1} @{adb/|12is)} = {abl|i+#j,i,jz1}

(@bi|i>jz1}-{a@bi|iz1} = {a@b/|i%j,ijz1}

25  GRAMATICAS DE ESTRUCTURAS DE FRASES

Como un lenguaje es un conjunto de cadenas, el problema de especificar un lenguaje ya no
es un problema nuevo. Sin embargo, las dos maneras de especificar los elementos de un
conjunto, propuestas en el capitulo 1, no son adecuadas para el caso de los lenguajes. Debido
a que la mayoria de los lenguajes, si no es que todos, tienen un ndmero infinito de cadenas,
no es posible efectuar un listado exhaustivo de todas las cadenas. Incluso para cualquier
lenguaje no trivial, es muy complicado describir las propiedades que caractericen de manera
Unica a todas las cadenas del lenguaje. Mas aln, para muchas aplicaciones estamos intere-
sados principalmente en los siguientes problemas:

1. Dada la especificacion de un lenguaje, generar automaticamente una o mas cadenas del
lenguaje.
2. Dada la especificacién de un lenguaje, determinar si una cadena dada esta en el lenguaje.

Por tanto, conviene tener maneras de describir lenguajes que faciliten la solucion de estos
problemas. Para ello introducimos el concepto de especificar un lenguaje mediante una
gramaética, idea originada del estudio de los lenguajes naturales. En particular, estudiaremos
una clase de gramaéticas, conocidas como gramaticas de estructuras de frases.

Presentamos un ejemplo para motivar las definiciones formales que estudiaremos
posteriormente. Supongamos que nos limitamos a un subconjunto muy restringido de los
enunciados en espafiol. Podemos comenzar preguntando lo que es un enunciado en el
lenguaje. Supongamos que se puede tener un enunciado en una de dos formas:

1 Unenunciado es una frase nominal seguida de una frase-de-verbo-transitivo y de
otra frase nominal.
2. Unenunciado es una frase nominal seguida de una frase-de-verbo-intransitivo.

En seguida nos preguntamos qué son frase nominal, frase-de-verbo-transitivo y frase-de-
verbo-intransitivo. Podemos tener:

3. Una frase nominal es un articulo seguido de un sustantivo.
4. Una frase nominal es un sustantivo.
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También,

5. Una frase-de-verbo-transitivo es un verbo transitivo.

También,

6. Una frase-de-verbo-intransitivo es un verbo intransitivo seguido de un adverbio.
7. Una frase-de-verbo-intransitivo es un verbo intransitivo.

Ahora debemos especificar lo que es un articulo, un sustantivo, un verbo transitivo, un verbo
intransitivo y un adverbio. Podemos tener:

8. Unarticulo esun.
9. Unarticuloesel.

También,

10. Un sustantivo es perro.

11. Un sustantivo es gato.

También,

12. Un verbo transitivo es persigue.
13. Un verbo transitivo es halla.
También,

14. Un verbo intransitivo es corre.
También,

15. Un adverbio es lentamente.
16. Un adverbio es rapidamente.

Todo esto genera la siguiente notacion:

enunciado — frase nominal frase-de-verbo-transitivo frase nominal
enunciado — frase nominal frase-de-verbo-intransitivo
frase nominal — articulo sustantivo
frase nominal — sustantivo
frase-de-verbo-transitivo — verbo transitivo
frase-de-verbo-intransitivo — verbo intransitivo adverbio
frase-de-verbo-intransitivo — verbo intransitivo
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articulo — un (2.1)

articulo — el
sustantivo — perro
sustantivo — gato
verbo transitivo — persigue
verbo transitivo — halla
verbo intransitivo — corre
adverbio — lentamente

adverbio — rapidamente

El significado de la flecha en las lineas anteriores ha de ser obvio. Indica la posibilidad de
transformar lo que esté en su lado izquierdo en lo que esta en su lado derecho. Ademas, el
lector puede ver inmediatamente que algunos enunciados del lenguaje son:

el perro halla un gato
el perro persigue un gato
el gato corre lentamente

Explicaremos muchos detalles adicionales después de presentar algunas notaciones ge-
nerales.

Como se definié anteriormente, un lenguaje es un subconjunto de las cadenas de A*.
Se puede usar una gramética de estructuras de frases para especificar un lenguaje. Consta
de cuatro elementos:

1. Unconjunto de terminales T.

2. Un conjunto de no terminales N.
3. Un conjunto de producciones P.
4

De entre las no terminales en N, hay una no terminal especial que se conoce como
simbolo inicial.

Explicamos en seguida lo que esto significa:

1. Lasterminales en T son simbolos usados para formar enunciados en el lenguaje. Para
el ejemplo anterior, el conjunto {un, el, perro, gato, persigue, halla, corre, lentamente,
rapidamente) es el conjunto de terminales.

2. Las no terminales en N son los simbolos intermedios usados para describir la estructura
de los enunciados. En el ejemplo anterior, el conjunto {enunciado, frase nominal,
sustantivo, articulo, frase-de-verbo-transitivo, verbo transitivo, frase-de-verbo-
intransitivo, verbo intransitivo, adverbio} es el conjunto de no terminales.
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Las producciones son reglas gramaticales que especifican como se pueden construir
enunciados del lenguaje. Una produccion es de la forma ot & 3, donde c y p son cadenas
de terminales y no terminales. Una produccion especifica que la cadena a puede trans-
formarse en la cadena p. En el ejemplo anterior, (2.1) es el conjunto de producciones.

El simbolo inicial es un no terminal especial que comienza la generacion de cualquier
enunciado del lenguaje. En el ejemplo anterior, enunciado es el simbolo inicial.

Una vez dada una gramatica, podemos generar los enunciados del lenguaje como sigue:

Comenzar con el simbolo inicial como la cadena actual de terminales y no terminales.
Si cualquier porcion de la cadena actual de terminales y no terminales coincide con el
lado izquierdo de una produccidn, remplazar esa porcion de la cadena por el lado
derecho de la produccion. Para ser especifico denote con a la cadena actual de terminales y
no terminales. Mas aln, suponga que es posible dividir a en tres subcadenas, o, o,
y O3, €50 €s, & = o) &5 0y, Si existe una produccion ¢, — [3,entonces podemos
remplazar la subcadena cc, en a por p para obtener la cadenaw,Pats. Usamos la notacion
o = o,Bo; para indicar que la cadena a se pueda transformar en la cadena et,Boy. rem
lazando una porcidn de la cadena a de acuerdo con una de las producciones de la
gramatica.

Cualquier cadena de terminales que se obtenga repitiendo el paso 2 es un enunciado del
lenguaje. Observe que en el paso 2 existe la posibilidad de aplicar més de una produccion
para transformar la cadena actual de terminales y no terminales; en ese caso se puede
escoger cualquiera de las producciones. Por otro lado, si en el paso 2 llegamos a una
cadena de terminales y no terminales para la cual no se puede aplicar una produccion,
entonces hemos llegado a un callejon sin salida y debemos comenzar de nuevo con el
simbolo inicial para obtener un enunciado en el lenguaje.

El proceso de generar un enunciado como el descrito también se conoce como derivacion.
En el ejemplo anterior, el enunciado "un perro corre lentamente™ se deriva como sigue:

enunciado = frase nominal frase-de-verbo-intransitivo
= frase nominal verbo-intransitivo adverbio
= frase nominal verbo-intransitivo rapidamente
= frase nominal corre rapidamente
= articulo sustantivo corre rapidamente
= articulo perro corre rapidamente

=> un perro corre rapidamente

Examinemos mas ejemplos:
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Ejemplo 2.4|

Ejemplo 2.5

Ejemplo 2.6|

Queremos construir una gramatica para el lenguaje

L = {aaaa, aabb, bbaa, bbbb}

Como L tiene un nimero finito de cadenas, podemos simplemente listar todas las
cadenas del lenguaje. Asi, sea T= {a, b} el conjunto de terminales, N= {S} el conjunto
de no terminales y S el simbolo inicial. Como conjunto de producciones tenemos

8= aaca
S — aqabb
S — bbaa

S — bbbb

Podemos, sin embargo, tener una gramatica un poco mas sencilla. Sea N = {S, A} el
conjunto de no terminales con S como simbolo inicial. El siguiente conjunto de
producciones también especificara al lenguaje L:

§— A4
A—aa
A — bb

Queremos construir una gramatica para el lenguaje
L={ab¥|iz1}
Sea T={a, b} y N ={S}, con S como simbolo inicial. Sea
S— aShb
S— abb

el conjunto de producciones. Entonces obtenemos, por ejemplo, la cadena aaabbbbbb
como sigue:

S = aShb = aaSbbbb = aaabbbbbb

Queremos construir una gramatica para el lenguaje

L={x|x € {a, b}*, el nmero de letras a en x es maltiplo de 3}

Sean T={a, b) y N = {S, A, B}, con S como simbolo inicial. El conjunto de produccio-
nes es

S—>bS
S—>b

S—ad
A —> bA
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I

Ejemplo 2.7

'Ejemplo 2.8

A—aB
B— bB
B —aS

B—oa

Por ejemplo, tenemos

S = bS = bbS = bbad = bbabA — bbabaB = bbababB
= bbababbB = bbababbaS = bbababbab

Observamos que la no terminal A representa el conjunto de todas las cadenas en las que
el nimero de letras a es 3k + 2, y la no terminal B representa el conjunto de todas las
cadenas en las que el nimero de letras a es 3k + 1 parak > 0.

m)

Supongamos una determinada gramatica en la cual T= {a, b} y N={S, A, B}, donde S
es el simbolo inicial. Sea

S—abB
S— bA
A—>a

A—>aS
A — bAA
B—b

B—bS
B —> aBB

el conjunto de producciones. Observamos que los enunciados del lenguaje son todas las
cadenas de letras a y b en las que el nimero de letras a es igual al nimero de letras b.
Dicha observacion se aclara al distinguir que la no terminal A representa el conjunto de
cadenas en las que el nimero de letras a es uno mas que el nimero de letras b, y la no
terminal B representa el conjunto de cadenas en las que el nimero de letras b es uno
mas que el nimero de letras a.

o
Queremos construir una gramatica para el lenguaje
L={d'b/|i,jz1,i+#j}
Observamos que

L:LIULI



COMPUTABILIDAD Y LENGUAJES FORMALES 57

Ejemplo 2.9|

donde

Sefialemos que

Ly={db/|i>}}
Ly={a'b/|i<j}

A —> ad
A= aB (2.2)
B — aBb

B—ab

es un conjunto de producciones en una gramatica para L; donde {a, b} es el conjunto
de terminales y {A, B} es el conjunto de no terminales, con A como simbolo inicial.

También

C—Ch

C - Db (2.3)
D - aDb

D—>ab

es un conjunto de producciones en una gramatica para L,, donde {a, b} es el conjunto
de terminales y {C, D} es el conjunto de no terminales, donde C es el simbolo inicial.
Comprendemos de inmediato que al afiadir las dos producciones

S>> A4
S—>C

a las producciones en (2.2) y (2.3) tenemos una gramatica para L, con S como simbolo
inicial. Sin embargo, podemos simplificar la gramética a

S A4

S—»C

A—ad
A—aB
B — aBb
B —ab
C—>Ch
C—> Bb

Consideremos la gramatica siguiente, la cual especifica afirmaciones de asignacion que
incluyen identificadores, los operadores aritméticos +y * , el signo =, el paréntesis
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izquierdo, (, y el paréntesis derecho, ). Sea T = {A, B, C, D, +, ,, (,),=} Yy N =
{af_de_asgn, exp, term, factor, id}, siendo af_de_asgn el simbolo inicial. Sea el

siguiente el conjunto de producciones:

af_de_asgn —

exp —

exp —

term —

term —

factor —

factor =

id =

id —

id =

id =
Observemos que

af_de_asgn =

-

=

ey

=

oY

=

e

=

)

=

=

=

=

=

id =exp

exp +term
term

term * factor
factor

(exp)

id

o o w »r

id=exp

id =exp + term

id = exp + term * factor

id = exp + term * (exp)

id = exp + term * (exp + term)
id = exp + term * (exp + factor)
id = exp + term * (exp + id)

id = exp + term * (exp + B)

id = exp + term * (term + B)
id = exp + term * (factor + B)
id =exp + term * (id + B)
id=exp +term* (D + B)

id = exp + factor * (D + B)
id=exp +id* (E> + B)
id=exp+D* (D +B)
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id=term+D* (D +B)
id = factor + D * (D + B)
id=id + D*(D + B)
id=A+D*(D + B)

= C=A+D*({D +B)

ey Uy

2.6 TIPOS DE GRAMATICAS Y LENGUAJES

En la seccidn 2.5 vimos como se pueden usar gramaticas para especificar lenguajes. Pues
resulta que usar gramaticas para especificar lenguajes nos conduce a una manera natural de
clasificar lenguajes. Entrar en detalles al respecto rebasa el ambito de este libro; de cualquier
forma, si queremos enunciar algunos de los resultados, sin demostracién, de manera que el
lector pueda comprender mejor el tema.

En adelante usaremos A y B para denotar no terminales arbitrarias, a y b para denotar
terminales arbitrarias, y a y 8 para denotar cadenas arbitrarias de terminales y no terminales. Se
dice que una gramatica es una gramatica de tipo 3 si todas las producciones de la gramatica
son de las formas

A—>a 24)
A-—>aB

0, de manera equivalente, T de las formas
A—a (2.5)
A > Ba

En otras palabras, en cualquier produccion la cadena del lado izquierdo siempre es una sola
no terminal y la cadena del lado derecho es una terminal o una terminal seguida de una no
terminal. Asi, la gramatica del ejemplo 2.6 es una gramatica de tipo 3.

T No es obvio que las formas en (2.4) sean equivalentes a las formas en (2.5) en el sentido de que los lenguajes
que puedan especificarse usando producciones de las formas en (2.4) también se puedan especificar usando
producciones de las formas en (2.5), y viceversa. Méas adn, se puede demostrar que las producciones de las formas
en (2.4) son equivalentes a producciones de las formas

A=y
A-—yB

y las producciones de las formas en (2.5) son equivalentes a las producciones de las formas
A=y
A - By

donde y es una cadena arbitraria de terminales. VVea los problemas 7.28 y 7.29.
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En una gramaética de tipo 2, toda la produccién es de la forma

A -«

En otras palabras, en cualquier produccién la cadena del lado izquierdo siempre es una sola
no terminal. Es claro que una gramatica de tipo 3 es trivialmente una gramatica de tipo 2.
Asi, las gramaticas de los ejemplos 2.5y 2.7 son gramaticas de tipo 2. En una gramatica de
tipo 1, para toda produccién

a—-f

la longitud de (3 es mayor o igual que la longitud de a. Por ejemplo, todas las producciones

A= ab
A = ad
adb — aBCh

satisfacen la condicién, mientras que las producciones

al = a

ABe — be

no lo hacen. De nuevo, es claro que una gramatica de tipo 3 o de tipo 2 también es,
trivialmente, una gramatica de tipo 1.

Una gramatica de estructuras de frases como se definié antes, sin ninguna restriccion,
se conoce como gramatica de tipo 0.

Hay diferentes tipos de lenguajes, correspondientes a diferentes tipos de gramaéticas.
Asi, se dice que un lenguaje es de tipo i (i =0, 1, 2, 3) si puede especificarse mediante una
gramaética de tipo / pero no puede especificarse por una gramatica de tipo (i + 1). Por ejem-
plo, el lenguaje

L={ad"P* k2 1}
es un lenguaje de tipo 2, porque puede especificarse mediante la gramatica de tipo 2

A = adb

A-—> ab

Pero, por otro lado, L no se puede especificar mediante una gramatica de tipo 3. (;Cémo se
puede demostrar que no existe una gramatica de tipo 3 que especifique el lenguaje LI
Responderemos en el capitulo 7.) Asi, correspondiendo a los cuatro tipos de gramaticas
tenemos también cuatro tipo de lenguajes. De manera natural surgen algunas preguntas:

¢Hay lenguajes que no sean de tipo 0? La respuesta es afirmativa. En otras palabras, hay
lenguajes que no se pueden especificar mediante gramaticas de estructuras de frases.
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¢ Qué sucede con todos los lenguajes de programacioén? Se pueden especificar mediante
gramaticas de estructuras de frases. De hecho, todos son lenguajes (casi) de tipo 2.t

¢ Toda clase de lenguajes de tipo i es no vacia? La respuesta es afirmativa pero no es tan
obvia como lo parece. (Como en apariencia escogimos las definiciones de los varios ti-
pos de gramaticas de manera arbitraria, no puede descartarse la posibilidad de que cual-
quier lenguaje que pueda especificarse mediante una gramatica de tipo i también pueda
especificarse mediante una gramatica de tipo (i + 1).)

Desde un punto de vista mas practico, lo importante es determinar cuando una cadena
dada pertenece, en efecto, a un lenguaje especificado mediante una gramatica, y si asi es,
como se deriva esa cadena. En la seccion 2.5 mostramos como derivar los enunciados de un
lenguaje. Pero en la préactica, por ejemplo, cuando queremos construir un compilador para
un lenguaje de programacion, necesitamos determinar si una cadena dada es en efecto un
enunciado valido del lenguaje. Después necesitamos descubrir cdmo se derivé el enunciado
de modo que podamos traducirlo (en codigo de instrucciones de maquina) de la misma
manera. Todo esto, conceptualmente, se puede hacer mediante una bisqueda exhaustiva,
pero se han desarrollado algoritmos eficientes para efectuar las tareas.

Muchos de estos temas se investigan en detalle en el estudio de la teoria de lenguajes
formales y el disefio y construccion de compiladores.

2.7 NOTAS Y REFERENCIAS

Véase Stoll [10], en especial la seccion 2.11 sobre paradojas de la teoria (intuitiva) de
conjuntos. Véase también Smullyan [9]. El concepto de computabilidad es muy importante
desde el punto de vista tanto de las ciencias de la computacion como de las matematicas.
Para una introduccion muy ilustrativa véase Minsky [8]. VVéase Hennie [4] y Yasuhara [11]
para un tratamiento mas detallado. Como referencias generales sobre teoria de la computa-
cion y lenguajes formales, véase Harrison [3], Hopcroft y Uliman [5], Kfoury, Moli y Arbib
[6], y Lewis y Papadimitriou [7]. El concepto de jerarquia de los lenguajes fue introducido
por Chomsky [2]. Para una introduccidn al disefio y construccion de compiladores véase
Anoy Ullman [1].

1. Aho, A. V.y J. D. Ullman: Principles of Compiler Design, Addison-Wesley Publishing Company,
Reading, Mass., 1977.

2. Chomsky, N.: On Certain Formal Properties of Grammars, "Information and Control", 2,
137-167(1959).

3. Harrison, M. A.: Introduction to Formal Language Theory, Addison-Wesley Publishing Com
pany, Reading, Mass., 1978.

t La palabra "casi" entre paréntesis merece una explicacion. La mayoria de las caracteristicas de los lenguajes de
programacion de alto nivel, como BASIC, FORTRAN vy Pascal, se especifican mediante graméticas de tipo 2. Sin
embargo, algunas caracteristicas no se pueden describir de esta manera. Como existe un cuerpo de conocimientos
bien desarrollado acerca de las graméticas y lenguajes de tipo 2, por lo comdn aplicamos muchas de las técnicas
desarrolladas para los lenguajes de tipo 2 para manejar la mayor parte de las caracteristicas y después se hacen
algunos arreglos especiales para manejar las “peculiaridades”.
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PROBLEMAS

10.
11

2.1

2.2

2.3

Hennie, F. C: Introduction to Computability, Addison-Wesley Publishing Company, Reading,
Mass., 1977.

Hopcroft, J. E. y J. D. Ullman: Introduction to Automata Theory, Languages and Computation,
Addison-Wesley Publishing Company, Reading, Mass., 1979.

Kfoury, A. J., R. N. Moll y M. A. Arbib: A Programming Approach to Computability, Springer-
Verlag, Nueva York, 1982.

Lewis, H. R. y C. H. Papadimitriou: Elements of the Theory of Computation, Prentice-Hall,
Englewood Cliffs, N.J., 1981.

Minsky, M.: Computation: Finite and Infinite Machines, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, N.J.,
1967.

Smullyan, R.: What Is the Name of This Book -The Riddle of Dracula and Other Logical Puzzles,
Prentice-Hall, Englewood Cliffs, N.J., 1978.

Stoll, R. R.: Set Theory and Logic, W. H. Freeman and Company, San Francisco, 1963.
Yasuhara, A.: Recursive Function Theory and Logic, Academic Press, Nueva York, 1971.

El profesor Lai acaba de regresar de una visita a una isla donde cada habitante siempre dice la
verdad o siempre miente. Nos dijo que oy0 las siguientes afirmaciones hechas por dos de los
habitantes de laisla, Ay B: A: B siempre miente. B: A siempre dice la verdad. ;Qué puede decir
acerca de las vacaciones del profesor Lai?

Sean A ={a, b,c}, B={b.c,d}y
Li={ab/|iz1,j2 1}
Ly={bciliz jz 1}
Ly=1{a'bicidl | iz 1,721}
Liy={(adVald! | i22,j2 1}

Determine si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa.

a) L,esun lenguaje sobre 4.

b) L,esun lenguaje sobre B.

¢) Lyesun lenguaje sobre 4 U B,

d) L,esun lenguaje sobre 4 m B.

e) [Ljesun lenguaje sobre A B

) L,esun lenguaje sobre A ~ B.

£) L,esun lenguaje sobre 4 & 5.

k) L, esun lenguaje sobre 4 — B.

i} L,esun lenguaje sobre B — 4.

Jy  Lyw Lyes un lenguaje sobre A.

k) L, L,esun lenguaje sobre 4 W B.

Iy Ly L,esun lenguaje sobre A M B.

m) L, L;es un lenguaje sobre B.

n) L, L,esun lenguaje sobre 4 B.

o) Ly~ L,esun lenguaje sobre A M B

Sean A = {a, b, ¢}, y B = {c, d}. Determine los siguientes conjuntos:

a) {abld|iz 1,jz 0} nA*

By {abid|iz 1,j% 0}~ B*
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2.4

25

2.6

2.7

2.8

¢) {ledy(bec) iz 0,5z 0} nAX
d) {{ed)i(bc)jiz 0,j2 0}~ B*

Obtenga expresiones mas simples para los lenguajes especificados a continuacion:
a) {xablxefa, b},iz 3y {xbb|xe {a b}, i=3}

b)Y {ab/|ij=1Y{a b}*

¢) {(abye'liz 1} n{lay (beytiz 1}

d) {a}*-{aba|i=1,jz 0}

e) {(abYa(bay|i,j=1}-{a(bay|iz 1}

) {a(bay|iz 1}® {{abYa|iz 1}

Determine cuales de los siguientes enunciados estan en el lenguaje generado por la gramatica
especificada mediante las producciones en (2.1). En su caso, dé la derivacion paso a paso.
a) gato persigue el perro

b) el perro halla rdpidamente

c) el gato halla el gato rdpidamente

d) el gato halla lentamente

€) un perro persigue rapidamente

f) gato corre rapidamente

g) un gato lentamente persigue el perro

h) perro corre el gato

i) perro lentamente halla el gato

j) gato corre

Determine si cada uno de los siguientes enunciados esta en el lenguaje generado por la gramatica
dada en el ejemplo 2.9. De ser asi, dé la derivacion paso a paso.

a) B=C*D+A

b) B=C+ D*A

c) C=D+{A+B)

d A=(C*D)+B

e) B=(A+B*(C + D))

Considere el lenguaje L especificado por la gramatica (T, N, S, P), donde
T={a, b, c} es el conjunto de terminales.
N = {S, A, B} es el conjunto de no terminales.
S es el simbolo especial.
P ={S-*AB, A — ab, A — aAb, B — ¢, B — Be} es el conjunto de producciones.
a) Determine si cada una de las siguientes cadenas es un enunciado del lenguaje.
aabb
aaabbc
aaabbbcce
ababee

b) Describa el lenguaje L en notacion de teoria de conjuntos.

Considere una gramatica en la cual N = {entero_con_signo, signo, entero, digito} y T= {+, -,
0, 1} donde entero_con_signo es el simbolo inicial. Sea el conjunto de producciones
entero_con_signo — signo entero
signo — +
signo — -
entero — digito entero
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29

entero — digito
digito —» 0
digito —» 1
Muestre una derivacion de la cadena -010 del lenguaje.

Disefie una gramatica que especifique un lenguaje, incluyendo enunciados como los siguientes:
¢Ta entiendes?

¢Me gusta Juan?

¢El viene?

¢Aella le gusta Maria?

(Dejamos los detalles del lenguaje a la imaginacion del lector.)

2.10 En lo que sigue, sea {A, B, C, S} el conjunto de no terminales, con S como simbolo inicial. Sea

211

212

2.13

2.14

{a, b, c} el conjunto de terminales. Describa el lenguaje especificado por cada conjunto de

a) {(S—ad, 5> as 4-5ab}

b) {(S—>abS S—>ad, A—a}

¢) {S—»adB,4d—aB,Ad>a,B—>bB—oc}

d) {S—aSA,S—»>aB,A—b,B—>c}

¢) {S—>Sa,S—>AB, A—ad, 4—a B—>b)

[y {S—>aS,S—>b}

gy {(S—»AB,A->ad. A—a, B— BbB—b}

h) {S— 4B, 4—>ab,A— adb,B— ¢, B -» Bc}

i) {S—>aSS>bd, 4A—ad, A-—>a}

D {S>ad A= b4, 4> bC,C—cC,C—c}

k) {S—adb, S—bBa,A— adb,A—c,B— bBa, B— ¢}
) {S—=BA, A—>Aa,A—>a B-—Bb, B—c}

m) {S—=>AB,S—>e¢,4->aC,C—bS,B—aD,D— b}
ny {S—> A8, Ad—>ad,A— b, B— bB, B— a}

0) {S>aad, 4 > aa, A —>aad, A —> B, B— b, B->bB}

Dé una gramatica que especifique a cada uno de los siguientes lenguajes:
a) L={a*p¥|iz 1,jz 1}

b) L={(abyc¥|iz 1,jz 1}

c) L={dblli<j, jz 1,jz 1}

dy L={dabl|izjs2i,iz1}

e) L={ablc/|izl,jz1)}

) L={dbci|i+j=q,iz1,jz1}

g) L={a¥eh¥|iz1,jz1}

hy L=labcidied|i=>0,j=0,k>0}

Dé una gramética que especifique cada uno de los lenguajes siguientes:
a) Todo enunciado en el lenguaje es una cadena de nimeros iguales de letras a y letras b.

b) Todo enunciado en el lenguaje es una cadena de letras a y letras b, con el nimero de letras a
siendo un maltiplo de 3.

Dé una gramatica de tipo 2 que genere el lenguaje L que consiste de las cadenas de ceros y unos,
CON MAs Ceros que unos.

Suponga que L, y L, son lenguajes de tipo 2.
a) Demuestre que L, L, también es un lenguaje de tipo 2.
b) Demuestre que L,L,también es un lenguaje de tipo 2 donde

Lily={apiael,Bel,)

producciones, ya sea verbalmente o en notaciones de teoria de conjuntos.
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2.15 Sea {A, B, C, S} el conjunto de no terminales, con S como simbolo inicial. Sea {a, b) el conjunto
de terminales. Para cada conjunto de producciones, determine el tipo de la graméatica y el tipo del
lenguaje correspondientes.

a) {S—ABC,. A —>a,A-—->baB-—+b,bB-—a bC—a aC—b}
by {S—>AB,AB— BA, A —>a, B> b}

¢y {S—>A4B,S—> B4, A—>a, B> b}

d) {S—>aB,5—bA, A—a, B> b

2.16 Para cada conjunto de producciones describa, ya sea verbalmente o en notaciones de teoria de
conjuntos, el lenguaje especificado.

a) {S—aSBC,S5— aBC, CB — BC, aB — ab, bB — bb, bC — be, ¢C — cc}

by {§— ABC, AB — adD, AB - bAE, DC — BaC, EC — BbC, Da — aD, Db — bD, Ea —
afE, Eb— bE, aB — Ba, bB — Bb, AB — aF, AB — bG, FO) — 0F, FI > 1F, GO — 0G, Gl
- 1G, FC > a, GC—b)

¢) {5 adB, Aa — SBa, Ab — ShB, B — S84, B — ba, aB — b}

2.17 a) Dé una gramatica de tipo 3 que genere el lenguaje
L={x|x e {a, b}* vy x no contienen dos letras a consecutivas}
b) Dé una gramaética de tipo 2 que genere el lenguaje

L={x|x e {a, b}* y x contiene el doble de letras a que de letras b}



CAPITULO

TRES

Permutaciones, combinaciones y
probabilidad discreta

3.1 INTRODUCCION

En la seccién 1.6 discutimos algunos resultados sobre el tamafio de los conjuntos finitos. En
este capitulo presentaremos resultados mas amplios en esta direccién. Por ejemplo, si A es un
conjunto finito de tamafio n, podemos desear conocer el nimero de los diferentes subcon-
untos del conjunto A; esto es, el tamarfio del conjunto potencia de A,8?(4). Méas adn, entre
todos los subconjuntos de A, es probable que deseemos identificar el nimero de subconjuntos
de tamafio k. También podriamos querer conocer el nimero de conjuntos ordenados, siendo
los componentes de los conjuntos ordenados los elementos de A. Por ejemplo, si A es un
conjunto de 10 senadores, el nimero de subconjuntos en#(4), que es igual a 2, es el nu-
mero de comités diferentes que los senadores pueden formar [incluyendo el comité sin
miembros, correspondiente al conjunto vacio en&?(4)]. Méas adn, el nimero de subconjuntos
de tamafio 6 en#(4),igual a 210, es el nimero de comités diferentes de 6 miembros que
pueden formarse. Un conjunto ordenado de tamafio 3 con distintos componentes de A puede
representar a los 3 més altos receptores de votos de entre los 10 senadores en la eleccion. Hay
720 de dichos conjuntos ordenados, que corresponden a los 720 resultados posibles diferen-
tes. Un conjunto ordenado de 3 elementos con componentes de A no necesariamente distintos
puede equivaler a los 3 representantes de 3 diferentes comités senatoriales consistentes en
algunos de los 10 senadores. En este capitulo, discutiremos éstos y otros problemas relacio-
nados en el contexto de permutaciones y combinaciones de objetos.



PERMUTACIONES, COMBINACIONES Y PROBABILIDAD DISCRETA 67

32  LASREGIASDE LASUMAY EL PRODUCTO

Por experimento entendemos el proceso fisico que posee un nimero de resultados observa-
bles. Por ejemplo, colocar una pelota en una caja; colocar un nimero determinado de pelotas
en un cierto nimero de cajas; seleccionar un estudiante representativo de entre un grupo de
estudiantes; asignar oficinas a los profesores; hacer apuestas en una carrera de caballos;
lanzar una moneda; tirar un par de dados, y jugar una mano de poker, son todos experimentos.
En el experimento de colocar una pelota en una caja, sélo existe un resultado posible (s6lo
hay una manera de colocar una pelota en una caja); los dos resultados posibles de lanzar una
moneda son cara y cruz; los seis resultados posibles de tirar un dadoson 1, 2, 3,4,5y 6,y
los experimentos de jugar una mano de poker y seleccionar 5 estudiantes representativos
entre 35 000 tienen muchos resultados posibles. Cuando consideremos los resultados posi-
bles de varios experimentos, seguiremos las reglas establecidas a continuacion:

Regla del producto. Si un experimento tiene m resultados posibles y otro experimento tiene
n resultados posibles, entonces existen m x n resultados posibles cuando ambos
experimentos tienen lugar.

Regla de la suma. Si un experimento tiene m resultados posibles y otro experimento tiene n
resultados posibles, entonces existen m + n resultados posibles cuando exactamente uno
de estos experimentos tiene lugar.

Por ejemplo, si hay 52 maneras de seleccionar un representante para la clase de primer
afio y 49 maneras de seleccionar un representante para la clase de segundo afio, entonces,
de acuerdo con la regla del producto habra 52 x 49 maneras de seleccionar a los repre-
sentantes de ambas clases. Pero, de acuerdo con la regla de la suma, habra 52 + 49 maneras
de seleccionar a uno de los representantes. Como otro ejemplo, supongamos que se ofrecen
siete cursos diferentes por la mafiana y cinco por la tarde. Habrd 7 x 5 opciones para los
estudiantes que deseen inscribirse en un curso por la mafiana y otro por la tarde. Y habra
7 + 5 opciones, si desean inscribirse en un solo curso.

3.3 PERMUTACIONES

Consideremos el sencillo problema de colocar tres pelotas de color rojo, azul y blanco en 10
cajas numeradas con 1,2, 3,..., 10. Deseamos conocer el nimero de maneras distintas en
que las pelotas pueden ser colocadas en las cajas, si cada caja es capaz de contener s6lo una
pelota. Coloquemos las pelotas una a la vez, iniciando con la pelota roja, luego la pelota azul
y despues la blanca. Puesto que la pelota roja puede colocarse en cualquiera de las 10 cajas,
la pelota azul en cualquiera de las nueve cajas restantes y la pelota blanca en cualquiera
de las ocho restantes, el nimero total de maneras distintas de colocar estas pelotas es
10x9x8 =720.
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Ejemplo 3.1\

Ejemplo 3-2

El resultado de este ejemplo numérico puede ser generalizado de inmediato: suponga
que se colocan r pelotas de distinto color en n cajas numeradas y diferentes, con la condicion
de que cada caja puede contener sdlo una pelota. Debido a que la primera pelota puede ser
colocada en cualquiera de las n cajas, la segunda pelota puede colocarse en cualquiera de
las (n - 1) cajas restantes,..., y la r-ésima pelota puede ser colocada en cualquiera de las
(n - r + 1) cajas restantes, el nimero total de maneras distintas de colocar las pelotas es

nn—-Dn-2)---(n-r+1)
lo cual también puede escribirse como"

(n -—.r)!

Usamos la notacion P{n, r) para la cantidad n(n - 1)(n - 2) ... («- r + 1).
Los ejemplos siguientes muestran que el problema de colocar pelotas en cajas no carece
de interés como podria parecer.

¢De cuantas maneras pueden ser programados tres examenes dentro de un periodo de
cinco dias, de modo que el mismo dia no sean programados dos examenes? Si conside-
ramos los tres examenes como pelotas de distintos colores y los cinco dias como cajas

numeradas de manera diferente, obtenemos el resultado 5 x 4 x 3 = 60.
a)

Suponga que tenemos siete habitaciones y queremos asignar cuatro de ellas, como
oficinas, a cuatro programadores y usar las tres restantes para terminales de computa-
dora. La asignacion puede realizarse en 7 x 6 x 5 x 4 = 840 maneras diferentes, porque
podemos ver el problema como el de colocar cuatro pelotas distintas (los programado-
res) dentro de siete cajas distintas (las habitaciones), siendo las tres cajas vacias restantes
las habitaciones para las terminales de computadora (suponemos que los programadores

son distintos, pero que todas las terminales de computadora son idénticas).
o

Un experimento equivalente al de colocar pelotas en cajas es el de acomodar o permutar
objetos distintos. Por permutar r de n objetos distintos, entendemos acomodar r de estos n
objetos en algln orden. Por ejemplo, hay seis maneras de permutar dos de los tres objetos
a, b, c. Ellas son ab, ba, ac, ca, be y cb. Puesto que para acomodar r de n objetos realizamos
el llenado de r posiciones con r de los n objetos, hay n opciones para el objeto de la primera
posicion, n - 1 opciones para un objeto (de los n - 1 objetos restantes) de la segunda posi-
cion, ..., y n - r + 1 opciones para el objeto (de los n - r + 1 objetos restantes) de la r-ésima
posicion. Entonces, hay n(n-1) ... (n -r+1) maneras de acomodar r de n objetos en

T n! se lee "n factorial" y esta definido como n(n — I)(n - 2) ... 2x1. También se ha convenido que 0! es igual
al.
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orden.t En la terminologia de conjuntos ordenados existen n(n - 1) ... (n- r + 1) r-adas
ordenadas que tienen componentes distintas, las cuales son elementos de un conjunto de

tamafio n.
Consideremos los siguientes ejemplos:
Ejemplo 3.31 Determinemos el nimero de cifras decimales de cuatro digitos que no contienen digitos

repetidos. Este es un problema que consiste en acomodar 4 de los 10 digitos 0, 1,
2,..., 9,y larespuesta es P(10,4) = 5040. Entre estos 5040 nimeros, 9 x 8 X 7 = 504
de ellos comienzan con 0. Por tanto, 5040 - 504 = 4536 de ellos no comienzan con 0.
El resultado también puede calcularse como

9x9x8x7 =4536

usando el argumento de que el primer digito puede ser cualquiera de los nueve digitos
1,2,..., 9, el segundo digito puede ser cualquiera de los restantes nueve digitos, y asi
sucesivamente.

a

IEjempIo 34 El nimero de maneras en que podemos formar cadenas de cuatro letras distintas (del
alfabeto inglés) seguidas por tres digitos distintos es

P(26, 4) x P(10, 3) = 258 336 000 o

Volvamos al problema de colocar tres pelotas de colores diferentes dentro de 10 cajas
con numeracion distinta. Supongamos que una caja puede contener tantas pelotas como
gueramos. La pelota roja puede colocarse en cualquiera de las 10 cajas, como puede hacerse
con la azul y con la blanca, por lo que el nimero total de maneras de colocacion es

10 x 10 x 10=1000

En general, hay n" maneras de colocar r pelotas de color dentro de n cajas numeradas, si
una caja puede contener tantas pelotas como queramos. Consideremos otros ejemplos:

Si programamos tres examenes dentro de un periodo de cinco dias sin restriccion alguna

. sobre el namero de exdamenes programados cada dia, el nimero total de maneras es
Ejemplo 35 53 =125,
m]

De un conjunto A determinemos el nimero de subconjuntos de tamafio r. Consideremos

el problema de colocar r elementos de A en dos cajas. Asi, en cada colocacion definimos

al subconjunto de A por los elementos colocados en la caja 1 y los elementos descartados
los colocamos en la caja 2. Dado que hay 2" maneras de colocar los r elementos, hay

2" subconjuntos en#(4). o

T Un punto de vista diferente, que puede causar alguna confusion inicial pero que demostrarg ser Util en el futuro,
es considerar el problema como si se tratara de colocar pelotas en cajas. Al considerar n cajas correspondientes
a los n objetos, y r pelotas correspondientes a las r posiciones en el arreglo, el colocamiento de una pelota en
una cierta caja es equivalente a poner el objeto correspondiente a la caja en una posicion correspondiente a la
pelota en un arreglo. En consecuencia, el nimero de maneras de permutar r de n objetos es P(n, r).
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—

Ejemplo 3.7|

f———————

Ejemplo 3.8

De modo similar, en términos de permutacidn de objetos decimos que si hay n tipos
distintos de objetos con una fuente infinita de cada tipo, entonces hay n" maneras de acomo-
dar r de estos n tipos de objetos, porque hay n opciones del objeto para la primera posicion,
n opciones del objeto por la segunda posicion,..., y n opciones del objeto para la r-ésima
posicion. Si usamos la terminologia de conjuntos ordenados, entonces hay n" r-adas orde-
nadas con sus componentes siendo elementos de un conjunto de tamafio n. Por ejemplo, hay
10 sucesiones decimales de cuatro digitos. En consecuencia, 10* -P(10,4) = 4960 que
contienen uno o mas digitos repetidos.

Primero observemos que hay 2" sucesiones binarias de r-digitos. En seguida nos
preguntamos, de entre las 2" sucesiones binarias de r-digitos, ¢cuantas de ellas tienen
un ndmero par de unos? Podemos considerar parejas de sucesiones binarias tales que
las dos sucesiones en cada par difieren s6lo en el r-ésimo digito. Es claro, una de las
dos sucesiones en un par tiene un nimero par de unos y la otra tiene un ndmero impar
de unos. De esto se sigue que hayi-27 sucesiones binarias de r-digitos que
contienen un nimero par de unos.

Hay una manera un poco diferente de derivar el mismo resultado. Hay 2'-*
sucesiones binarias de (r - I)-digitos. Para una sucesion de (r - 1)-digitos que tiene un
nimero par de unos podemos agregar un 0 para obtener una sucesion de r-digitos que
tiene un nimero par de unos. Para una sucesion de (r - I)-digitos que tiene un nimero
impar de unos, podemos agregar un 1 para obtener una sucesion de r-digitos que tiene
un nimero par de unos. Mas aln, de estas dos maneras obtendremos todas las sucesiones
de r-digitos que tienen un ndmero par de unos. Por tanto, hay 2™ de ellas. Dicha idea
puede ser empleada para mejorar el desempefio de las computadoras, porque dentro de
éstas, los datos son representados por sucesion de digitos binarios. En el transcurso de
la manipulacion y transmision de estas sucesiones binarias, se dice que hay un error si
un 0 se convierte en un 1, o un 1 se convierte en 0. Para que los errores sean detectados
debemos usar sucesiones binarias de (r - I)-digitos, para representar los datos y agregar
un r-ésimo digito a cada sucesion de modo que la sucesién resultante de r-digitos
siempre tenga un nimero par de unos. La aparicion de un error (y por tanto, la aparicion
de un ndmero impar de errores) dara origen a una sucesion binaria con un nimero impar
de unos. La deteccion de una sucesion binaria con un nimero impar de unos significara
la presencia de una condicién de error.

Ahora nos preguntamos por el nimero de sucesiones quintuples (sucesiones for-
madas con los digitos 0, 1, 2, 3,4) de r-digitos que contienen un ndmero par de unos.
Observemos que entre las 5" sucesiones quintuples de r-digitos, hay 3" de ellas que sélo
contienen los digitos 2, 3 y 4. Desde luego, estas sucesiones son, contadas como suce-
siones con un nimero par de unos. Las restantes 5" - 3" pueden ser divididas en grupos
de acuerdo con los patrones de digitos 2, 3 y 4 en las sucesiones (por ejemplo, todas las
de la forma 23xx344xx2xxx estaran en un grupo, donde cada x es 0 0 1). Ya que la mitad de
las sucesiones en cada grupo tiene un numero par de unos, el nimero total de

sucesiones quintuples de r-digitos con un niimero par de unos es 3+ + (5" - 37). a

Supongamos que imprimimos todos los nimeros de cinco digitos sobre tiras de papel
con un ndmero en cada tira. Sin embargo, puesto que los digitos 0, 1, 6, 8 y 9 se
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Ejemplo 3.9

convierten en 0,1,9, 8 y 6 cuando se leen puestos de cabeza, hay pares de nimeros que
pueden compartir la misma tira si ésta se lee correctamente o de cabeza. Por ejemplo,
podemos formar una tira para los nimeros 89166 y 99168. La pregunta es, ;cuantas
tiras diferentes tendremos que hacer para todos los nimeros de cinco digitos? Primero
debemos observar que hay 10° ndmeros distintos de cinco digitos, entre los cuales 5°
pueden leerse ya sea derechos o de cabeza (son aquellos formados con los digitos 0, 1,
6,8 y 9). No obstante, hay nimeros que significan lo mismo ya sea derechos o de cabeza,
por ejemplo, 16091, y hay 3(5?) de tales niimeros. (El digito central de éstos debe ser
1, 0, u 8; ademas, el quinto digito debe ser el primer digito de cabeza, y el cuarto digito
debe ser el segundo digito de cabeza.) En consecuencia, hay 5° - 3(5%) ndimeros que
pueden leerse ya sea derechos o de cabeza pero que se leeran de manera distinta. Estos
ndmeros pueden ser divididos en parejas de modo que cada pareja de nimeros comparta
una tira. De esto se sigue que el nimero total de tiras diferentes que necesitamos es
10°-[5°-3(5%)]/2.
o

Ahora demos un ejemplo sobre la aplicacién del principio de inclusion y exclusion.
Suponga que una estudiante desea elaborar una programacién para un periodo de siete
dias, tiempo durante el cual ella estudiard una materia cada dia. Ella cursa cuatro
materias: matematicas, fisica, quimica y economia. Es obvio, hay 4’ programaciones
diferentes. Pero deseamos conocer el nimero de programaciones que dedican al menos
un dia a cada materia.t

Si A; es el conjunto de programaciones en las cuales matematicas nunca se incluye;
A, denota el conjunto de programaciones en las cuales fisica nunca se incluye; Az incluye
el conjunto de programaciones en las cuales quimica nunca se incluye, y A, denota el
conjunto de programaciones en las cuales economia nunca se incluye, entonces

AI UAQ_UA} UA4

es el conjunto de programaciones en las cuales una 0 méas de las materias no se incluyen.
Dado

| A =1 42| =[As| =] 44| =3

Ay Ay |= | Ay N As| =] AN Ay [=| A3 N Az
= | AN Ayl = A3 Ag|=2]

|AIﬁAzﬁA3|= |A1F‘\A1r\A4I‘—‘ |A]ﬁA3ﬁA4|
= |A2f\A3ﬁA4||-'; 17

|A;ﬁA2|’-\1A3F\A4||=0

t Invitamos al lector a convencerse de que P(7,4) x 4° no es la respuesta correcta. Hay un error en el argumento

de que hay P(7,4) maneras de programar cuatro materias para cuatro de siete dias, y 4*> maneras de programar
tres materias para los tres dias restantes.
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obtenemos
iAl UAEUA3 UA4 | '—4(3?) —6(2?) +4
Por tanto, el nimero de programaciones en las cuales todas las materias estaran incluidas es

47 - 437+ 6(27) - 4 a

Ahora consideremos el problema de colocar cuatro pelotas -dos rojas, una azul y una
blanca-en 10 cajas numeradas. Repintamos las dos pelotas rojas con dos tonos de rojo, claro
y oscuro, de manera que se diferencien. EI nimero de maneras para colocar estas pelotas en
las 10 cajas es P(10,4) = 5040. De entre estos 5040 arreglos, consideremos el arreglo en el
cual la pelota en rojo claro esta en la primera caja, la pelota en rojo oscuro esta en la segunda
caja, la pelota azul en la tercera caja y la pelota blanca en la cuarta caja. Si no distinguimos
entre los dos tonos de rojo, es decir, si las dos pelotas rojas son indistinguibles, en realidad
estas dos maneras de acomodarlas son una sola. Es cierto, los 5040 acomodamientos pueden
ser acoplados en parejas en una forma similar, de manera que cada pareja de acomodamientos
corresponde en realidad a un solo acomodamiento cuando los dos tonos de rojo no son
distinguibles. En consecuencia, hay2£ = 252( maneras de acomodar dos pelotas rojas, una
azul y una blanca en 10 cajas numeradas. Siguiendo el mismo argumento, vemos que el
nimero de maneras de colocar tres pelotas rojas, una pelota azul y una blanca en 10 cajas
numeradas es

202:9) _ 5040

debido a que cada manera de colocar las tres pelotas rojas indistinguibles, una pelota azul y
una pelota blanca corresponde a 3! maneras de colocar tres pelotas rojas distinguibles, una
pelota azul y una pelota blanca.

En seguida deduciremos una férmula general para el nimero de maneras de colocar r
pelotas de color en n cajas humeradas, donde g de estas pelotas son de un color, g, de ellas
son de un segundo color, . . .,y q; de ellas son de un t-ésimo color. Observemos que un
acomodamiento de las r pelotas no cambia al rearreglar las q; pelotas del mismo color entre
las cajas en las cuales han sido colocadas, o al rearreglar las g, pelotas del mismo color entre
las cajas en las cuales han sido colocadas,..., 0 al rearreglar las g; pelotas del mismo color
entre las cajas en las cuales han sido colocadas. Por otro lado, si las r pelotas tuvieran distinto
color, cualquier rearreglo originaria un acomodamiento diferente. De esto se sigue que cada
forma de acomodar r pelotas, no todas de distinto color, corresponde a g;! gy! ... g maneras de
acomodar r pelotas de distinto color. Debido a que hay Pin, r) maneras de acomodar r
pelotas de distinto color en n cajas numeradas, el nimero total de maneras de acomodar r
pelotas de color en n cajas numeradas, donde g, son de un color, g, son de un segundo color,
..., Y 01 son de un t-ésimo color, es

P(n,r)

1 l G.1)
nlgt! gt
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Eiemélo 3.11|

El nimero de maneras de pintar 12 oficinas de forma tal que 3 de ellas sean verdes, 2
rosas, 2 amarillas y las restantes blancas es

12!

31212151 - 166320
0
En términos de arreglo de objetos, decimos que hay
|
S . S (3.2)
ala! g/

maneras de acomodar n objetos, donde q; son de un tipo, g, son de un segundo tipo,
..., ¥ Qs son de un t-ésimo tipo. Ahora, si los n objetos fueran todos distintos, hay n!
maneras de acomodarlos. Por otro lado, en un arreglo de objetos que no son todos
distintos la permutacion de objetos del mismo tipo entre ellos mismos no cambiara el
arreglo, obteniéndose asi la formula (3.2).

El nimero de mensajes diferentes que pueden representarse por una sucesién de tres
lineas y dos puntos es
5!

5121 10

34  COMBINACIONES

Ejemplo 3.12

Ahora consideremos el problema de colocar tres pelotas, todas ellas rojas, en 10 cajas que
estan numeradas 1,2, 3, ..., 10. Nuestro objetivo es conocer el nimero de maneras en que
las pelotas pueden distribuirse, si cada caja puede contener sélo una pelota. De acuerdo con
(3.1), la respuesta es
10x9x8§
3!

En general, el nimero de maneras de distribuir r pelotas del mismo color en n cajas nume-
radas es

nn-DYn-2)---(n-r+1)__ n
r!

ri(n—r)

I
La cantidad ——— se denota también por C(n, r).
ri(n—r)!

Examinemos los siguientes ejemplos:

Un ama de casa desea programar cenas de espagueti tres veces por semana. Imaginemos
las cenas de espagueti como tres pelotas y los siete dias de la semana como siete cajas;
entonces el nimero de maneras de programacion es
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Ejemplo 3.13

Ejemplo 3.14

7!

TR

Hay C(32, 7) sucesiones binarias de longitud 32 y en cada una hay exactamente siete
unos, podemos considerar el problema como la distribucion de siete unos en 32 cajas

numeradas (y entonces llenar las cajas vacias con ceros). a

La seleccion de r objetos a partir de n objetos distintos es un problema equivalente a

distribuir r pelotas indistinguibles en n cajas numeradas. Si vamos a seleccionar r de n objetos
distintos, podemos imaginar los n objetos como cajas y marcar los objetos seleccionados
con r marcadores idénticos, las pelotas. En consecuencia, el nimero de maneras de selec-
cionar r objetos de n objetos distintos es también C(n, r). En otras palabras, para un conjunto
de tamafio n se tienen C(n, r) subconjuntos de tamafio r.

De acuerdo con la definicion de C(n, r), es claro que C(n, r) = C(n, n - r). Existe un

argumento combinatorio simple que confirma este resultado: seleccionar r objetos de n
objetos es lo mismo que descartar los n — r objetos que no serén seleccionados; entonces,
tenemos que C{n, r) =C{n,n-r).

De entre 11 senadores hay C(ll, 5) = 462 maneras de seleccionar un comité de 5
miembros. Mas aun, hay C(10, 4) = 210 maneras de seleccionar un comité de cinco
miembros de forma tal que un senador en particular, el senador A, siempre sera incluido,
y hay C(10, 5) = 252 maneras de seleccionar un comité de cinco miembros en forma tal
gue el senador A siempre sera excluido. La pregunta es ¢de cuantas maneras podemos
seleccionar un comité de cinco miembros para que al menos uno de los senadores A 'y
B sea incluido? EI nimero de selecciones que incluyen a ambos senadores, Ay B, es
C(9, 3) = 84. El numero de selecciones que incluyen al senador A pero excluyen al
senador B es C(9, 4) = 126, que es también el nimero de selecciones que incluyen al
senador B pero excluyen al senador A. En consecuencia, el nimero total de maneras de
realizar la seleccion es

84 + 126 + 126 = 336
De modo similar, ya que el nimero total de comités excluyendo a ambos senadores A
y B es C(9, 5), el nimero total de maneras de realizar la seleccion es
C(ll, 5) - C(9, 5) =462 - 126 = 336

El problema también tiene solucién al aplicar el principio de inclusion y exclusion.
De entre las 462 maneras de seleccionar 5 senadores, supongamos que A,y A, son los
conjuntos de selecciones que incluyen al senador Ay al senador B, respectivamente.
Dado que
| 4,]=C(10,4)=210
| 4, | = C(10,4) =210

| Ay M A, | =C(9,3)= 84
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—_—
Ejemplo 3.15|

se sigue que
|4y WAy [ =210+210-84=336

A partir de un decagono convexo, consideremos todos los puntos de interseccion,
interiores al decégono, entre s6lo dos diagonales, ¢en cudntos segmentos de linea seran
divididas las diagonales por las intersecciones? Primero, tenemos que el nimero total
de diagonales es igual a
C(10,2)-10 = 45-10 = 35

hay C(10, 2) lineas rectas uniendo los C(10, 2) pares de vértices, pero 10 de estas 45
lineas son los lados del decagono. Dado que cada cuatro vértices podemos contar una
interseccion entre diagonales, como se muestra en la figura 3.1 (el decagono es
convexo), hay un total de C(10,4) = 210 intersecciones entre las diagonales (con sélo
dos diagonales en el punto de interseccién). Como una diagonal se divide en k + 1
segmentos de linea recta cuando hay ¢puntos de interseccion sobre ella, y como cada
punto de interseccion se encuentra sobre dos diagonales, el nimero total de segmentos
de linea recta en los cuales se dividen las diagonales es 35 + 2 x 210 = 455. N

Suponga que vamos a distribuir r pelotas del mismo color en n cajas numeradas, y
podemos colocar tantas pelotas como se quiera en una caja. EI nimero de maneras de

distribuir las pelotas es
{(n+r-1
=Cln+r-1Lr

riin - 1) ( :)
Una forma sencilla de verificar este resultado es considerar el problema de realizar un arreglo
conn+1unosyrceros conun lalinicioy un 1 al final de cada arreglo. Si consideramos
los unos como las separaciones entre cajas y los ceros como pelotas, entonces cada arreglo
corresponde a una manera de distribuir r pelotas del mismo color en n cajas numeradas. Por
ejemplo, sin=5y r =4, la sucesion

1011001101

puede verse como una distribucién de cuatro pelotas en cinco cajas teniendo una pelota en
la primera caja, ninguna pelota en la segunda caja, dos pelotas en la tercera caja, hinguna en
la cuarta y una en la quinta. De acuerdo con (3.1), el nimero de maneras de arreglar r ceros
y n + 1 unos con unos en ambos extremos de cada arreglo es

(n+r-1
ri(n-1)!

Figura 3.1
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El problema de seleccionar r objetos a partir de n objetos distintos con selecciones
repetidas, puede verse como aquel que utiliza r marcadores idénticos para marcar los n
objetos distintos, donde cada objeto puede ser marcado con un ndmero arbitrario de marca-
dores. Luego entonces, el nimero de maneras de seleccionar r objetos a partir de n objetos
distintos, con selecciones repetidas es

%:c(nw—l,r) (3.3)
Ejemplo 3.17} ritn - 1!

Consideremos los siguientes ejemplos:

Ejemplo 3.16 El nimero de maneras de escoger tres de siete dias (con repeticiones permitidas) es

C(7T+3-1,7)=C(9,3)=284
El numero de maneras de escoger siete de tres dias (con repeticion necesariamente
permitida) es

C3+7-1,7=C09,7)=36

Una ficha de domin¢ est4 formada por dos cuadros, cada uno marcado con uno, dos,
tres, cuatro, cinco o seis puntos, o se deja en blanco (sin puntos). Hay 28 fichas diferentes
en un juego de domino, debido a que el nimero de fichas distintas corresponde al nimero
de maneras de seleccionar dos elementos a partir de los siete objetos "uno”, "dos",

"tres", "cuatro”, ""cinco", "seis" y "vacio" con repeticiones permitidas. Asi, de acuerdo
con (3.3), el nimero de fichas distintas es

C(7+2-1,2) =C(8,2) =28

Ejemplo 3.18| Cuando se lanzan tres dados, el nimero de resultados diferentes es

C(6 +3-1,3) =C(8,3) = 56

debido a que lanzar tres dados equivale a seleccionar tres de los seis nimeros 1,2,3,4,
5, 6, con repeticiones permitidas.

i
r'—_7 Nos preguntamos por el ndmero de trayectorias diferentes para que una torret se
Ejemplo3.19 desplace, desde la esquina suroeste de un tablero de ajedrez hasta la esquina noroeste,

solo con movimientos en direcciones este y norte. Si permitimos que un 0 denote un
paso en direccion este y que un 1 denote un paso en direccion norte, entonces el nimero
de trayectorias es igual al nimero de maneras de formar arreglos con siete ceros y siete
unos, el cual es

14!

LR 3432

t Una torre es una pieza de ajedrez que puede moverse horizontal y verticalmente sobre el tablero de ajedrez.
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Ejemplo 3.20

‘Ejemplo 3-21|

Ahora nos preguntamos cuantas de estas trayectorias constan de cuatro movimien-
tos hacia el este y tres movimientos hacia el norte (por un movimiento hacia el este
entendemos un cierto nimero de pasos consecutivos en direccién este; un movimiento
hacia el norte se define en forma anéloga). El nimero de maneras de realizar una tra-
yectoria con cuatro movimientos hacia el este es el mismo que el de distribuir siete
pelotas indistinguibles en cuatro cajas distintas sin dejar cajas vacias. Colocamos una
pelota en cada una de las cajas y luego distribuimos las tres restantes. Dado que el
nimero de maneras para distribuir tres pelotas indistinguibles en cuatro cajas distintas
con cada caja aceptando tantas pelotas como queramos es

C(4+3-1,3) =20

el nimero de maneras para distribuir las siete pelotas en cuatro cajas, sin dejar alguna
caja vacia, también es 20. De modo similar, el nimero de maneras de realizar una tra-
yectoria con tres movimientos hacia el norte es

C(3+4-1,3)= 15
Luego entonces, la respuesta a nuestra pregunta es

20 x 15=300 a

Queremos determinar el nimero de maneras de sentar a cinco nifios en una fila de 12
sillas. El problema es similar al de formar un arreglo con 12 objetos de seis tipos
diferentes, siendo cada nifio un objeto de tipo distinto y las siete sillas desocupadas
objetos del mismo tipo. De acuerdo con (3.2), el nimero de arreglos es

12t
fl)

Existe una forma alternativa de obtener el mismo resultado. Primero acomodamos
a los cinco nifios en una fila (hay 5! maneras de hacerlo), y después distribuimos, en
forma arbitraria las siete sillas desocupadas, ya sea entre dos nifios o entre los dos
extremos. Ahora el problema de distribucion consiste en acomodar siete pelotas del
mismo color en seis cajas. Asi, el nimero de maneras de hacer esto es
' 120 12
i _ =4 —_————
MxCB+7-1,7=5Ix% T
Suponga que deseamos sentar a los nifios de tal forma que no queden dos nifios
sentados uno junto a otro. Invitamos al lector a verificar que el nimero de maneras de
sentar a los nifios es
8! 8!

SIxCE+3-1,3)=5! xﬁ=§

Queremos determinar el nimero de maneras de colocar 2t + 1 pelotas indistinguibles
en tres cajas distintas, de manera que dos cajas cualesquiera juntas contengan mas
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pelotas que la tercera. El nimero total de maneras de colocar las pelotas sin considerar
la restriccion es
CO+2t+1-1,2r+D=C2r+3,2t+ 1)

El nimero total de maneras de colocar las pelotas de modo que la primera caja contenga
mas pelotas que la segunda y terceras cajas combinadas es

CR+i-1,H=Ct+2,0

(Colocamos t + 1 pelotas en la primera caja y luego colocamos las t pelotas restantes
en forma arbitraria en las tres cajas.) EI mismo resultado se aplica al caso en que la
segunda caja tiene mas pelotas que la primera y tercera cajas combinadas, y al caso en
que la tercera caja tiene mas pelotas que la primera y segunda cajas combinadas. Asi,
la respuesta a nuestra pregunta es

C2t+3,2t+1)=3C(t+2, 1)

CQt+3,2)-3C(t+2,2)
= 12U+ DR+ =Y+ 2)(+ 1)

t(t+1
2

*35  GENERACION DE PERMUTACIONES Y COMBINACIONES

Suponga que deseamos escribir las n! permutaciones de n objetos distintos. Para n = 3, s6lo
hay seis permutaciones, y resulta trivial escribirlas. Para n = 4 hay 24 permutaciones y
continta siendo una tarea trivial mantener un registro y estar seguros de que escribimos todas
las permutaciones sin omisiones ni repeticiones. Un problema interesante es encontrar
procedimientos sistematicos que generen exhaustivamente todas las permutaciones de n
objetos. Para ilustrarlo presentaremos uno de estos procedimientos. Antes de describirlo,
nos permitimos hacer una pregunta importante que puede surgir: si vamos a disefiar un
procedimiento o a analizar un procedimiento que nos presentan, ;,cémo podemos estar se-
guros de que éste hara en realidad lo que se espera que haga, es decir, generar todas las
permutaciones de n objetos? No existe manera alguna de probar en forma exhaustiva el
procedimiento, ya que se supone que funcionard adecuadamente para todos los nimeros
enteros positivos n. Una manera de asegurarnos que el procedimiento generara en forma por
demas exhaustiva todas las permutaciones sin repeticiones, es introduciendo un ordenamiento
para las n\ permutaciones. Si tenemos un procedimiento que genera una a una las permu-
taciones de acuerdo con este orden, entonces podemos estar seguros de que el procedimiento
generara correctamente todas las permutaciones cuando inicie con la primera permutacion
en el orden y termine con la Gltima permutacion en el orden. Un orden que podemos usar es
el orden lexicografico. Sin pérdida de generalidad, permitamos que {1, 2, 3, ...,n} sean
los n objetos a permutar. Dadas dos permutaciones a;a, . . . a, y bib, . . . by, diremos que
ad . . . &, Se encuentran antes que b:b, . . . b, en un orden lexicografico si, para algin m
conlsmen,a =b,a,=b,y, ...,a,_,=b,_,ya,<b, Porejemplo, la permutacion
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124635 se encuentra antes que la permutacion 125643, y la permutacion 125463 se encuentra
después de la permutacion 125346.

Supongamos que se nos da una permutacion a;a; . . . a,. Nuestra pregunta sera ¢cual es la
siguiente permutacion de acuerdo con el orden lexicografico? No es dificil mostrar que la
siguiente permutacion b,&, - - - b, debe ser tal que:

1. a=b,1%izm-1,ya,<b,, parael m mas grande posible.
2. b, esel elemento mas pequefio de entre a,,, 1, @, .1 - - -, a, tal que es mayor que a,,.
3. by <by, < -<h,

Por ejemplo, la permutacion siguiente a 124653 en el orden lexicogréafico es 125346. Para
una permutacion dada a;a, . . . a, notamos que el m méas grande posible para el cual (1) se
satisface es el m mas grande posible para el cual a, es menor que al menos una de entre
Uy o 15 O + 3 - - - » G Un momento de reflexion muestra que éste también es el m més grande
posible para el cual a, <a,,, .t Luego entonces, si examinamos la permutacion asa, . . . an
elemento por elemento y de derecha a izquierda, la primera vez que observamos una
disminucién, conocemos el valor de m y podemos determinar b,bm+1 . . . by, de acuerdo con
(2) y (3). Por ejemplo, supongamos que nos han dado la permutacién 124653. Cuando
recorremos la permutacién de derecha a izquierda y elemento por elemento, de acuerdo con
(1), determinamos que la siguiente permutacidn es de la forma 12xxxx. En otras palabras, el
subindice m es igual a 3. Ademas, de acuerdo con (2), podemos determinar que la siguiente
permutacion es de la forma 125xxx. Por dltimo, de acuerdo con (3), determinamos que la
siguiente permutacion es 125346 (en realidad, podemos usar el hecho de que ay, + 1 > an + 2
> ... >a,para llevar a cabo los pasos (2) y (3) de manera mas sencilla. Al lector interesado
se le sugiere ver el Prob. 3.55).

Nuestra observacién nos conduce de inmediato a un procedimiento sistematico para la
generacion de las n! permutaciones de n objetos, comenzando con la permutacién 1234... n
y terminando con la permutacion n... 4321. Mas aln, sabemos que el procedimiento es
efectivamente correcto. Invitamos al lector a convencerse por si mismo de que nuestro pro-
cedimiento generara las permutaciones de los cuatro objetos 1,2,3,4 en el siguiente orden:

1234 5 1243 -5 1324 -5 1342 5 1423 5 1432 -5 2134 5 2143 >
2314 5 2341 - 2413 - 2431 -5 3124 -5 3142 -5 3214 5 3241 >
3412 5 3421 — 4123 -5 4132 -5 4213 -5 4231 —> 4312 — 4321
Ahora, deseamos generar todos los k-subconjuntos® del conjunto {1,2, 3, ..., n). Para

poder introducir un orden lexicogréfico en los subconjuntos, primero convenimos que cada
subconjunto sera representado por una sucesion de sus elementos acomodados en un orden

T Suponga que m es el subindice mas grande posible para el cual a, es menor que alguno de 105@. + 1s @ 425 - - - »
A,. No obstante, si a,,> @, ; ¥ a,, < a,,,, para algin j > 1, tenemos que 4,, .1 < 4&,, . ;contradiciendo la suposicion de
que m es el subindice méas grande posible para el cual a, es menor que alguno de 10y + s e 2s - - - s Gy El
argumento reciproco se deja al lector.

¥ Un subconjunto de tamafio k se abrevia como un k-subconjunto.
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creciente. Podemos entonces formular secuencias de acuerdo con un orden lexicografico.t
Por ejemplo, los 4-subconjuntos de {1,2, 3,4, 5, 6} son representados y ordenados como

1234

1235

1236

1245

1246

1256

1345

1346

1356

1456

2345

2346

2356

2456

3456

Siguiendo con exactitud el mismo razonamiento que en el procedimiento para gene-
rar permutaciones, consideremos como podemos desarrollar un procedimiento para generar
todos los &-subconjuntos del conjunto {1, 2, ...,n}. Sea aja, . . . a un k-subconjunto.
Podemos mostrar que el siguiente &-subconjunto b;b, . . . by de acuerdo con el orden
lexicografico debe ser tal que

. ag=b,12ism—-1,ya, <b, para el m mas grande posible,
2. b,=a,+1.

3. by =b+lparamsjshk-1.

En la sucesion a;a;, . . . a, definimos el méximo valor posible de a; como n - k +j. Asi, el
maximo valor posible de a, es n; el maximo valor posible de a4, es n - 1; el maximo
valor posible de ax . , es n - 2,..., y el maximo valor posible de a; es n — k + 1. Dado que
ena;a, ... a el mas grande m para el cual a,, no es igual a su maximo valor posible es el mas
grande m que satisface (1), podemos determinar m examinando a; a, . . . a de derecha
a izquierda, elemento por elemento. Una vez que el valor de m se determina es posible
determinar bybp., . . . by de acuerdo con (2) y (3). Invitamos al lector a confirmar que los 4-
subconjuntos de {1, 2, 3,4, 5, 6} mostrados con anterioridad fueron en efecto generados
por nuestro procedimiento.

36  PROBABILIDAD DISCRETA

Como un ejemplo de la aplicacion de algunos de los conceptos y herramientas estudiados
en el capitulo 1 y en este capitulo, presentamos una breve introduccién a la teoria de
probabilidad discreta. Recordemos que un experimento es un proceso fisico que tiene un

t Para dos k-subconjuntos aa, - - - @,y b,b, - - - by, diremos que a,a, - - - @, se encuentra antes de b b, - - - b, enun
orden lexicografico si paraalgin 1 smik a,=b,a,=b, ..., q b, ya,<h

(L S
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nimero de resultados observables. En secciones previas de este capitulo, estudiamos
diferentes maneras de calcular el nimero de resultados de un experimento. En los ejemplos
encontramos que jugar una mano de péker tiene C(52, 5) = 2 598 960 posibles resultados;
y examinar la boleta de calificaciones de un estudiante tiene 5* posibles resultados (supo-
niendo que el estudiante toma cuatro cursos, y las cinco posibles calificaciones son A, B, C,
D, F). En nuestro modelo de un proceso fisico, estos resultados se consideran mutuamente
exclusivos y exhaustivos; esto es, exactamente un resultado tendra lugar en cualquier caso
particular del experimento. Asi, cuando lanzamos una moneda, se observa una cara 0 una
cruz. No es posible que se observen ambos resultados, y tampoco es posible que no se observe
ninguno de ellos (si en realidad creemos que una moneda podra detenerse sobre su canto,
deberemos incluir en nuestro modelo tres posibles resultados cuando se lanza una moneda,
a saber, cara, cruz y canto).

En un sentido formal, nos referimos al conjunto de todos los resultados posibles de un
experimento como al espacio muestral del experimento. También nos referimos a los
resultados en un espacio muestral como a las muestras o puntos muéstrales. Utilizaremos
la notacién S = {x, X,,. . . X;,...} para un espacio muestral S, constituido por los puntos
muéstrales xiX,, . . ., X;, y asi sucesivamente. Un espacio muestral que tiene un nimero
finito o infinito numerable de puntos muéstrales es llamado un espacio muestral discreto.
Restringiremos nuestra discusion a espacios muéstrales discretos. (Una discusion mas
profunda de espacios muéstrales con un ndmero infinito no-numerable de puntos muéstrales
requeriria algunos conceptos y herramientas avanzadas de analisis matematico.) Por ejem-
plo, en el experimento de lanzar una moneda, el espacio muestral es un conjunto S = {c, z},
el cual consiste de los dos posibles resultados ¢ (cara) y z (cruz). Para el experimento de
lanzar dos monedas, el espacio muestral es un conjunto S = {cc, cz, zc, zz}, el cual consiste
en los cuatro resultados posibles cara-cara, cara-cruz, cruz-cara y cruz-cruz. En el experi-
mento de esperar la Ilegada de un autobus a la parada de autobuses, el espacio muestral es
un conjunto S = {0, 1, 2, 3, ..., 30} en el cual los resultados son los tiempos de espera en
un intervalo de 0 a 30 minutos. Consideremos el experimento de disparar hacia un blanco
hasta que haya un acierto. El espacio muestral es un conjunto infinito numerable S = {a, na,
nna, nnna, ...}, donde a denota un acierto, na denota un no-acierto seguido de un acierto,
nna denota dos no-aciertos seguidos por un acierto, etcétera.

Asociado con cada punto muestral en un espacio muestral hay un ndmero real llamado
la probabilidad de ese punto muestral. En el punto muestral x; usaremos p(x;) para denotar
la probabilidad asociada con x;. Las probabilidades asociadas con los puntos muéstrales
deben satisfacer:

1 Laprobabilidad de cada punto muestral es un nimero no negativo menor o igual a 1.
Esto es, para cada xj en S, 0 <p(x;) < 1.

2. Lasuma de las probabilidades de todos los puntos muéstrales en el espacio muestral es
iguala 1. Estoes, Z, (¢ plx)=1.

La probabilidad de un punto muestral es una medida de la posibilidad de ocurrencia de
ese punto. Un punto muestral con mayor probabilidad es mas factible que suceda, en tanto
que un punto muestral con probabilidad mas pequefia es menos factible que ocurra. En un
sentido cuantitativo, si realizamos un experimento un gran namero de veces, la probabilidad
de un punto muestral es una medida de la fraccién de veces en las cuales el resultado
particular sucede. Por ejemplo, en el espacio muestral del experimento de lanzar una moneda
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no cargada, la probabilidad del resultado cara est,y la probabilidad del resultado cruz
también es £.Asi, si lanzamos la moneda muchas veces, aproximadamente la mitad de los
resultados seran caras y la mitad serdn cruces. Por otro lado, en el espacio muestral del
experimento de lanzar una moneda cargada, la probabilidad del resultado cara podria ser 2,
en tanto que la probabilidad del resultado cruz podria ser!.En tal caso, cuando lanzamos
muchas veces la moneda, aproximadamente dos tercios de los resultados seran cara, y
aproximadamente un tercio de los resultados seran cruz. Ademas, para el experimento de
lanzar dos monedas el espacio muestral es S = {cc, cz, zc, zz), y tenemos

plee) =

|-

1
ple) =7

|
plzz) = Y

si la moneda esta cargada. Para el experimento de disparar hacia un blanco hasta que haya
un acierto, el espacio muestral es S = {a, na, nna, nnna,...}, y tenemos que

pla)= %

1
pna)=7
plnna) = §

k
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Ejemplo 3.22

Ejemplo 3.23]

Ademas, en el espacio muestral de un experimento cualquiera, un punto muestral con pro-
babilidad 1 corresponde a un resultado que tendra lugar con seguridad; un punto muestral
con probabilidad 0 corresponde a un resultado que nunca sucedera.

Ahora podemos explicar la importancia fisica de las dos condiciones establecidas con
anterioridad, acerca de las probabilidades asociadas con los puntos muéstrales en un espacio
muestral. Desde luego, si la probabilidad asociada con un punto muestral es una medida de
la frecuencia de ocurrencia del resultado de un experimento, carece de sentido suponer para
ésta un valor negativo o suponer un valor mayor que 1. Ademas, dado que el espacio muestral
contiene todos los resultados posibles de un experimento, la suma de probabilidades de los
puntos muéstrales debe ser exactamente igual a 1.

Supongamos que nos proporcionan las probabilidades de los resultados de un experi-
mento, bien sea basadas en datos estadisticos o sencillamente en la estimacion intuitiva de
alguien.

Un evento es un subconjunto de resultados de un experimento. Se dice que un evento
ocurre si cualquiera de los puntos muéstrales en el evento ocurre. Asi, cuando tiramos un
dado, obtener un 1 es un evento, obtener un nimero impar (1, 3 0 5) es otro evento. Un
evento que contiene un punto muestral se denomina evento simple, y un evento que contiene
mas de un punto muestral se denomina evento compuesto. La probabilidad de ocurrencia de
un evento se define como la suma de las probabilidades de los puntos muéstrales en el
subconjunto. Dado que los puntos muéstrales son resultados mutuamente exclusivos de un
experimento, la probabilidad de un evento es una medida de la frecuencia de ocurrencia del
evento. Asi, en notacién de teoria de conjuntos, un evento A es un subconjunto del espacio
muestral S. La probabilidad del evento A, denotado p(A), es igual aZ, . 4 p(x).

Examinemos algunos ejemplo ilustrativos:

Para el experimento de tirar un dado, el espacio muestral consiste en seis puntos
muéstrales. Si suponemos que la probabilidad de ocurrencia de cada uno
es4, entonces la probabilidad de obtener un nimero impar es igual a

+ =+

o=
| —
N
b |

Suponga que tenemos un dado "cargado" y que la probabilidad de obtener un 1
es+y la probabilidad de obtener cada uno de los restantes nimeros es ”. Luego
entonces, la probabilidad de obtener un ndmero impar es

1,2,.23
3715 1575

y la probabilidad de obtener un nimero par es

2.2 .22
I

15715115

Consideremos el problema de tratar una mano de pdker a partir de una baraja de 52
cartas. El espacio muestral consiste en C(52, 5) puntos muéstrales correspondientes a
las C(52, 5) manos diferentes que se pueden obtener. Supongamos que estos resultados
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-
Ejemplo 3.24

Ejemplo 3.25

tienen probabilidades iguales; esto es, la probabilidad de que se obtenga una mano en
particular es igual a 1/C(52, 5). Para determinar la probabilidad de obtener cuatro ases,
observemos que 48 de los C(52, 5) posibles resultados contienen cuatro ases; asi, la

probabilidad es 48/C(52, 5) = 0.0000185. A

Confirmaremos la aseveracion de que en un grupo de 23 personas la posibilidad de que
haya entre ellas dos con el mismo dia de nacimiento, es menor que un 50-50. El espacio
muestral consiste en 3667 puntos muéstrales que corresponden a todas las distribuciones
posibles de los dias de nacimiento de 23 personas. Supongamos que estas distribu-
ciones son equiprobables. Dado que P(366, 23) de las 3667 muestras corresponden a
distribuciones de dias de nacimiento tales que no hay dos de las 23 personas con el
mismo dia de nacimiento, la probabilidad de que no haya dos personas con el mismo
dia de nacimiento es

p366.23) 0.494

23
366 -

Ocho estudiantes esperan en fila para tener una entrevista. Queremos determinar la
probabilidad de que en la fila haya dos de primer afio, dos de segundo, dos de tercero y
dos de cuarto. El espacio muestral consiste en 4% puntos muéstrales que corresponden
a todas las posibilidades de grados de donde pueden provenir los estudiantes. Supongan
que estos puntos muéstrales son equiprobables. Hay 8!/2! 2t 2! 2! puntos muéstrales
que corresponden al caso en que haya dos estudiantes de cada grado. Asi, la probabilidad
es

g1

naaana 0

m

Para el experimento de dispararle a un blanco hasta que haya un acierto, suponemos la
probabilidad de ocurrencia de la muestra que tiene k no-aciertos antes de un acierto
como 2-(“%). Si A denota el evento de que haya un acierto antes de no mas de 5 no-
aciertos, entonces A = {a, na, nna, nnna, nnnna, NNNNN4) y

5
plA)=22-%*+D=0.984
k=0
Si B denota el evento de que haya un acierto después de un nimero impar de no-aciertos,
entonces
Ademas, si C denota el evento de que haya un acierto después de un nimero par de
no-aciertos (incluyendo aciertos). Entonces

p(c)222-2i+] :g

3
=
! o

Una vez mas observaremos como los conceptos elementales de teoria de conjuntos nos

permiten introducir precisa y consistentemente nuevas definiciones. Dados dos eventos Ay



PERMUTACIONES, COMBINACIONES Y PROBABILIDAD DISCRETA 85

Ejemplo 3.27]

Ejemplo 3-28

B, el evento de que ambos A y B ocurran corresponde al conjunto de puntos muéstrales
A m B. Usaremos A M B para denotar tal evento. Mas aun, la probabilidad de ocurrencia del
evento, denotada por p(4 M B), esigual a Z, . 4~ z P(x;). Asimismo, dados dos eventos A
y B, el evento de que ocurra A 0 B 0 ambos corresponde al conjunto de puntos muéstrales

A v B. Ademas, el evento de que ocurra A pero no B, corresponde al conjunto de puntos

muéstrales A - B; el evento de que ocurra uno pero no ambos corresponde al conjunto de

puntos muéstrales 4 @ B. Desde luego, estos eventos son denotados por 4w B, 4 — B,
y A @ B, y sus probabilidades correspondientes pueden calcularse como I, e 40P,
LecaB p(x), Z, 4w P(x), respectivamente.

Ahora veremos algunos ejemplos:

Los datos digitales recibidos desde un sitio remoto podrian llenar de 0 a 32 buffers. El
espacio muestral es S= {0, 1,2,..., 32}, donde el punto muestral i denota que i de los
buffers estan llenos. Se tiene entonces que

P =55 (3 -1)

Si A denota el evento de que a lo mas 16 buffers estan llenos, y B denota el evento de
que un ndmero impar de buffers estan llenos, entonces
A=1{0,1,2,...,16}
B ={1,3,5,...,31}
AnB=1{1,3,5...,15}

16
] 425 _
pA)=— 561 2(33 = 561 0.758

272

p(B)_Sﬁl 2(33 ‘miOASS
nmpar
1 B 200
p(Ad A B) = 56'5(33 ) =%gy = 0357
i impar

De entre 100 000 personas, 51 500 son mujeres y 48 500 hombres. Entre las mujeres
9 000 son calvas, y entre los hombres 30 200 son calvos. Suponga que escogemos una
persona al azar. Tendremos S = {mc, mn, hc, hn} como espacio muestral, con mc
denotando una mujer calva, mn una mujer no calva, he un hombre calvo, y hn un hombre
no calvo. Asi, tenemos

p(mc) =0.090
p(mn) =0.425
plhc) =0.302

p(hn) =0.183
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Ejemplo 3.29

Si A denota el evento de que una persona calva fuese escogida, y B el evento de que una
mujer fuese escogida. Entonces 4 M Bes el evento de que ufia mujer calva fuese escogida,
4w B el evento de que una persona calva o una mujer fuese escogida,4 € Bel evento de
que una mujer con cabello o un hombre calvo fuese escogido, y B - A el evento de que una
mujer con cabello fuese escogida. Asi, tenemos

PA) =0.90+0.302 =0.392
2B =0.090 +0.425 =0.515
p(4 A B) =0.090
(4 U By =0.090+0.425 +0.302 = 0.817
P4 ® By =0.425 +0.302 = 0.727

p(B-A) =0425 5

Diez hombres llegaron a una fiesta y depositaron sus sombreros en el guardarropa. Los
sombreros les fueron devueltos en forma aleatoria al retirarse. Queremos saber la proba-
bilidad de que ningin hombre haya recibido su propio sombrero de vuelta. Para el
experimento de regresar los sombreros a los hombres, el espacio muestral consiste de
10! puntos muéstrales correspondientes a las 10! permutaciones posibles de los som-
breros. Supongamos que cada permutacion ocurre con igual probabilidad, esto es, 1/10!
En consecuencia, la probabilidad de que ningin hombre reciba su propio sombrero es
igual a 1/10! veces el nimero de permutaciones en las cuales ningiin hombre recibe su
propio sombrero. Si A denota el conjunto de puntos muéstrales en los cuales el i-ésimo
hombre recibe su propio sombrero, el lector puede confirmar que, usando el principio
de inclusién y exclusion, obtenemos

I/IIKJAEU"'UAIUT

3 100 100 100
:[110]9, _(120J81' | ]30 7t 190 It %gi“’
; \ v L7 (.
Por tanto, la probabilidad de que ningin hombre reciba su propio sombrero es:
17 (10),, , (10} [IO“ 10V, (10)
— 10" - 9! + 8! — ,,?!+---—| !l!Ti JU!—‘
o (P (S (S i
gL,z 3 9 10
SRR T TR T o1 * g1 036788

Es posible que en forma intuitiva no habriamos adivinado que la probabilidad podia

resultar tan grande. -

*3.7  PROBABILIDAD CONDICIONAL

Suponga que se lanza un dado y que deseamos conocer la probabilidad de que el resultado
sea 4. Suponemos que los seis resultados son equiprobables. Es obvio, la respuesta es un
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sexto. Ahora, suponga que se tira un dado, y nos informan que el nimero fue par. De nuevo,
deseamos conocer la probabilidad de que el resultado sea 4. Nos damos cuenta de que s6lo
2,4 0 6 son los resultados posibles, la probabilidad que tiene el 4 de aparecer es mayor que
un sexto. En efecto, quiza el lector ha llegado a la respuesta: la probabilidad de aparecer que
tiene el 4 es un tercio.

Consideremos nuevamente el problema de las personas calvas en el ejemplo 3.28.
Suponga que escogemos una persona al azar. Como se mostrd antes, la probabilidad de que
la persona sea calva es 0.392. Supongamos que nos informaron que la persona fue una mujer.
Entonces podriamos decir, al menos intuitivamente, que la probabilidad de que esta persona
haya sido calva podria ser menor que 0.392. Por otro lado, si se nos informa que la persona
fue hombre, entonces la probabilidad de que éste sea calvo podria ser mayor que 0.392.

Estos dos ejemplos remiten a la nocion de probabilidad condicional de un evento. Si S
es un espacio muestral y A 'y B son dos eventos en S, la probabilidad de que ocurra el
evento A dado que el evento B ha ocurrido, se define como Improbabilidad condicional del
evento A dada la ocurrencia de B, la cual se denota por p(A \ B). En el ejemplo de tirar un
dado, si A denota el evento: "el resultado es 4", y B denota el evento: "el resultado es un
nimero par", la probabilidad condicional p(A | B) es igual a j. En el ejemplo de las
personas calvas, si A denota el evento de que se escogiera a una persona calva, B denota
el evento de que se escogiera una mujer, y C denota el evento de que se escogiera un
hombre, podriamos estar de acuerdo en que p(A \ B) es menor que p{A), como ya se dijo.
En otras palabras, puesto que fue escogida una mujer, existe una menor oportunidad de
que una persona calva sea escogida. No obstante p(A | C) es mayor que p(A), dado que un
hombre fue escogido, las oportunidades de que una persona calva sea escogida son
mayores. Ademas, aun cuando la probabilidad p(B) de que una mujer haya sido escogida
es mayor que la probabilidad p(C) de que un hombre haya sido escogido, la probabilidad
condicional p(B \ A) de que una mujer haya sido escogida ya que una persona calva fue
escogida es menor que la probabilidad condicional p(C \ A) de que haya sido escogido un
hombre dado que una persona calva fue escogida. Méas adelante mostraremos cdmo calcular
estas probabilidades condicionales para confirmar todas estas nociones intuitivas.

La ocurrencia del evento B cambia efectivamente las probabilidades asociadas con los
puntos muéstrales en el espacio muestral. Es obvio que, la probabilidad asociada con un pun-
to muestral, no incluido en el evento B, se convierte en 0. Por otro lado, la probabilidad
asociada con un punto muestral incluido en el evento B se incrementa. Examinemos de nuevo
el ejemplo de tirar un dado. Si nos informan que ha aparecido un ndmero par, las proba-
bilidades de los puntos muéstrales 1,3 y 5 se convierten en 0, debido a que ninguno de ellos
podria haber ocurrido. Por otro lado, las probabilidades de los puntos muéstrales 2,4 y 6 se
convierten en un tercio (suponiendo que todos los resultados posibles son igualmente
probables). Asi, en efecto,

. 1
plaparezca 4 | ha aparecido un niimero par) = 3

En general, py(x;) denota la probabilidad asociada con el punto muestral xj, dado que el evento
B ha ocurrido. Como sefialamos, parax; ¢ B, pglx;} = 0.Sin embargo, para los puntos
muéstrales en el evento B sus frecuencias relativas de ocurrencia permanecen iguales en
tanto que la suma de sus probabilidades debe ser igual a 1, esto es, I, ¢ p Pp(x) = 1.
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Ejemplo 3.30

Ejemplo 3.31|

En consecuencia, necesitamos escalar la probabilidad de cada uno de estos puntos
de p(x;) a p(x;)p(B). Asi, tenemos

0 X; & B
pa(x) =4 p(x)
p(B)

x;e B

De esto se sigue que

plA| B) > pelx;)

xednB

2

xedmB

L .
»(B) . E%{\H pp(x;)

plA N B)
p(B)

Pr (xe')
p(B)

Para el ejemplo de escoger una persona al azar, si A denota el evento de que una persona
calva fue escogida, B el evento de que una mujer fue escogida, y C el evento de que un
hombre fue escogido, tenemos

py—BANB)_ 0090 .
p(B) 0515
Esto es menor que p(A), que es 0.392. Por otro lado,
_pANC) 0302 _ .
p(A]C) e 0.485 0.623
gue realmente es un poco mayor que p(A). Ademas,

B[ A= REOA 0090 o

plA]

pd) 0392
_p(CnA) 0302 _
p(C | 4) TR 0.77

En realidad, aun cuando p(B) es ligeramente mayor que p(C), p(B | A) es mucho menor

que p(C | 4). a

Una moneda escogida al azar es lanzada. La probabilidad de que la moneda escogida
no estuviera cargada y de que se obtenga cara es de un tercio. La probabilidad de que
se escogiera una moneda no cargada y de que se obtenga cruz es también de un tercio.
La probabilidad de que una moneda cargada fuese escogida y de que se obtenga cara es
de un doceavo. La probabilidad de que una moneda cargada fuese escogida y de que se
obtenga cruz es de un cuarto.
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*3.8

Es claro, la probabilidad de obtener cara es
1 1 5

3t 12
y la probabilidad de que una moneda cargada fuese escogida es
1 1 1

27373
Asi, la probabilidad condicional de que una moneda cargada fuese escogida y de que
se obtiene cara es

1/12 1

512 5

y la probabilidad condicional de que se obtenga cara dado que una moneda cargada
fuese escogida es

/12 _ 1
13 4
]
Ejemplo 332| Se tiraron tres dados. Puesto que no hubo dos caras iguales, ¢cuél es la probabilidad de

que haya resultado un as? Si A denota el evento de que hubiera un as, y B el evento de
que no hubo dos caras iguales, notamos que

P(BJ=P(2;3) p(AmB)=3PESS’ 2)
asf,
_3P(5,2) 1
PA|B) = P6,3) 2

o
Debemos sefialar que, en general, p(A| B) no es igual a p(B \ A). Consideremos el

ejemplo de tirar un dado: si A denota el evento de que el 5 aparezca, y B de que aparezca un
nGmero impar. Es obvio, p{4 { B) = 4,en tanto que p(B | A) = 1.

INFORMACION E INFORMACION MUTUA

Supongamos que fuimos informados de que se tir6 un dado y el resultado fue 4. Es claro
que nos dieron toda la informacion referente al resultado del experimento. Si nos hubieran
informado que el resultado fue rojo, coincidiriamos en que nos fue dada cierta informacion
pero no toda (el resultado se reduce a una de dos posibilidades"). Por otro lado, si nos

f Para los no apostadores, las caras 1y 4 del dado son rojas, y las caras 2,3, 5 y 6 son negras.
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informaran que el resultado fue negro, sentiriamos que también nos fue dada una informacién
parcial, pero atn menor (el resultado se reduce a una de cuatro posibilidades).

Supongamos que después de seis semanas de iniciado el semestre se informa a los
estudiantes que habra un examen de una hora. Es claro que el anuncio contiene cierta cantidad
de informacion. Sin embargo, si a los estudiantes se les informa después de una semana de
clases que habra un examen de una hora, podriamos decir que el anuncio contiene mucha
mas informacién debido a que es realmente inesperado que un examen pueda ser programado
después de una semana de clases.

Estos ejemplos muestran que es deseable una medida cuantitativa acerca de cuanta
informacion proporciona una fraccion de un mensaje (suponemos que un mensaje es siempre
una aseveracion infalible). Si un enunciado nos informa de la ocurrencia de cierto evento
que puede suceder, prodriamos decir que el enunciado contiene solo una pequefia cantidad
de informacion. Por otro lado, si un enunciado nos informa de la ocurrencia de cierto evento
que no es probable que suceda, entonces podriamos decir que el enunciado contiene una
gran cantidad de informacion. Lo anterior sugiere que la informacion contenida en un
enunciado que afirma la ocurrencia de un evento, depende de la probabilidad de ocurrencia
del evento. Definimos la informacién contenida en un enunciado que asevera la ocurrencia
de un evento como

donde p es la probabilidad de ocurrencia del evento. Primero observemos que como p
siempre es menor o igual a 1, Ig p siempre es un nimero no-positivo. Consecuentemente,
-lg p siempre serd un ndmero no-negativo. Mas aln, de inmediato se hace obvio que
conforme el valor de p sea menor, mayor sera la cantidad de -Ig p, lo cual es, en efecto, lo
que querfamos.*

Asi, por ejemplo, cuando fuimos informados de que el resultado de tirar un dado fue 4,
la cantidad de informacion que recibimos pudo calcularse como

—1gé=lg6—2.585

Por otro lado, cuando fuimos informados de que el resultado fue rojo, la cantidad de
informacion que recibimos pudo calcularse como

—1g%=lg3=l.585

Suponga que recibimos como salida de una computadora un digito binario, yasea0 o 1,

" Usamos |g para denotar el logaritmo base 2.

* Sin embargo, un lector podria sefialar de inmediato que existen muchas otras maneras de definir una medida de
informacion, la cual se incrementa conforme el valor de p decrece. Por ejemplo, I/p, /p%y 1 -p son s6lo algunas
de las muchas posibilidades que podemos escoger. Como uno confirmaria en un curso sobre teoria de
informacidn, nuestra opcion es natural porque ésta tiene otras propiedades que concuerdan muy bien con nuestra
intuicion.
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con igual probabilidad de ocurrencia. Cuando nos informan que la salida es 1, la cantidad
de informacion que recibimos es

1
—Igz—i

De modo similar, cuando nos informan que la salida es 0, la cantidad de informacion que
recibimos es

—]g%—l

En efecto, cuando usamos la férmula -lg p para calcular la informacién contenida en un
enunciado, la unidad sera denominada bit (reduccién de binary digit), dado que ésta es la
cantidad de informacién transportada por un (igualmente probable) digito binario.

Ahora, suponga que recibimos 32 digitos binarios como la salida de una computadora.
Si se piensa que todas las 2% posibilidades son igualmente probables, entonces la informa-
cién que recibimos es

-lg -2%= 32 bits

Nuestra discusion nos permite introducir la nocién de informacién mutua. Suponga que
nos informaron de que el resultado de tirar un dado es rojo. ;Qué tanto nos ayuda determinar
que el resultado es 4? Suponga que fuimos informados de que el profesor se encontrara fuera
de la ciudad mafana. ;Qué tanto nos ayuda determinar que habra un examen de una hora
mafana? Asi, deseamos saber la cantidad de informacion relativa a la ocurrencia del evento
A que esta contenida en un enunciado que asevera la ocurrencia del evento B, la cual
denotaremos por I(A, B). Dado que -lg p(A) es la cantidad de informacion contenida en un
enunciado que asevera la ocurrencia de Ay -Ig p(A | B) es la cantidad de informacion
contenida en un enunciado que asevera la ocurrencia de A dado que ha ocurrido B, la
diferencia entre estas dos cantidades es la cantidad de informacion sobre la ocurrencia de A
proporcionada por una aseveracion de que B ha ocurrido. En otras palabras, necesitamos -
Igp(A) bits de informacion para aseverar la ocurrencia del evento A, y aln necesitare-
mos -Igp(A | B) bits de informacion para aseverar la ocurrencia del evento A después de
haber sido informados de que el evento B ha ocurrido. Asi, la informacion proporcionada
por la ocurrencia del evento B sobre la ocurrencia del evento A es

A, B)=[-lgp(D] - [-1gp(4 | B)] =-lg p(4) + g P(4 | B) (34)

Por ejemplo, si A es el evento en que aparece el 4 y B es el evento en que aparece un rojo
cuando se ha tirado un dado, entonces

I(4, B) = - Ig p(4) + 1g P(4 | B)
T S |
_Flg6+;’g2

=2.585-1
= 1.585 bits
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Ejemplo 3.33]

Por otro lado, si C es el evento de que apareciera un nimero par, entonces

I(4,C) =-1gp(d) +1g p(4|C)

BIETRD SN |

lgg*le3
=2.585 - 1.585
=1 bit

Examinemos (3.4) en forma més cuidadosa para que podamos comprender mejor la
importancia de la definicion de informacion mutua. Si p(A \ B) es grande, esto significa que
la ocurrencia de B indica una fuerte posibilidad de ocurrencia de A. En consecuencia, I(A, B)
es grande.* Sin embargo, si p(A \ B) es pequefia, significa que la ocurrencia de B no dice
mucho acerca de la ocurrencia de A. En consecuencia, I(A, B) es pequefia. De hecho, la
ocurrencia del evento B puede significar que es menos probable que el evento A ocurra. En
tal caso, p(A | B) es menor que p(A) e I(A, B) es una cantidad negativa, como veremos en el
ejemplo 3.33.

Atendamos algunos casos extremos. Supongamos que B es un subconjunto de A en S.
En este caso, de modo intuitivo, la ocurrencia de B asequra la ocurrencia de A. Dado que
tenemos p{A m B) = p(B),se sigue quep{d | BY=1y ~Ig p(4 | B)=0; esto es, la informacion
mutua proporcionada por la aseveracion de que B ha ocurrido sobre la ocurrencia de A es
igual a la informacién proporcionada por la aseveracion de que A ha ocurrido. No obstante,
supongamos que B es la totalidad del espacio muestral. En tal caso, p(4 ™ B} = p(d) ¥
—lg p{4 | B) = ~ig p(A). Efectivamente, 1(A, B) = 0 significa que la ocurrencia de B no nos
dice nada acerca de la ocurrencia de A.

Consideremos algunos ejemplos mas:

Considérese el problema de estimar la factibilidad de que haya un examen de una hora
cuando el profesor esta programado para salir fuera de la ciudad. Sea 5= {Xy, Xz, X3, X4} €l
espacio muestral, donde los puntos muéstrales representan los posibles resultados:

x1: profesor fuera de la ciudad y examen realizado
Xo: profesor fuera de la ciudad y examen no realizado
Xs: profesor en la ciudad y examen realizado

X4: profesor en la ciudad y examen no realizado

Mas aln,

pl) =3

1

" Recordamos al lector que Ig p(A | B) es una cantidad negativa, y que |Ig p(A | B)] es pequefia cuando p(A | B) es
grande.
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3
plxs) = 6

plxg) = %

Si A denota el evento de que se realice el examen, y B el evento de que el profesor esté
fuera de la ciudad, tenemos que

1,3 11

PD=3"16"16
172 8
A|B)=——=2
PAIB) = e 9

La informacion necesaria para determinar que un examen serd realizado es

11
~lgpld) =-lg7¢
=—lgll+lglé6
=_346+4
= 0.54 bits

y la informacién proporcionada por el hecho de que el profesor esté fuera de la ciudad
dado el hecho de que un examen sera realizado es

i 3
mmm;—@Tgrmg

=—lgll+igl6e+ig8-1Ig9
=-346+4+3-3.17
= 0.37 bits

Si C denota el evento de que el profesor se encuentra en la ciudad, dado que

316 3
4]0y =—2L0 =3
PANO =314~ 7
tenemos
1.3

I4,C)=-1g1¢+lg5
=_346+4+1.58-2.81
=—0.69 bits
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‘Ejemplo 3.34[

El hecho de que el profesor se encuentre en la ciudad hace menos posible que un examen
se realice. Por tanto, la informacién mutua proporcionada por la presencia del profesor

sobre la ocurrencia del examen es una cantidad negativa. -

La figura 3.2 muestra un modelo simple de un canal de comunicacién conocido como
el canal binario simétrico. En el extremo de transmisién, ya sea el 0 o el 1 son
transmitidos, y en el extremo de recepcion, ya sea el 0 o el 1 son recibidos. Especifica-
mente, cuando un 0 es transmitido la probabilidad de que un 0 sea recibido es1 - &, ¥
la probabilidad de que un 1 sea recibido ese.Cuando un 1 es transmitido la
probabilidad de que un 1 sea recibido es 1—¢,y la probabilidad de que un O sea
recibido es E. Suponga que tenemos dos mensajes igualmente probables m; y m, que
seran transmitidos por el canal usando las representaciones 000 y 111,
respectivamente. Si 010 fue recibido, podemos calcular la informacién mutua entre el
evento de que el mensaje m; fue transmitido y el evento de que parte o la totalidad de
la secuencia 010 fue recibida.

] i1-¢)
Im, 0) =—lg=+lg———=1+lg(l ¢
(my, 0) g5 g%(]_s)+%s lg(1-¢)
| Hl-g)e
fm, O1) ==lg 5 +le T e — o)
1-¢)e

I(my, 010) = Ig%-l-lg 1 +1g (1 —¢)

te(l—g)+1e? (1 —E)=

El saber que 0 o 010 fue recibido nos dice exactamente la misma cantidad de informacion
sobre la transmisién del mensaje m; Sin embargo, el saber que la secuencia 01 fue
recibida no nos dice nada acerca de la transmision del mensaje m; Intuitivamente, esto
es lo que podriamos esperar, ya que la transmisién de m; o m, podria dar origen a la

secuencia 01 en el extremo de la recepcion con la misma probabilidad.
a

Extremo de transmision Extremo de recepcion

Figura 3.2
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Al observar que

(A, B) =—1g p(A) + g p(4 | B)
=—lg p(4) - g p(B) +1g p(4 "~ B)

_ L lgp(4n B)
Ig p(B) le ()

=-lgp(B) +1gp(B[A4)

= I(B, A)
Nos damos cuenta de que la informacién mutua es una medida simétrica sobre la informacién
relativa a dos eventos. En otras palabras, lo que la ocurrencia de B nos dice acerca de la

ocurrencia de A es igual a lo que la ocurrencia de A nos dice acerca de la ocurrencia de B.
Asi, I(A, B) es una medida de la informacion mutua de B hacia A como también de A hacia B.

39  NOTASY REFERENCIAS

Para una referencia general sobre combinatoria, véase Berge [1], Bermany Fryer [2], Bogart
[3], Cohén [4], Even [5], Liu [9], Riordan [11], Ryser [12], Tucker [13] y Vilenkin [14].
Consulte en Whitworth [15,16] algunas extensiones y mas ejemplos en el area de permuta-
ciones y combinaciones. Consulte los capitulos 1y 2 de Even [5], y el capitulo 5 de Reingold,
Nievergelt, y Deo [10] sobre algoritmos para generar permutaciones y combinaciones de un
conjunto dado de objetos. Feller [7] es una excelente referencia para teoria de probabilidad.
Para el topico de teoria de la informacién, véase Fano [6] y a Gallager [8].

1. Berge, C.: Principles of Combinatorios, Academic Press, Nueva York, 1971.
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York, 1968.

9. Liu, C. L.: Introduction to Combinatorial Mathematics, McGraw-Hill Book Company, Nueva
York, 1968.

10. Reingold, E. M., J. Nievergelt y N. Deo: Combinatorial Algorithms: Theory and Practice,
Prentice-Hall, Englewood Cliffs, N. J., 1977.
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PROBLEMAS
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Tucker, A.: Applied Combinatorics, John Wiley & Sons, Nueva York, 1980.

Vilenkin, N. Ya.: Combinatorios (traducido del ruso por A. Shenitzer y S. Shenitzer), Academic
Press, Nueva York, 1971.

Whitworth, W. A.: Choice and Chance, reimpreso de la 5% ed. (1901), Hafner Publishing
Company, Nueva York, 1965.

Whitworth, W. A.: DCC Exercises in Choice and Chance, reimpreso de la ed. 1897, Hafher
Publishing Company, Nueva York, 1965.

Un mend en un restaurante se lee como sigue:

Grupo A:  Sopa Wonton Grupo C: Cerdo agridulce
Sopa de aleta de tiburén Bistec a la pimienta
Rollos de primavera Res a la dragon
Rumayki Camarones mariposa
Grupo B: Pato almendrado Camarones en salsa de langostino
Chow Mein de pollo Egg Foo Young
Moo Goo Gai Pan Grupro D: Café
Té
Leche

a) Suponga que selecciona una opcion de cada grupo sin omision o sustitucion. ¢Cuéntas' ‘cenas
completas de 4 platillos” diferentes pueden formarse a partir de este mena?

b) Suponga que el mesero no lo fuerza a realizar una seleccién si desea omitir completamente
un grupo (después de todo, usted estd pagando). ¢ Cuantas cenas diferentes puede formar a
partir de este menG?

c) Suponga que selecciona una opcién de cada uno de los grupos A, By D, y dos opciones del
grupo C sin omisiones o sustituciones. ¢ Cuantas cenas diferentes puede idear? Suponga que
selecciona una o dos opciones del grupo C sin cualquier otra omision o remplazo. ;Cuéantas
cenas puede idear?

a) ¢De cuantas maneras pueden seleccionarse dos enteros de entre los enteros 1, 2,..., 100 de
manera que su diferencia sea exactamente siete? b) Repita el

inciso a) si la diferencia debe ser menor o igual a siete.

¢De cuéntas maneras pueden seleccionarse dos cuadros adyacentes de un tablero de ajedrez de

8x87?

El nombre de una variable en un lenguaje de programacién dado debe ser una letra o bien una

letra seguida de un digito decimal. ; Cuantos nombres de variables diferentes hay en este lenguaje?

En una fila se encuentran sentados cinco nifios y cinco nifias. Calcule de cuantas maneras podran

estar sentados si:

a) Todos lo nifios deben estar sentados en los cinco asientos del extremo izquierdo.

b) No puede estar sentado un nifio junto a otro.

c) Juany Maria deben estar sentados uno junto al otro.

a) ¢De cuantas maneras pueden formar una fila 10 nifios y 5 nifias de modo que no haya dos
nifias una junto a la otra? (Todos los nifios y nifias son distintos.) b)

Repita el inciso a) si forman un circulo.

¢De cuantas maneras pueden ser arregladas las letras del alfabeto inglés de manera que haya

exactamente siete letras entre las letras a y 6?

a) ¢De cuantas maneras pueden permutarse las letras a, a, a, a, a, b, c, d, e de forma tal que no
haya dos letras a adyacentes?
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3.9

3.10

311

3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

3.18

b) Repita el inciso a) considerando que no pueden estar adyacentes dos de las letras b, ¢, d, e.

a) ¢De cuantas maneras pueden acomodarse las letras de la palabra MISSISSIPPI?
b) ¢De cuantas maneras pueden arreglarse las letras si las dos letras P deben estar separadas?

a) ¢De cuantas maneras pueden ser acomodadas las letras a, b, c, d, e,/de forma que la letra b
siempre se encuentre a la izquierda de la letra el ti) Repita el inciso a) si la letra b

siempre se encuentra a la izquierda de la letra e.

a) Suponga que no se permiten las repeticiones. ¢ Cuantos nimeros de cuatro digitos pueden
formarse a partir de los seis digitos 1, 2, 3,5, 7y 8?

b) ¢Cuéantos nimeros del inciso &) son menores que 4000?

c) ¢Cuéntos numeros del inciso a) son pares?

d) ¢Cuantos nimeros del inciso a) son impares?

e) ¢Cuantos nimeros del inciso &) son multiplos de 5?

f) ¢Cuantos nimeros del inciso a) contienen tanto al digito 3 como al digito 5?

Un examen contiene 15 preguntas de "verdadero o falso". ;De cuantas maneras diferentes puede

un estudiante realizar el examen si se le permite no contestar algunas de las preguntas?

Un palindromo es una palabra que se lee igual de izquierda a derecha que al revés. ¢ Cuantos

palindromos de siete letras pueden construirse a partir del alfabeto inglés?

a) ¢Cuantas placas de automdvil pueden formarse con dos letras seguidas de cuatro digitos?

b) Repita el inciso a) si las dos letras deben ser distintas.

a) ¢De cuantas maneras se puede formar el patrén

x

woox ® X

oMo om K

usando ceros y unos?
b) ¢Cuéntos de estos patrones no son simétricos con respecto al eje vertical?
a) A partir de una baraja de 52 cartas se sacan cartas sin regresarlas. ¢ De cuantas maneras pueden
sacarse 10 cartas para que la décima carta sea la primera repeticion?
b) Repita el inciso a) siendo la décima carta una repeticion.
En una fila de 20 asientos, ¢de cudntas maneras se pueden formar tres bloques de asientos con
secutivos con cinco asientos en cada bloque?

a) Mostrar que el nimero total de permutaciones de p pelotas rojasy 0,01, 0 2, ... ,0 g pelotas
blancas es
el Dt 2t (gl
ot el T T
b) Mostrar que la suma en el inciso a) es
p+g+ 1)
p+r D g

c) Mostrar que el nimero total de permutaciones de 0, 0 1, 0 2,..., 0 p pelotas rojas con 0,
01,02,..,0qpelotas blancas es

prq+2)!
(p+ D! (g+ 1)

3.19 En una clase de 100 estudiantes, 40 son varones.

a) ¢De cuantas maneras se puede formar un comité de 10 personas?

b) Repita el inciso a) si debe haber un nimero igual de mujeres y varones en el comité.

c) Repita el inciso a) si el comité debe estar constituidora sea por seis varones y cuatro mujeres
0 por cuatro varones y seis mujeres.
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3.20

321

3.22

3.23
3.24

3.25

3.26

3.27

Un estudiante debe contestar 8 de 10 preguntas en un examen.

a) ¢Cuéntas opciones tiene el estudiante?

b) ¢Cuéntas opciones tiene si debe contestar las primeras tres preguntas?

c) ¢Cuéntas opciones tiene si debe contestar al menos cuatro de las primeras cinco preguntas?

Una delegacién de cuatro estudiantes ha sido seleccionada de entre un total de 12 estudiantes para

asistir a un congreso.

a) ¢De cuantas maneras puede escogerse la delegacion?

b) Repita el inciso a) considerando que hay dos estudiantes que se niegan a estar en la delegacion
simultaneamente.

c) Repita el inciso a) considerando que hay dos estudiantes que asistirian al congreso solamente
si van juntos.

d) Repita el inciso a) considerando que hay dos estudiantes que se niegan a estar juntos en la
delegacion y otros dos estudiantes que asistirian al congreso sélo si van juntos.

a) De entre 200 automdviles, 30 son seleccionados para probar si cumplen o no las especifica-
ciones de seguridad. Ademas, 30 (de entre los mismos 200 automaviles) son seleccionados
para probar si cumplen o no las especificaciones de anticontaminacion. ¢De cuéntas maneras
puede llevarse a cabo la seleccion?

b) ¢De cuantas maneras se puede llevar a cabo la seleccion para que sélo cinco automaviles
sean sometidos a ambas pruebas?

Un hombre tiene 10 amigos. ¢De cuantas maneras puede salir a cenar con dos 0 mas de ellos?

a) Quince jugadores de baloncesto seran seleccionados por los tres equipos profesionales de
Boston, Chicago y Nueva York; cada equipo seleccionara a cinco jugadores. ;De cuantas
maneras se puede realizar lo anterior?

b) Quince jugadores de baloncesto seran divididos en tres equipos de cinco jugadores cada uno.
¢De cuantas maneras puede realizarse esto?

¢De cuantas maneras podemos distribuir 15 libros diferentes entre Pilar, Carolina y Luis para que

Pilar y Carolina juntas reciban el doble de libros que Luis?

De entre todos los nimeros decimales de siete digitos, ;cuantos de ellos contienen exactamente

tres nueves?

a) ¢De cuantas maneras pueden seleccionarse dos nimeros de entre los enteros 1,2, . . ., 100
de forma que su suma sea un nimero par?, ;un nimero impar?

b) Use argumentos combinatorios para mostrar que

C(2n, 2) = 2C(n, 2) + n?

3.28

3.29

3.30

331

3.32

Hay 50 estudiantes tanto de tercer grado como de cuarto grado. En cada grado hay 25 varones y
25 mujeres. ¢De cuantas maneras pueden ser seleccionados ocho representantes para que haya
cuatro mujeres y tres de tercer grado?

Se seleccionan tres enteros de entre 1,2, . . ., 1000. ;De cuantas maneras pueden seleccionarse
estos enteros de forma que su suma sea divisible por 4?

¢De cuéntas maneras puede ser dividido en comités un grupo de ocho personas, sujetandose a la
restriccion de que cada persona debe pertenecer exactamente a un comité, y cada comité debe
contener al menos dos personas? (Una divisién en comités de tres, tres, y dos personas es
considerada igual que una division en comités de dos, tres, y tres personas).

Se seleccionan dos grupos, cada uno con 10 estudiantes a partir de 100 estudiantes. ¢De cuantas
maneras puede realizarse la seleccion para que el estudiante mas alto del primer grupo sea mas
bajo que el estudiante mas bajo del segundo grupo? (Suponga que los 100 estudiantes son todos
de diferentes estaturas.)

¢Cuéntos nimeros decimales de n-digitos tienen sus digitos en orden decreciente? (EI primer
digito de un namero de n-digitos no debe ser 0.)
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3.33

3.34
3.35

3.36

3.37

3.38

3.39

3.40

341

3.42

3.43

3.44

3.45

3.46

¢De cuantas maneras pueden otorgarse 22 libros diferentes a 5 estudiantes de modo que 2 de ellos
tengan 5 libros y los otros 3 tengan 4 libros?

¢De cuéntas maneras pueden ser divididas 2n personas en n parejas?

a) ¢De cuantas maneras pueden seleccionarse dos cuadros de un tablero de ajedrez de 8 x 8 de
forma que no se encuentren en la misma columna o en la misma fila?

b) ¢De cuantas maneras pueden seleccionarse cuatro cuadros de un tablero de ajedrez de 8 x 8
no encontrandose todos en la misma fila o columna, para formar un rectangulo?

Muestre que el producto de los k enteros sucesivos es divisible por k! (Sugerencia: Considere el

ntmero de maneras de seleccionar k objetos de n + k objetos.)

a) Muestre que
C2n + 2, n + 1) = C(2n, n+l) + 2C(2n, n) + C(2n, n-l)

b) Escriba un argumento combinatorio de la igualdad en el inciso a).

a) De entre 2n objetos, n de ellos son idénticos. Encuentre el nimero de maneras de seleccionar
n objetos a partir de estos 2n objetos.

b) De entre 3n + 1 objetos, n de ellos son idénticos. Encuentre el nimero de maneras de
seleccionar n objetos de estos 3n + 1 objetos.

¢De cuantas maneras pueden seleccionarse dos enteros de entre 1, 2,...,«- 1 de modo que su

suma sea mayor que n?

A partir de un gran nimero de pesos, pesetas, soles y bolivares, ¢de cuantas maneras se pueden

seleccionar cinco monedas?

a) Mostrar que el nimero de maneras de acomodar r pelotas indistinguibles en n cajas, # & r,
sin dejar alguna caja vacia es C(r —1,n- 1). (Una caja puede contener un nimero arbitrario
de pelotas.)

b) ¢De cuantas maneras puede programar un estudiante 15 horas de estudio en un periodo de 5
dias, tales que estudie al menos una hora diaria?

c) ¢De cuantas maneras pueden colocarse r pelotas indistinguibles en n cajas con cada caja
conteniendo al menos q pelotas?

d) Repita el inciso b) si el estudiante debe dedicar al menos dos horas diarias al estudio.

¢De cuéntas maneras pueden distribuirse r pelotas rojas y w pelotas blancas en n cajas de forma

que cada caja contenga al menos una pelota de cada color?

¢De cuéntas maneras podemos distribuir 2t canicas entre cuatro cajas distintas A,B,Cy D para

que las cajas A y B contengan a lo mas / canicas, en tanto que las cajas C y D pueden contener

cualquier nimero de canicas?

a) ¢Cuantas secuencias de m ceros y n unos hay?

b) ¢Cuantas secuencias existen de forma que cada 1 esté separado por al menos dos ceros?
[Suponga, para este inciso, que # Z 2(; — 1).]

Suponga que «juegos diferentes serdn distribuidos entre n nifios. ¢De cuantas maneras se puede

hacer para que exactamente un nifio no reciba juego alguno?

Nos proporcionan una caja roja, una caja azul y una caja verde. Ademas, se nos proporcionan 10
pelotas rojas, 10 pelotas azules y 10 pelotas verdes. Las pelotas del mismo color se consideran
idénticas. Considere las siguientes restricciones:

1. Ninguna caja contiene una pelota que tenga el mismo color de la caja.
2. Ninguna caja esta vacia.

Determine el nimero de maneras en las cuales podamos colocar las 30 pelotas dentro de las cajas
de forma que:

a) Ninguna restriccion ha de satisfacerse; esto es, cualquier combinacion es permitida.

b) Larestriccion 1 ha de satisfacerse.
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3.47

3.48

3.49

3.50

351

3.52

3.53

3.54

3.55

3.56

3.57

3.58

3.59

c) Larestriccién 2 ha de satisfacerse.
d) Las restricciones 1y 2 han de satisfacerse.

a) r pelotas distintas seran colocadas en n cajas distintas, con las pelotas en cada caja arregladas
en orden. Mostrar que hay

+r=Dln+r=2)---(n+n

maneras de hacer lo anterior.
b) ¢De cuantas maneras pueden arreglarse las letras a, b, c, d, ¢, f, g, h para que a se
encuentre a la izquierda de b y b se encuentre a la izquierda de c?
Encuentre el nimero de permutaciones de las letras a, b, c, d,e,f,g de forma que ninguno de los
patrones beg y cad aparezcan.

¢Cuéntas permutaciones hay de 10 digitos 0,1, 2,..., 9 en las cuales el primer digito es mayor
que 1y el altimo digito es menor que 8?

¢Cuéntas permutaciones existen de las 26 letras a,b,c,...,x,y,z en las cuales la primera letra
noesa,b,ocyladltimaletranoesw,x, yoz?

Dado el conjunto de letras {a, b, c, . . ., z} ¢cuantos 12-subconjuntos (esto es, conjuntos que

tienen 12 elementos) hay que no contengan a alguno de los conjuntos [h, o, n, w, a, i}, {r, o, n,

a) y {/, i, u} como subconjuntos?

Sobre una repisa fueron acomodados en orden alfabético diez libros, segin el nombre del autor.

¢;De cuantas maneras podra un mono reacomodar los libros de modo que ningun libro quede

colocado en su lugar original?

Entre todos los nimeros de «-digitos, ¢cuantos de ellos contienen los digitos 2 y 7 pero no los

digitos 0, 1,8,9?

Si escribimos todos los nimeros decimales de 1 a un millén, ¢cuantas veces habremos escrito el

digito 9?

Los pasos 2 y 3 en el procedimiento para generar todas las permutaciones del conjunto en la

seccion 3.5 pueden llevarse a cabo como sigue:

a) Examine la permutacion a; a, . . . a, elemento por elemento de derecha a izquierda. Sea a,
el elemento mas a la derecha tal que a,, < a,, _ .

b) Examine la permutacion elemento por elemento de derecha a izquierda nuevamente. Sea a,
el elemento més a la derecha tal que a,, < a,.

c) Intercambie a, ¥ g,.

d) Intercambie @y 41 ¥ @ Bmaz ¥ Dy, Gpaa ¥ @, -3, Y asi sucesivamente. [Note que después
del paso c) el ay, original toma el lugar de a, .]

Convénzase usted mismo de que estos pasos efectivamente dan lugar a la siguiente permutacion
en el orden lexicogréfico.

Siete (distintos) accidentes automovilisticos ocurren en una semana. ;Cuél es la probabilidad de
que todos ellos ocurran el mismo dia?

Diez personas (distintas) entran a un elevador en la planta baja de un edificio de 20 pisos. ¢Cuél
es la probabilidad de que todas ellas salgan del elevador en diferentes pisos?

Cuando McGraw-Hill Book Company decidié ordenar una reimpresion de este libro, los editores
fueron informados por el autor de que existian 50 errores de impresion, que deberian ser corre-
gidos (en realidad, hubo muchos mas errores que aquéllos decubiertos por el autor. No obstante,
éste es otro asunto). Entre las 422 paginas en el libro, ¢cual es la probabilidad de que estos 50
errores aparezcan en 10 0 menos paginas?

A partir de los nimeros 1,2,.. ., 100, se escoge un primer nimero y luego otro a partir de los
numeros restantes. Suponiendo que las 9900 posibilidades son todas igualmente probables, ¢cual
es la probabilidad de que la suma de los dos nimeros sea divisible por 3?
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3.60

3.61

3.62

3.63

3.64

Una de 10 llaves abre una puerta. Si intentamos abrir con una llave tras otra, ¢cudl es la probabi-
lidad de que la puerta sea abierta en el primer intento?, ;en el segundo intento?, ;sen el décimo
intento?

Hay 10 lugares de estacionamiento adyacentes en un lote de estacionamiento. Cuando usted llega

en su Rolls Royce nuevo ya se encuentran siete automaéviles en el estacionamiento. ¢Cual es la

probabilidad de que usted pueda encontrar dos espacios adyacentes desocupados para su Rolls

Royce?

Un ndmero es escogido al azar de entre los 30 nameros {10,11,... ,19,20,21,..., 30, 31,...,

39}. Se sabe que los nimeros con el mismo primer digito tienen igual probabilidad de ser esco-

gidos. Ademas, un nimero con el 2 como primer digito es doblemente probable que sea escogido

que uno con 1 como el primer digito, y un nimero con 3 como primer digito es tres veces mas

probable que sea escogido que uno con 1 como su primer digito.

a) Describa el espacio muestral.

b) ¢Cual es la probabilidad de que un nimero cuyo primer digito es 2 sea escogido?

c) ¢Cual es la probabilidad de que un ndmero cuyo segundo digito es 2 sea escogido?

d) ¢Cual es la probabilidad de que sea escogido un nimero cuyos primero o segundo digitos, o
ambos digitos, sean 2?

e) ¢Cudl es la probabilidad de que un nimero divisible por 3 sea escogido?

f) ¢Cudl es la probabilidad de que un nimero divisible por 5 sea escogido?

g) ¢Cuadl es la probabilidad de que un nimero divisible por 3 o por 5, pero no por ambos, sea
escogido?

Una compafiia aseguradora esta interesada en la distribucion de edad de las parejas casadas cuando

la edad de ambos, esposo y esposa, se encuentra entre los 21 y 25 afios. Considere el espacio

muestral de los 25 puntos muéstrales, cada uno de los cuales esta representado por una pareja

ordenada de nimeros (X, y), donde x es la edad del esposo y y es la edad de la esposa:

S=|(x, )| 21 £x £25,21 £y £25)

La probabilidad asociada con el punto muestral (x, y) es igual akx/y six Sy, y abplesi p S x.

a) Determine el valor de k.

b) Suponga que una pareja de este grupo de edades es seleccionada al azar, ¢cual es la probabi-
lidad de que el esposo tenga 21 afios y la esposa 22 afios?, ¢de que el esposo y la esposa tengan
la misma edad?, ;de que el esposo sea mayor que la esposa?, ;de que el esposo tenga 25 afios?

€) Suponga que una pareja de este grupo de edades es seleccionada aleatoriamente. ¢Cual es la
probabilidad de que al menos uno de ellos tenga 22 afios 0 mas, o de que tanto el esposo
como la esposa tengan la misma edad?

d) Suponga que una pareja de este grupo de edades es seleccionada aleatoriamente. Dado que
el esposo tiene 23 afios, ¢cual es la probabilidad de que la esposa tenga 24 afios?, ;cual es la
probabilidad de que la esposa sea mayor que el esposo?

e) Suponga que una pareja de este grupo de edades es seleccionada al azar. Dado que ambos,
esposo y esposa, son al menos de 22 afios, ;cual es la probabilidad de que ambos sean al
menos de 24 afios?, ¢de que uno o ambos sean al menos de 24 afios?

f) Suponga que una pareja de este grupo de edades es seleccionada al azar. Dado que al menos
uno de ellos tiene 23 afios 0 menos, ¢cudl es la probabilidad de que ambos sean de 22 afios
0 menos?

Considere el experimento de lanzar una moneda no cargada hasta que dos caras 0 dos cruces

aparezcan una tras otra.

a) Describa el espacio muestral.

b) ¢Cudl es la probabilidad de que el experimento termine antes del sexto lanzamiento?

c) ¢Cudl es la probabilidad de que el experimento termine después de un nimero par de
lanzamientos?
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d) Dado que el experimento termina con dos caras, ¢cual es la probabilidad de que el experi-
mento termine antes del sexto lanzamiento?

e) Dado que el experimento no termina antes del tercer lanzamiento, ¢cudl es la probabilidad
de que el experimento no termine después del sexto lanzamiento?

Hay 10 pares de zapatos en un closet. Si ocho zapatos se escogen al azar, ;cual es la probabilidad
de que no se escoja ningun par completo de zapatos?, ;de que sea escogido exactamente un par
completo de zapatos?

Hay un 30 por ciento de posibilidad de lluvia en un dia particular cualquiera. ;Cudl es la
probabilidad de que haya al menos un dia lluvioso dentro de un periodo de siete dias? Dado que
hay al menos un dia luvioso, ¢cudl es la probabilidad de que haya al menos dos dias lluviosos?

Una compafiia comprd 100 000 transistores (50 000 del proveedor A, 30 000 del proveedor B 'y

20 000 del proveedor Q. Se sabe que el 2 por ciento de los transistores del proveedor A son

defectuosos, el 3 por ciento de los transistores del proveedor B son defectuosos y el 5 por ciento

de los transistores del proveedor C son defectuosos.

a) Si un transistor de los 100 000 transistores se escoge al azar, ¢cudl es la probabilidad de que
sea defectuoso?

b) Dado que un transistor seleccionado aleatoriamente es defectuoso, ¢cudl es la probabilidad
de que provenga del proveedor A?

c) Puesto que un transistor seleccionado al azar no es del proveedor A, ;cual es la probabilidad
de que sea defectuoso?

Un sistema computacional esta constituido de seis subsistemas. Cada subsistema puede fallar
independientemente con una probabilidad de 0.2. La falla de cualquier subsistema causara la falla
de todo el sistema computacional. Dado que el sistema computacional falla, ;cual es la proba
bilidad de que s6lo el subsistema 1 falle?

Hay un radar, una computadora y un giroscopio a bordo de un aeroplano. La probabilidad de que

el radar falle es de 0.2. Si el radar falla, el giroscopio también fallara y la probabilidad de que la

computadora falle es de 0.3. Si el radar funciona adecuadamente entonces la computadora también

funcionard correctamente y la probabilidad de que el giroscopio falle es 0.2.

a) Describa el espacio muestral.

b) ¢Cual es la probabilidad de que la computadora o el giroscopio funcionen correctamente en
tanto que el otro no lo hace?

c) ¢Cual es la probabilidad de que el radar funcione en forma correcta si uno de los otros dos
sistemas falla?

Considere el problema de seleccionar un ndmero de entre los 30 nimeros descritos en el problema

3.62. Determine la informacion en cada una de las aseveraciones en a), b), ¢) y d).

a) El nimero 27 fue escogido.

b) Un ndmero con 1 como su primer digito fue escogido.

c) UnnUmero entre 25y 30 (inclusive) fue escogido.

d) Un numero de dos digitos, la suma de cuyos digitos es 9, fue escogido.

e) ¢Cual es la informacion mutua entre los dos eventos en a) y b)?, sen a) y c)?, sen a) y d)?
Calcule la informacién mutua de dos maneras diferentes.

3.71 Considere el problema sobre la distribucion de edades de parejas casadas en el problema 3.63.

Determine la informacién en cada una de las aseveraciones en a), b) y c).

a) El esposo es mayor que la esposa.

b) Ladiferencia entre las edades del esposo y la esposa es menor o igual a 2.

c) Elesposo tiene 25 arlos o la esposa tiene al menos 22 afios, 0 ambas.

d) ¢Cual es la informacion mutua entre los dos eventos en a) y b)?, ¢en a) y ¢)?, ¢en b) y c)?
Calcule la informacion mutua de dos maneras diferentes.



CAPITULO

CUATRO

Relaciones y funciones

41  INTRODUCCION

En muchos problemas referentes a objetos discretos, con frecuencia se da el caso de que
existe algun tipo de relacion entre los objetos. En un conjunto de programas de computadora,
podriamos decir que dos programas estan relacionados si ambos utilizan algunos datos en
comdn, y si no es asi, no estan relacionados. Entre un grupo de estudiantes podriamos decir
que dos estudiantes estan relacionados, si las primeras letras de sus apellidos son las mismas,
o por lo contrario, podriamos establecer que dos estudiantes estan relacionados si las
primeras letras de sus apellidos son diferentes. De igual manera, al considerar el conjunto de
enteros {1,2,3,...,15}. Podriamos decir que tres enteros en el conjunto estan relacionados
si su suma es divisible por 5. Asi, los enteros 2, 3, 5 estan relacionados y los enteros 5, 10,
15 estéan relacionados, pero los enteros 1, 2, 4 no lo estan. En este capitulo estudiamos
relaciones entre objetos discretos.

En el capitulo 2 introdujimos la nocién de un par ordenado de objetos. Sean A y B dos
conjuntos. El producto cartesiano de A y B, denotado por A x B, es el conjunto de todos los
pares ordenados de la forma (a, b) dondea € 4 y & € B.Por ejemplo,

{a b}x{a ¢ .d}={(a a), (ac), (a d), (b, &), (b, c), (b, d)}

Una relacion binaria de A sobre B es un subconjunto de A x B. Una relacion binaria es en
realidad s6lo una formalizacién de la nocidn intuitiva de que algunos elementos de A estan
relacionados con algunos elementos de B. De hecho, si R es una relacion binariade AaBy
si el par ordenado (a, b) esta en R, diremos que el elemento a esté elacionado con el elemento
b. Por ejemplo, sean A = {a,b,c,d} un conjunto de cuatro estudiantes, y 5= {CS121,GS221,
CS257, CS264, CS273, CS281} un conjunto de seis cursos. El producto cartesiano A x B

contiene todas las posibles parejas de estudiantes y cursos. Por otro lado, una relacion
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R = {(a, CS121), (b, CS221), {b, CS264), (c, CS221), (c, CS257), (c, CS273), (d, CS257), (d,
CS281)} podria describir los cursos que los estudiantes llevan, y la relacion T= {(a, GS121),
(c, CS257), (c, CS273)} podria describir los cursos con los cuales los estudiantes tienen
dificultades.

Junto a una lista de pares ordenados, una relacion binaria también puede representarse
en forma tabular o grafica. Por ejemplo, seanAd = {a, b, c, d} y B= {o, B, v}, ¥ si R = {(g,
a), (b, 7). (e, @), (e, ¥), (d, B)} una relacion binaria de A a B. R puede representarse en forma
tabular, como se muestra en la figura 4.1a, donde las filas de la tabla corresponden a los
elementos en A, y las columnas de la tabla corresponden a los elementos en B; una marca
en una celda significa que el elemento de la fila que contiene la celda esta relacionado con
el elemento de la columna que contiene la celda. R también puede representarse en forma
grafica como se muestra en la figura 4.1 b, donde los puntos de la columna del lado izquierdo
son los elementos de A, los puntos en la columna del lado derecho son los elementos de B,
y una flecha desde un punto en la columna del lado izquierdo hacia un punto en la columna
del lado derecho indica que el elemento correspondiente de A esta relacionado con el
elemento correspondiente de B.

Puesto que las relaciones binarias son conjuntos de pares ordenados, las nociones de
interseccion de dos relaciones, unién de dos relaciones, diferencia simétrica de dos relacio-
nes y diferencia de dos relaciones se obtienen directamente a partir de las correspondientes
para conjuntos. Para ser especificos, sean R; y R, dos relaciones binarias de A a B. Entonces
Ry Ry RyVR, R B R,y R — R, también son relaciones binarias de A a B, las cuales se
conocen como la interseccion, unién, diferencia simétrica y diferencia de R. y R,. Por
ejemplo, sea A = {a, b, ¢, d] un conjunto de estudiantes y B = {CS121, CS221, CS257, CS264,
CS273, CS281} un conjunto de cursos. Podriamos tener una relacion binaria Ry, de A a B,
al describir los cursos que los estudiantes llevan, y una relacién binaria R, de A a B que
describa los cursos en los cuales los estudiantes estan interesados, como se muestra en la
figura 4.2. Entonces, la relacion binaria 8, m R,,la cual es {{a, CS121), (b, CS221), {d,
CS264), (d, CS281)}, describe los cursos que los estudiantes llevan y en los cuales, ademas,
estan interesados. La relacién binaria Ry v R, que es {(a, CS121), (a, CS264), (b, CS221),
(b, CS257), (b, CS273), (c, CS221), (c, CS273), (c, CS281), {d, CS264), (d, CS273), (d,
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CS281)}, describe los cursos que los estudiantes llevan o en los cuales estan interesados. La
relacion binaria Ry @ Ry, que es {(a, CS264), (b, CS251), (b, CS273), (c, CS221), (c, CS273),
(c, CS281), (d, CS273)}, describe los cursos en los cuales los estudiantes estan interesados
pero no los llevan o los llevan pero no estan interesados en ellos. La relacion binaria
Ry - Ry, la cual es {(b, CS257), (¢, CS221), (c, CS273), (c, CS281)}, describe los cursos que los
estudiantes llevan pero en los cuales no estan interesados.

Otro ejemplo: sea A ={a, b, ¢, d) un conjunto de estudiantes y B = {BT&T, CompComm,
GEE,JBM, Orange} un conjunto de compafiias que acuden a la universidad con el fin de
entrevistar a estudiantes para empleos. Podriamos tener una relacion binaria R; de A a B al
especificar las entrevistas que las compafiias tuvieron con los estudiantes, y una relacion
binaria R, de A a B especificando las ofertas de trabajo que las compafiias hicieron a los
estudiantes, como se muestra en la figura 4.3. Invitamos al lector para que encuentre el
significado de las relaciones binarias Ry ™ R, Ry« Ry, Ry ® Ry y R — R,.

Como las relaciones binarias describen la relacion entre pares de objetos, nos gustaria
definir las relaciones ternarias para describir la relacién entre tripletas de objetos, y relaciones
cuaternarias para describir la relacién entre cuddruplas de objetos, y asi sucesivamente. De
esta manera, una relacion ternaria entre tres conjuntos A, B y C esta definida como un
subconjunto del producto cartesiano de los dos conjuntos A xB y C, denotado por (A x B)
x C. Observemos que (A x B) x C es el conjunto de todas las tripletas ordenadas de la forma
{{a, b), ¢), donde{a, &) ¢ A x By ¢ e C.Por ejemplo, si A = {a, b}, B= {a, B} y C= {1,
2}. Tenemos

AxB)xC ={((a, o), 1), ((a, @), 2), ((a, B), 1), ((a, B), 2),
((b, 0), 1), (b, 00), 2), (B, B), 1), (b, B), 2)}
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Sean A un conjunto de estudiantes, B un conjunto de cursos y C el conjunto de todas las
calificaciones posibles. Entonces una relacién ternaria entre A,ByC puede definirse para
especificar las calificaciones que los estudiantes obtuvieron en los cursos que tomaron. De
modo similar, una relacién cuaternaria entre cuatro conjuntos A, B, C y D esté definida
como un subconjunto de ((A x B) x C) x D. En general, una relacién n-aria entre los con-
juntos A, Ay, As,. .., A, esta definida como un subconjunto de ((Ay X Ag) X Ag) .. . X An. En
otras palabras, una relacion n-aria entre los conjuntos Ay Ay, As,..., A, €S un conjunto de rc-
adas ordenadas en las cuales la primera componente es un elemento de A,, la segunda
componente es un elemento de A,,..., ¥ la w-ésima componente es un elemento de A,.

42 UNMODELO RELACIONAL PARA BASES DE DATOS

Como ejemplo de relaciones entre objetos discretos, presentamos una breve introduccién a
un modelo relacional para bases de datos. Los modernos sistemas computacionales de gran
escala son capaces de manejar grandes cantidades de datos, como los registros de los cargos
de las cuentas de los clientes en una tienda departamental, el historial de empleos y datos
personales de los empleados en una compafiia y los registros de piezas ordenadas y recibidas
por una fabrica. Puesto que las grandes cantidades de datos pueden manejarse con eficacia,
deben organizarse en una forma que sea adecuada para las operaciones mas frecuentes, como
la insercién de datos nuevos, eliminacién de datos viejos, actualizacion de los datos
existentes y blsqueda para entradas con atributos especiales. Una manera general de
considerar la organizacion de grandes variedades de datos es con un modelo relacional de
datos. Si Ay, A,,..., A, son n conjuntos (no necesariamente distintos), una relacion n-aria
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SUMINISTROS
PROVEEDOR  PARTE  PROYECTQO CANTIDAD
5 23 Js 5
8§ P Js 17
32 Py J3 9
) P Js 5
Sa 2! h 4 .
Figura4.4
entre Ay, Ay, . . ., A, Se conoce como una tabla’ sobre A, Ay, . . ., A, en el lenguaje de

modelos relacionales de datos. Los conjuntos A;, A,,..., A, son llamados los dominios de
la tabla y n es el grado de la tabla. Por ejemplo, sean PROVEEDOR = {s;, Sy, S, S4} €l conjunto
de proveedores de partes, PARTE = {p1,P2,P3,P4Ps,P6,07} €l conjunto de partes, PROYECTO =
Podemos tener una tabla llamada SUMINISTROS sobre los conjuntos PROVEEDOR, PARTE,
PROYECTO y CANTIDAD, si especificamos los nombres de los proveedores que suministran
las partes para los diferentes proyectos y las cantidades que suministran. Asi,

SUMINISTROS = {(Slr P2 jﬁ) 5)1 (51.1 pS:jSa 17)\ (521 p'i,j?n 9)! (SZI P f.ia 5)-

(54, 1, 1> 9}

es un ejemplo de una tabla. También representaremos una tabla en forma tabular, como se
muestra en la figura 4.4.

Otro ejemplo: consideremos una tabla ENSAMBLE sobre PARTE, PARTE y CANTIDAD,
donde PARTE = {p; p,,... , p7} €S el conjunto de partes y CANTIDAD es el conjunto de enteros
positivos. Una tripleta ordenada (p;,p;, €) en la tabla ENSAMBLE significa que la parte/?, es
un subcomponente de la parte p;, ademas, se necesitan ¢ unidades de la parte p; para
ensamblar cada unidad de la parte p;. Luego entonces, podriamos tener la tabla mostrada en
la figura 4.5.

Un dominio de una tabla es llamado una llave primaria* si su valor en una n-ada

ENSAMBLE

PARTE _ PARIE CANTIDAD _
21 Ps 9

P2 Ps 7

P Ps 2

P2 Ps 12

2 Ps 3

P4 P 1

Ps Pr 1

Figura4.5

T El término relacion también es utilizado. Aqui escogimos utilizar un término més intuitivo.
1 Debido a que, en general, las n-adas ordenadas se agregan y eliminan de una tabla periédicamente, ser una llave
primaria podria ser una propiedad que varia en el tiempo para un dominio.
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EMPLEADOS

EMPLEADO NUM. NOMBRE DEPARTAMENTO SUELDO POR HORA
20835 Bernstein, E. 2 5.00

11273 Jones, D. J. 1 7.00

10004 Smith, C W. 1 7.35

21524 Vbgeli, W.J. 2 8.00

17734 Wong, J.W.S. 1 5.00

30219 Yamamoto, S. 3 6.50

Figura 4.6

ordenada identifica Unicamente la n-ada ordenada en la tabla. En la tabla EMPLEADOS en la
figura 4.6, EMPLEADO NUM. es una llave primaria, como también lo es NOMBRE. Por otro
lado, DEPARTAMENTO no es una llave primaria y tampoco lo es SUELDO POR HORA. Si una
tabla no tiene un dominio que pueda servir como llave primaria, podriamos pensar en usar
una combinacion de dominios para identificar las n-ada ordenadas de la tabla. Definimos
una llave primaria compuesta como el producto cartesiano de dos 0 mas dominios tal que
su valor' en una n-ada ordenada identifique Ginicamente la n-ada ordenada en la tabla. Por
ejemplo, en la tabla SUMINISTROS en la figura 4.4, PROVEEDOR X PARTE s una llave primaria
compuesta.

Tenemos una coleccion de tablas y quisiéramos manipularlas de varias maneras. Como
un ejemplo, describimos dos importantes operaciones sobre tablas: proyeccion y conjuncién.
Con frecuencia queremos extraer subtablas a partir de una tabla. La operacion de proyeccion
nos permite efectuar dicha extraccion. Si R es una tabla de grado n, una proyeccion de R es
una relacion m-aria, m < n, obtenida a partir de R al eliminar n - m de las componentes en
cada n-ada ordenada en R. Usamos la notacion m,,, = ;(R), 1 £ij <iy<---<i,3n, para
denotar una proyeccién de R, esto es, una tabla de grado m obtenida a partir de R tal que para
cada n-ada ordenada en R hay una correspondiente m-ada ordenada en =;,,, ; (R}donde la
k-ésima componente de la m-ada ordenada es la i,-ésima componente de la n-ada ordenada.
Por ejemplo, para la tabla SUMINISTROS en la figura 4.4, la proyeccionm; 5 (SUMINISTROS)
se muestra en la figura 4.7.

Observemos que, como se ilustrd en este ejemplo, podria haber menos m-ada ordenadas
en una proyeccién de una tabla que las «-ada ordenadas que hay en la tabla, debido a que
varias n-ada ordenadas distintas en la tabla podrian dar origen a la misma m-ada ordenada
en la proyeccion.

7, (SUMINISTROS)
PROVEEDOR PROYECTO

5 Js
52 J3
53 .Jflf‘.
5 J

Figura 4.7

" Por los valores de una llave primaria compuesta, entendemos las n-adas ordenadas en el producto cartesiano.
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SUMINISTROS COLOR

PROVEEDOR PARTE PROYECTO PARTE PROYECTO COLOR
5 " A 14| h €

52 ”m g P2 Ja ¢

32 P2 Ja ” J2 Cy

a)
7, (SUMINISTROS * COLOR)
PROVEEDOR  PARTE PROYECTO COLOR

5 n h o

52 P A ¢

52 P2 J2 ]

52 P2 J2 )
Figura 4.8 b)

Las tablas también pueden combinarse para dar origen a tablas mas grandes. La
operacion de conjuncién combina dos tablas en una sola. Sean R una tabla de gradony S
una tabla de grado m. Para una p menor que n y m, podemos construir una conjuncion de R
y S, es decir, una tabla denotada por 7,(R * 5) tal que

TP(R#S)= {(al,ag,...,a,,_p, b],bg,.”,bp,cl,ﬁj,. .. )cm—p)
@y s Gy brs by, .. b) ER,

(bl! bZ, vt bp’ ClsCh-v s ’Cm—p) € S}

Para ejemplificar con las tablas SUMINISTROS y COLOR de la figura 4.8a, tenemos la
conjuncion 1, (SUMINISTROS * COLOR) mostrada en la figura 4.86.

Se puede decir mucho mas acerca del modelo relacional de datos, en especial en lo
referente a otras operaciones sobre tablas, su introduccién en sistemas computacionales,
etcétera; muchos de estos detalles pueden encontrarse en Codd [1] y Date [3].

43 PROPIEDADES DE LAS RELACIONES BINARIAS

Una relacién binaria de un conjunto A sobre A se dice que es una relacion binaria sobre A.
Por ejemplo, si A es un conjunto de enteros positivos, podemos definir una relacién binaria
R sobre A tal que (a, b) estd en R si y solo sig— & 2 10. Asi (12, 1) esta en R, pero (12, 3)
no lo esta; como tampoco esta (1,12). Otro ejemplo, sea 5 = {CS121, CS221, CS257, CS264,
CS273,CS281}. Una relacion binaria sobre B={(CS121,CS221),(CS121,CS257),(CS257,
CS281)} podria describir la estructura de prerrequisitos de estos cursos de manera que un
par ordenado en la relacion binaria significa que el primer curso en el par es un prerrequisito
del segundo curso en el par. En lo que resta de este capitulo, estudiaremos las relaciones



110 CAPITULO 4

¢ d a b ¢ d

a b
a! v'J J al Vv J |

j |
b [ | \."Ir J | 'v"lr b ‘j \«"‘f ll
e | i J ¢ '. [
d f | ~ /

a) b)

Figura 4.9

binarias sobre un conjunto, debido a que éste es el caso en que las encontraremos con mayor
frecuencia.

Sea R una relacién binaria sobre A. Diremos que R es una relacion reflexiva si (a, a)
esta en R para todo a en A. En otras palabras, en una relacién reflexiva todo elemento de A
esté relacionado con €l mismo. Por ejemplo, si A es un conjunto de cursos y R es una relacion
binaria sobre A de manera que para dos cursos ay b en A, (a, b) estad en R si y solo si sus
evaluaciones finales estan programadas en el mismo periodo de tiempo. Es evidente que
para un curso cualquiera a, (a, a) estd en R. Asi, R es una relacion reflexiva. Como otro
ejemplo, sea A un conjunto de enteros positivos, y definimos una relacion binaria R sobre A
tal que (a, b) estd en R si y sélo si a divide a b. Debido a que un entero siempre se divide él
mismo, R es una relacion reflexiva. Por otro lado, si definimos una relacion binaria T sobre
un conjunto de enteros A de manera que (a, b) esta en T si y sdlo si a > b. Es evidente que
T no es una relacion reflexiva. En otro ejemplo sea A un conjunto de estudiantes y R una
relacién binaria sobre A tal que (a, b) estd en R si a propone a b como candidato para
presidente de la generacion. R es una relacion reflexiva si cada uno se propone a si mismo.
Por otro lado, R no es una relacion reflexiva si uno o mas de los estudiantes no lo hiciera.
Cuando una relacion binaria sobre un conjunto es representada en forma tabular, es muy
sencillo determinar si la relacion binaria es una relacion reflexiva. Para ser especificos, una
relacion binaria sobre un conjunto es reflexiva si y sélo si todas las celdas sobre la diagonal
principal de la tabla contienen marcas. Por ejemplo, la relacion binaria en la figura 4.9a es
reflexiva, en tanto que la de la figura 4.9b no lo es.

Sea R una relacion binaria sobre A. Diremos que R es una relacion simétrica si {a, b)
en R implica que (b, a) también estd en R. Por ejemplo, sean A un conjunto de estudiantes y
R una relacién binaria sobre A tal que (a, b) esta en R si y sdlo si a esta en una clase en la
que b se encuentra. Si a est4 en una clase en la que b se encuentra, entonces, es claro que b
también esté en la clase en la que a se encuentra. Asi, la relacién R es una relacion simétrica.
Sean A un conjunto de enteros positivos y T una relacion binaria sobre A tal que (a, b) esta
en T si y s6lo sia z &.Por ejemplo, como (10,9) esta en T pero (9, 10) no estaen T, T no
es una relacion simétrica. Como otro ejemplo, sea A = {a, b, c}, entonces U= {}, V={(a, a),
(b, b)}, W= {{a, b), (b, @)} y X= A xA son cuatro relaciones binarias sobre A. Observemos
que las cuatro son relaciones simétricas. Cuando una relacién binaria sobre un conjunto se
representa en forma tabular, podemos determinar si ésta es simétrica al observar si las marcas
estan en celdas que son simétricas con respecto de la diagonal principal. Por ejemplo, la re-
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lacion binaria en la figura 4.10a es simétrica, en tanto que la de la figura 4.10b no es simétrica.

Sea R es una relacién binaria sobre A. Diremos que R es una relacién antisimétrica si
(a, b) en R implica que (b, a) no esta en R a menos que a = b. En otras palabras, si tanto (a,
b) como (b, a) estan en R, entonces se debe dar el caso de que a = b. Por ejemplo, si A es el
conjunto de examenes que se realizan a un paciente en el hospital y R es una relacién binaria
sobre A tal que si (a, b) esta en R, entonces el examen a debe realizarse antes del examen b.
Es obvio que si el examen a debe realizarse antes que el examen b, entonces el examen b no
debe realizarse antes del examen a para dos examenes distintos ay b. Luego, R es una
relacién antisimétrica. Otro ejemplo, sea ,4 un conjunto de enteros positivos y R una relacién
binaria sobre A tal que (a, b) esta en R si y s6lo si @ b. Observamos que R es una relacién
antisimétrica. Sea A = {a, b, c}. Si S={(a, a), {b, b)} yYN={(a, b), (a, ¢), (c, a)} son relaciones
binarias sobre A, observamos que S es tanto simétrica como antisimétrica, cuando N no
es ni simétrica ni antisimétrica.

Sea R una relacién binaria sobre A. Diremos que R es una relacion transitiva si (a, c)
estd en R siempre que, tanto (a, b) como (6, c) estén en R. Por ejemplo, si A ={a, b, c} y X=
{(a, a), {a, b), (a, c), (b, c)}, observamos quedes una relacién transitiva. También notamos
que Y- {{a, b)} es una relacion transitiva, mientras que Z = {(a, b), (¢>, ¢)} no lo es." Otro
ejemplo es, si A es un conjunto de personas y R es una relacion binaria sobre A tal que (a,
b) esta en R si y sdlo si a es un antepasado de b. Es claro que R es una relacion transitiva.
Por otro lado, si tenemos una relacion binaria T sobre A tal que {a, b) estd en T si y solo si
a es el padre de b, entonces Tno es una relacion transitiva.

Sea R una relacion binaria sobre A. La extension transitiva de R, denotada por R,, es
una relacidn binaria sobre A tal que R, contiene aRy ademas si (a, b) y (b, c) estdn en R,
entonces (a, ¢) esta en R, Por ejemplo, sea A = {a, b, ¢, d) y R la relacién binaria mostrada
en la figura 4.1 la. La extension transitiva de R, Ry, se muestra en la figura 4.11 b, donde los
pares ordenados en R; pero no en R, estan marcados con marcas en negrita. Observemos
que si R es una relacion transitiva, R es igual a R;. Si R, denota la extension transitiva de

" En este momento, es probable que el lector se dara cuenta del problema de verificar cuando una determinada
relacion binaria es transitiva o no. Esto puede realizarse mediante una blsqueda exhaustiva, no obstante que la
busqueda de procedimientos eficientes para la verificacion de la transitividad es ain un tdpico actual de
investigacion.



112 CAPITULO 4

a b ¢ d a b ¢ d a b ¢ i
1 ! — — —T—
! l v ‘ J \ VR a V|V |V [
5[7 v b VIV Y b N BVaR VA
\/ v( ¢ ~ \/ I v ¢ \:’I ,_," v
’l__. N dl d |
R R, R*
a) b) )
Figura4.11

Ry, en general, R;; ; denota la extension transitiva de R; definimos la cerradura transitiva de
R, denotada por R*, como el conjunto union de R, Ry Ry,. .. Por ejemplo, la cerradura
transitiva de la relacion binaria R en la figura 4.11a se muestra en la figura 4.11c. Otro
ejemplo: consideremos que A es un conjunto de ciudades y Res una relacion binaria sobre
A de manera que el par ordenado (a, b) esta en R si existe un enlace de comunicacion desde
la ciudad a hasta la ciudad b para la transmision de mensajes. Asi, la extension transitiva de
R, R; describe como los mensajes pueden ser transmitidos desde una ciudad a otra, ya sea
por un enlace de comunicacion directa o a través de una ciudad intermedia. De modo similar,
la extension transitiva de Ry, R,, describe cdmo un mensaje puede ser transmitido de una
ciudad a otra, mediante un enlace de comunicacidn directa o a través de cuanto mas tres
ciudades intermedias.” Por dltimo, la cerradura transitiva de R, R*, describe cémo pueden
ser transmitidos mensajes desde una ciudad hasta otra, por medio de un enlace de comuni-
cacion directo o a través del nimero que se quiera de ciudades intermedias.

Sean A un conjunto de hombres y R una relacion binaria sobre A, de manera que el par
ordenado (a, b) estd en R si a es el padre de b. En general, R no es una relacion transitiva
puesto que si a es el padre de b y b es el padre de c, entonces, en definitiva a no es el padre
de c. Por otro lado, la cerradura transitiva de R, R*, es una relacidn transitiva que describe
la relacion antepasado-descendiente entre las personas en A. Observemos que para cualquier
relacion binaria R, R* siempre es una relacidn transitiva.

44 RELACIONES DE EQUIVALENCIA'Y PARTICIONES

Una relacidn binaria puede tener una o mas de las siguientes propiedades: reflexividad,
simetria, antisimetria y transitividad. Por ejemplo, la relacién binaria en la figura 4.12a es
una relacién reflexiva y transitiva, y la relacién binaria en la figura 4.126 es una relacion
reflexiva y simétrica. En esta seccién y la siguiente estudiaremos dos clases importantes de
relaciones binarias, a saber, las relaciones de equivalencia y las relaciones de orden parcial.

"Véase el problema 4.23.
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Diremos que una relacion binaria sobre un conjunto es una relacion de equivalencia si
ésta es reflexiva, simétrica y transitiva. Por ejemplo, la relacién binaria sobre el conjunto
{a, b, c, d, e, f} mostrada en la figura 4.13 es una relacién de equivalencia. Sean A un
conjunto de estudiantes y R una relacion binaria de A tal que (a, b) esta en i? si y sélo si a
vive en el mismo dormitorio que b. Puesto que cualquier persona vive en el mismo dormitorio
que ella misma, R es una relacion reflexiva. Si a vive en el mismo dormitorio que b, entonces
b vive en el mismo dormitorio que a. Asi, R es una relacion simétrica. Observemos que si a
vive en el mismo dormitorio que b y b vive en el mismo dormitorio que c, entonces a vive
en el mismo dormitorio que c. Por consiguiente, R es una relacion transitiva. En consecuen-
cia, R es una relacion de equivalencia. Ahora consideremos que A es un conjunto de cadenas
de ceros y unos cuyas longitudes son al menos de tres digitos. Sea R una relacion binaria
sobre A tal que para las cadenas a y b {a, b) esta en R si y solo si los tres Gltimos digitos en
a son los mismos que los tres Gltimos digitos en b. Dejamos al lector la verificacion de que
R es una relacion de equivalencia. Intuitivamente, en una relacion de equivalencia dos
objetos estan relacionados si comparten algunas propiedades en comin o si satisfacen
algunos requerimientos en comuin, y entonces son "equivalentes” con respecto a estas
propiedades o requerimientos.

Ahora definimos el concepto de particién de un conjunto. Una particién de un conjunto
A es un conjunto de subconjuntos no vacios de A denotada por {A; A,. . ., A tal que la
union de los A; es igual a A, y la interseccion de A; con A, es vacia para cualesquiera A; y Aj
distintos. En otras palabras, una particion de un conjunto es una division de los elementos del
conjunto en subconjuntos disjuntos. Estos subconjuntos también se llaman bloques de

Figura 4.13
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la particion. Por ejemplo, si A = {a, b,c, d,ef,g}, entonces {{a}, {b,c,d}, {e,f} {g}} es
una particion de A. En otro ejemplo, observemos que una baraja de cartas esta particionada
en cuatro figuras, asi como también esta particionada en 13 niveles. Introducimos la notacion
{a, bed, ¢f, g} para una particion, en la que colocamos una barra sobre los elementos que
estan en el mismo bloque. Ahora veremos una conexién entre una relacion de equivalencia
sobre un conjunto A y una particion del conjunto A. A partir de esta relacion de equivalencia
sobre A, podemos definir una particion de A, de modo que dos elementos cualesquiera de
un blogue estan relacionados y cualesquiera dos elementos de bloques diferentes no estan
relacionados.” Se dice que esta particion es una particién inducida por la relacion de
equivalencia, y los blogues de la particién se conocen como clases de equivalencia. Reci-
procamente, a partir de una particion de un conjunto A podemos definir una relacién de
equivalencia sobre A de manera que cualesquiera dos elementos en el mismo bloque de la
particién estan relacionados, y cualesquiera dos elementos en diferentes bloques no estan
relacionados.* Por ejemplo, si A es un conjunto de personas y R es una relacion binaria sobre
Atal que (a, b) estd en R si y solo si a y b tienen el mismo apellido familiar, nos damos cuenta
que R es una relacion de equivalencia, la cual induce una particion de A, donde las clases de
equivalencia son las familias.® En otro ejemplo: consideremos que A es el conjunto de todos
los nimeros naturales. Sea n un entero fijo. Si R es una relacién binaria sobre A de manera
que (a, b) esta en R si los residuos de a dividido por n'y b dividido por n son iguales. R es
una relacién de equivalencia que divide A en n clases de equivalencia. Estas clases de
equivalencia son aquellos nimeros divisibles por n, aquellos nimeros que dejan un residuo
de 1 al dividirlos por n, aquellos nimeros cuyo residuo es 2 cuando se dividen por n,

y aquellos nimeros que dejan un residuo de n - 1 cuando se dividen por n. Diremos que dos
nameros a 'y b que se encuentran en la misma clase de equivalencia son igual médulo n, y
la notacién a = & (mod n) es usada frecuentemente.

Seanm; ¥ ®,dos particiones de un conjunto A, y sean Ry y R, sus relaciones de
equivalencia respectivas. Diremos que z; es un refinamiento de z,, denotado por &, < m,, si
R, = R;. En otras palabras, si 7; es un refinamiento de = ,, entonces cualesquiera dos
elementos que estan en el mismo bloque de z;, también deben estar en el mismo bloque de
m,. Definimos el producto dex, ¥ n-,denotado#, - %, como la particién correspondiente a la
relacién de equivalenciaR; ™ R, (el lector demostrara que la interseccion de dos relaciones
de equivalencia siempre es una relacion de equivalencia). En otras palabras, el producto de
®y ¥ My €S una particién de A tal que dos elementos a y b estdn en el mismo
bloque de =; - 7, siay b estan en el mismo bloque de n, y también en el mismo bloque de
m>. Asi, Ty - 3 es un refinamiento de 7, y asimismo un refinamiento de 7. Definimos la suma
de ®; ¥ 5, denotada; +75,como la particion correspondiente a la relacion de equivalencia
(R Ry)* (el lector demostrara que la union de dos relaciones de equivalencia siempre es
una relacion reflexiva y simétrica). En otras palabras, la suma de m; y ®,es una particion de
A tal que dos elementos a y b estan en el mismo bloque de x, + m,Si existen elementos ¢;,
Cy, Cs,..., Cx tales que a y c; estan en el mismo blogue dem; o &5, ¢; ¥ ¢;estan en el mismo
blogue de Ty 0 7y, . . ., ¢, ¥ ¢;estan en el mismo bloque dexr; o ®,, ...,y cy bstanenel

T Véase el problema 4.24, inciso a).
1 Véase el problema 4.24, inciso b).
§ Suponemos que no hay dos familias con el mismo apellido.
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mismo bloque de =) ¢ ®,.Esto es, dos elementos a y b estan en el mismo bloque dex; +
T, Si se encuentran conectados en cadena, con lo cual queremos sefialar que existe una
sucesion de elementos a, ¢y, Cy,.. ., C, b tales que cada par de elementos sucesivos en la

sucesion estan en el mismo bloque de z; 0 m,. Asi, tanto z; como =, son refinamientos de
T + W,

Por ejemplo, seaA={a, b, ¢, d, e,f, g, h, i,j, k}. Y sean
n, = {abed, efg, i, jk 7, = {abeh, di, effk, g}

dos particiones de A. Tenemos entonces que

n) + 1y = {abedhi, efgik}

Una interpretacion fisica interesante puede darse para el producto y la suma de parti-
ciones. Para el conjunto A y las particionesn; y m;dados arriba, suponemos que A es un
conjunto de personas, m; es una particion de ellas en grupos de edad, y =, es una particién de
ellas en grupos de estatura. Supongamos que deseamos identificar a cierta persona en A. Si
se nos informa en qué grupo de edad se encuentra, entonces podemos identificarla a partir de
los bloques en 7;. En otras palabras, debemos ser capaces de identificarla como una de a, b,
¢, d, o como una de e,f,g, 0 como una de h, i, 6 como una de j, k, seguin sea el grupo de
edad en el que se encuentra. De manera similar, si nos indican en qué grupo de estatura esta
la persona, podemos identificarla a partir de los bloques en z,. Si nos indican el grupo de
edad y el grupo de estatura en los que se encuentra, entonces podemos identificarla a partir
de los bloques en x; - 7. En otras palabras, debemos identificarla como una de a, b, ¢, como
d, como una de e,f, como g, como h, como i, 0 como una de j, k. Si se nos indica el grupo de
edad o el de estatura en el que se encuentra, pero no ambos, podemos identificarla a partir
de los bloques en m, + m,. IEn otras palabras, ya sea que se nos proporcione
informacion sobre el grupo de edad o informacion sobre el grupo de estatura en el que se
encuentra la persona a identificar, no habra ambigiedad alguna sobre la identidad de la
persona mas all4 de los bloques dew,+m,. Es decir, estamos seguros que podemos
distinguir a alguien en el grupo a, b, ¢, d, h, i de otra persona del grupo e, f, g, j, k, sin importar si
se nos da informacion sobre el grupo de edad o del grupo de estatura. En efecto, una particion
sobre un conjunto puede ser vista como la posesion de alguna informacion sobre la identi-
ficacion de uno de los objetos en el conjunto (dos objetos en bloques diferentes siempre
podran distinguirse), 0 como la posesion de alguna ambigiiedad sobre la identificacion de
uno de los objetos en el conjunto (dos objetos en el mismo blogue nunca podrén distinguirse).
De esto se sigue que el producto de dos particioness, - m,, representa la informacion total
que tenemos sobre la identificacion de uno de los objetos cuando tenemos la informacion
tanto para z, como para m, y la suma de las dos particionesw, + %, representa la mayor'
ambigiiedad que podriamos tener cuando estamos seguros de que dispondremos solamente
de informacion ya sea para z; 0 bien para .

T Observe el uso de la palabra mayor. En muchos casos, la ambigiiedad puede ser menor que la que hay en z; + .
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45  RELACIONES DE ORDEN PARCIAL Y LATTICES'

Diremos que una relacién binaria es una relacion de orden parcial si ésta es reflexiva,
antisimétrica y transitiva. Por ejemplo, la relacién binaria sobre el conjunto {a, b, c, d, e}
mostrada en la figura 4.14a es una relacion de orden parcial. En otro ejemplo, sea A un
conjunto de enteros positivos, y sea R la relacidn binaria sobre A tal que (a, b) esta en R si
a divide a b. Debido a que cualquier entero se divide a si mismo, R es una relacion reflexiva.
Si a divide a b significa que b no divide a a, a menos que a=b, R es una relacion antisimétrica.
Puesto que si a divide a b y b divide a ¢, entonces a divide a ¢, y R es una relacion transitiva.
En consecuencia, R es una relacion de orden parcial. Consideremos también el ejemplo de
un conjunto de libros, A, cada uno de los cuales posee un cierto nimero de atributos. Sea R
una relacion binaria sobre A tal que (a, b) esta en R si y sélo si cada atributo del libro a es
también un atributo del libro b. R es una relacién de orden parcial. Otro ejemplo: sea A un
conjunto de productos alimenticios de diferentes precios, y sea R una relacién binaria sobre
A tal que (a, b) esta en R si a no es inferior a b en términos tanto de valor nutricional como
de precio. Otra vez, R es una relacion de orden parcial. Intuitivamente, en una relacion de
orden parcial dos objetos estan relacionados si uno de ellos es menor (mayor) que, o inferior
(superior) al otro objeto de acuerdo con algunas propiedades o criterios. En efecto, la palabra
orden implica que los objetos en el conjunto estan ordenados de acuerdo con estas propie-
dades o criterios. No obstante, también es posible que dados dos objetos en el conjunto, éstos
no tengan la relacion de orden parcial. En tal caso, no podemos comparar estos dos objetos
e identificar el menor o el inferior. Esta es la razon de usar el término orden parcial.

En la seccidn 4.1 se sefial6 que una relacion binaria de un conjunto A a un conjunto B
puede ser representada graficamente como se ilustra en la figura 4.1b. Para una relacion
binaria R sobre un conjunto A, podemos tener una representacion grafica un poco mas simple.
En lugar de tener dos columnas de puntos como en la figura 4.1b, representamos los
elementos de A por puntos y usamos flechas para representar los pares ordenados en R. Por
ejemplo, la relacion binaria sobre el conjunto {a, b, c, d} en la figura 4.15a esta representada
en una gréfica en la figura 4.15b. Cuando la relacién binaria es una relacién de orden parcial,
la representacién grafica puede simplificarse alin mas. Puesto que la relacion es reflexiva,
podemos omitir flechas de puntos que regresen a ellos mismos. Ya que la relacién es tran-
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Figura 4.14

T N. del E. Se prefiri6 respetar la grafia original de la palabra lattice, aun cuando en contexto matematico, en
espafiol equivale a celosia, reticula o reticulado.
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Figura 4.15

sitiva, podemos omitir las flechas entre puntos que estan conectados por sucesion de flechas.
Por ejemplo, tal representacion simplificada para la relacion de orden parcial en la figura
4.14a se muestra en la figura 4.14b. En muchos casos, cuando la representacion grafica esta
muy orientada, de manera que todas las puntas de flecha apuntan en la misma direccion
(hacia arriba, hacia abajo, de izquierda a derecha, o de derecha a izquierda), ain podemos
omitir las puntas de flecha como se muestra en el ejemplo de la figura 4.14c. La repre-
sentacion grafica de una relacion de orden parcial en la cual todas las puntas de flecha apuntan
hacia arriba se conoce también como diagrama de Hasse de la relacion.

Un conjunto A, junto con la relacion de orden parcial R sobre A, es llamado un conjunto
parcialmente ordenado y se denota por (A, R). En la literatura, un conjunto parcialmente
ordenado también se conoce como posei (del inglés: partially ordered set). También existe
otra notacion para especificar una relacion de orden parcial: para cada par ordenado (a, b)
en R, escribimos ¢ < & en vez de (g, #) € R, donde < es un simbolo genérico que corresponde
al conjunto de pares ordenados R, y por lo comun se lee "menor o igual que" (con frecuencia
decimos a es menor o igual que b para entender que a<b, y decimos a es menor que b, para
entender que @ £ by a # b. También decimos b es mayor o igual que a y escribimos b 2 a
para entender que a <b). En realidad, un conjunto parcialmente ordenado se denota como
(4, £).

Sea (4, <) un conjunto parcialmente ordenado. Un subconjunto de A se llama una cadena
si cualesquiera dos elementos en el subconjunto estan relacionados. Observemos que, a causa
de la antisimetria y la transitividad, en cualquier cadena con un nimero finito de elementos
{a, ..., a} existe un elemento a; , que es menor que cualquier otro elemento de la cadena,
existe un elemento 4, que es menor que cualquier otro elemento excepto a;,existe un
elemento 4, que es menor que cualquier otro elemento excepto a;.y a, y asi sucesivamente.
Usaremos la notaciona;, < a; < @, <+ £ a; cOMo una abreviatura de la lista de pares
ordenadosa; €a;,d;, Sy, ..., a4, <4a;,q ﬂa,a, a, <a,...,4 %a,...Con frecuencia
nos referiremos al nimero de elementos en la cadena como la longitud de la cadena. Un
subconjunto de A es llamado una anticadena si no hay dos elementos distintos en el
subconjunto que estén relacionados. Por ejemplo, para el conjunto parcialmente ordenado
de la figura 4.14a, {a, b, ¢, d), {a, b, c}, {a, d, e) y {a} son cadenas, y {b, d), {c, d) y {a}
son anticadenas. Consideremos un conjunto parcialmente ordenado (4, <}, donde A es el
conjunto de todos los empleados de una compariia, y paraay b en A,a < bsi y sélosi b es
a 0 es un superior de a. En este caso, una cadena es un subconjunto de empleados en el cual,
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en efecto, existe una cadena de mando. Por otro lado, una anticadena es un subconjunto de
empleados en la cual ninguno tiene mando sobre otro. Un conjunto parcialmente ordenado
{4, =) es llamado un conjunto totalmente ordenado si A es una cadena. En este caso, la
relacion binaria < es llamada una relacién de orden total.

Sea {4, <} un conjunto parcialmente ordenado. Un elemento a en A es llamado un
elemento maximal si para ninglin b en A,a # b, a < b. Un elemento a en A es llamado
un elemento minimal si para ningin b en 4, a # b, & < a. Por ejemplo, en el conjunto
parcialmente ordenado de la figura 4.16a, j y k son elementos maximales, y a, b, e son
elementos minimales. Diremos que un elemento a cubre a otro elemento b si# <ay no
hay otro elemento c, tal que & < ¢ < a. En el conjunto parcialmente ordenado de la figura 4.16a,
f cubre a b, f también cubre a c, pero f no cubre a a.

Sean a y b dos elementos en un conjunto parcialmente ordenado (4, £). Diremos que
un elemento ¢ es una cota superior de ¢y b sia < ¢y b <. Por ejemplo, en el conjunto
parcialmente ordenado de la figura 4.16a, h es una cota superior de f y g; también lo son i,
j y k. Diremos que un elemento ¢ es una cota superior minima de a y b si ¢ es una cota
superior de a y b, y no existe otra cota superior d de a y b tal que 4 <¢. Por ejemplo, en el
conjunto parcialmente ordenado de la figura 4.16a, h es una cota superior minima de fy g,
como también lo es i. De modo similar, diremos que un elemento c es una cota inferior de
aybsic£ayc=<b yun elemento c es una cota inferior maxima de a y b si ¢ es una
cota inferior de a y b, y no existe otra cota inferior d de ay b tal quec = 4. En el conjunto
parcialmente ordenado de la figura 4.16a, los elementos a, b, ¢, d, e, fy g son todos cotas
inferiores de h e i, en tanto que f y g son cotas inferiores maximas de h e i. En otro ejemplo,
sea A el conjunto de todos los enteros positivos y R una relacion binaria sobre A tal que (a,
b) esta en R si a divide a b. Podemos comprobar con facilidad que R es una relacion de orden
parcial. Para dos enteros a y b, un maltiplo comin de a y b es una cota superiorde ay b, y
el minimo comudn multiplo de a y b es una cota superior minima (y la Unica) de a y b. De
manera similar, un divisor de a y b es una cota inferior de a'y b, y el maximo comun divisor
de ay b es una cota inferior maxima (y la tnica) de a y b.

Se dice que un conjunto parcialmente ordenado es una lattice si cualesquiera dos
elementos en el conjunto tienen una cota superior minima y Unica, y una cota inferior maxima
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Unica. El conjunto parcialmente ordenado de la figura 4.16a no es una lattice, en tanto que
si lo es el de la figura 4.16b. Estudiaremos varias propiedades de lattices en el capitulo 12.
Sean (A, Ry) y (B, Ry) dos conjuntos parcialmente ordenados. Definimos una relacion
binaria R; sobre el conjunto A x B tal que paraa; y a, en A, y by y b, en B ((ag, b)), (a2, by))
estd en Rs si y sdlo si (ay, a,) estd en Ry y (by by) estd en R,. Invitamos al lector a demostrar que
Rs es una relacién de orden parcial. Por tanto, (A x B, R3) es un conjunto parcialmente
ordenado que por lo general se conoce como el producto cartesiano de los dos conjuntos
parcialmente ordenados (A, Ry) y (B, Ry). La figura 4.17b muestra el producto cartesiano de
los dos conjuntos parcialmente ordenados en la figura 4.17a. Sean A el conjunto de todos
los divisores positivos de un entero n, y R una relacion binaria sobre A tal que (a, b) esta en
R si a divide a b. Si expresamos a n como un producto de potencias de nimeros_primos
o p%2 - . . pf, notamos que un divisor positivo de n puede ser expresado comopf pf: - - .
P donde 0 £ ;2 o, parai=1,2,...,t. Enefecto, todos los enteros en A pueden ser
representados por t-adas ordenadas de la forma(By, o, - .., B donde 0 2 8; 20, 1=1, 2,
..., t. Ademas, sean las i-adas ordenadas correspondientes a los enterosa ¥ & {p, Pz - - - »

By (Bi, B, - - -, BY)- Que a divide a b significa que B; < B, i=1,2,.. ., #.Dejamos al lector
verificar que el conjunto parcialmente ordenado (A, R) puede expresarse como el producto
cartesiano (((Ax X Az) X Ag) X . . .) x Ay donde, parai =1, 2, .. ., t (Aj, <) es un conjunto
totalmente ordenado tal que 4;= {0, 1,2,..., o} y0<1 <2 <---<q,

46  CADENAS YANTICADENAS

Ejemplo 4.1|

Como ilustracion de los conceptos de cadenas y anticadenas en conjuntos parcialmente
ordenados, consideremos un ejemplo sencillo:

Sea A= {a;,a,,...,a} el conjunto de todos los cursos requeridos para la graduacién. Sea
R una relacidn binaria reflexiva sobre A tal que para @; # a;, (@, a;)esta en i? si y solo si
el curso aj es un prerrequisito del curso a;. R es antisimétrica y transitiva. En consecuen-
cia, R es una relacion de orden parcial.” Supongamos que la longitud de la cadena mas

t En la literatura una relacion antisimétrica y transitiva es referida como una relacién de precedencia. Las
relaciones de precedencia comparten muchas de las propiedades de las relaciones de orden parcial. No obstante,
cuando una situacion fisica conduce a la definicién de una relacion de precedencia, a menudo es indispensable
incluir la propiedad de reflexividad de modo que la terminologia y resultados en conexion con las relaciones de
orden parcial puedan aplicarse. El prerrequisito estructura de los cursos conduce de manera natural a la definicién
de una relacion de precedencia. Sin embargo, al agregar la propiedad de reflexividad, convertimos a R en una
relacién de orden parcial.
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Teorema 4.1

|

Corolario 4.1.1

larga en el conjunto parcialmente ordenado A es c. Esto significa que hay ¢ cursos que
deben tomarse uno después de otro. Asi, bajo ninguna circunstancia un estudiante podra
terminar los cursos requeridos en menos de ¢ semestres. Supongamos que el tamafio de
la anticadena mas larga en el conjunto parcialmente ordenado A es d. Esto significa que
un estudiante podréa tomar a lo més d cursos requeridos en un semestre cualquiera.

Presentamos como otro ejemplo un teorema que muestra una estrecha relacion entre
cadenas y anticadenas.™

Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado. Supongamos que la longitud de la cadena
maés grande en P es n. Entonces los elementos en P pueden ser particionados en n
anticadenas disjuntas.

DEMOSTRACION Demostraremos el teorema por induccion sobre n.

Base de la induccion. Para n = 1, no hay dos elementos en P que estén relacionados.
Es claro que ellos constituyen una anticadena.

Paso de induccién. Supongamos que el teorema es valido cuando la longitud de las
cadenas mas largas en un conjunto parcialmente ordenado es n - 1. Sea P un conjunto
parcialmente ordenado donde la longitud de sus cadenas mas largas es igual a n. Sea M
el conjunto de elementos maximales de P. Es claro, Mes una anticadena no vacia. Ahora
consideremos el conjunto parcialmente ordenado (P - M, <). Ya que no existe una
cadena de longitud n en P - M, la longitud de las cadenas més largas esa lo mas n - 1.
Por otro lado, si la longitud de las cadenas mas largas en P — M es menor que n-1, M
debe contener dos 0 méas elementos que son miembros de la misma cadena, lo cual es
imposible. Por tanto, concluimos que la longitud de la cadena mas larga en P - M es
n - 1y, de acuerdo con la hip6tesis de induccion, P - M puede ser particionado
en n - 1 anticadenas disjuntas. Asi, P puede ser particionado en n anticadenas disjuntas.

O

Por ejemplo, para el conjunto parcialmente ordenado P en la figura 4.18a, ya que la
longitud de la cadena mas larga en P es 4, los elementos en P pueden ser particionados en
cuatro anticadenas disjuntas. Las figuras 4.186 y 4.18c muestran dos de tales particiones. Si
aplicamos el teorema 4.1 al ejemplo 4.1 podemos estar seguros que si la longitud de la cadena
mas larga en A es ¢, entonces, en efecto un estudiante podra completar todos los requeri-
mientos en ¢ semestres. Una consecuencia directa del teorema 4.1 puede establecerse como:

Sea (P,<) un conjunto parcialmente ordenado que contiene mn + 1 elementos. Existe
una anticadena que contiene m +1 elementos, 0 existe una cadena de longitudn + 1 en P.

DEMOSTRACION Supongamos que la longitud de las cadenas méas largas en P es n. De
acuerdo con el teorema 4.1, P puede ser particionado en n anticadenas disjuntas. Si cada
una de estas anticadenas consiste en m o menos elementos, el nimero total de elementos
en P es a lo méas nm, lo cual contradice la suposicién del corolario.

t El teorema 4.1 es un dual del conocido teorema de Dilworth, el cual establece que si el tamafio de las anticadenas
mas largas en P es n, entonces los elementos de P pueden ser particionados en n cadenas disjuntas. Para una
demostracion del teorema de Dilworth, consulte a Mirsky [6].
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iEjemplo 421

Ejemplo 4.3

a) b) c)

Figura4.18

Mostrar que de entre ab + 1 ratones blancos existe una sucesion de a + 1 ratones, cada
uno descendiente del siguiente, o bien un grupo de b +1 ratones, ninguno de los cuales
es descendiente de algun otro. Ordenemos los ratones de acuerdo con la relacién de
descendencia. Es obvio que la relacion de ordenamiento es una relacion de orden parcial.
Si existe una anticadena de tamafio b + 1 0 mayor en este conjunto parcialmente
ordenado, existe un grupo de b +1 0 mas ratones, donde ninguno de ellos es descendiente
de algun otro. Por otro lado, si existe una cadena de longitud a + 1 0 mayor, existe una
sucesion de a + 1 o mas ratones, y cada uno es descendiente del siguiente.

Un punto (x, y) en el primer cuadrante del plano xy define un rectangulo con los puntos
(0, 0), (x, 0), (0,y), (x,y) como sus vértices (véase la figura 4.19). Deseamos mostrar
gue para los rectangulos definidos por cinco puntos distintos cualesquiera en el primer
cuadrante existen ya sea tres rectangulos IR, , R;, R, tales que R, y R; . estan dentro de
R;,y R, esta dentro de R,,0 bien existen tres rectdngulos tales que ninguno esti dentro
de otro. bea P={(x,»y» gxz, ), (4, v3), (x4, ¥4), (x5, V5)} €l conjunto de cinco puntos
en el primer cuadrante.

Definimos una relacion de orden parcial < sobre P tal que i(x; ¥; ) < (x;, ¥)si y s6lo
six; Sx; ¥ y;2¥. De acuerdo con el corolario 4.1.1, existe una cadena de longitud 3 en
P, o existe una anticadena de tamafio 3 en P. Es evidente que una cadena de longitud 3
corresponde a un conjunto de tres rectangulos &, , R, , R; , tales que R; y R, eestan dentro

(0, y) (x, »)

—

0,0)] (x, 0) Figura 4.19
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de R;, y R; esta dentro de R,. Por otro lado, una anticadena de tamafio 3 corresponde a
un conjunto de tres rectangulos tales gue ninguno se encuentra dentro de algun otro.

a

47 UNPROBLEMA DE PROGRAMACION DE TAREAS

Consideremos el problema de programar la realizacion de un conjunto de tareas en un sistema
de cdmputo de multiprocesador, el cual tiene un conjunto de procesadores idénticos (el
problema también se puede establecer como la realizacién de un itinerario para un cierto
namero de trabajadores con el objeto de terminar un conjunto dado de tareas). Sean Py, P,,
..., Py los n procesadores idénticos en un sistema de computo de multiprocesador. Sea & =
{ T4, Ts,..., T} el conjunto de tareas a ser ejecutadas en el sistema de computo. Supongamos
que la ejecucién de una tarea ocupa uno y solo un procesador. Ademas, ya que los
procesadores son idénticos, una tarea puede ser ejecutada sobre uno cualquiera de los
procesadores. Sea (T} el tiempo de ejecucion de la tarea T;, esto es, la cantidad de tiempo
que lleva ejecutar T; en un procesador. También existe una relacioén de orden parcial <
especificada sobre.J tal que para 7; = T,, T, < T} si y s6lo si la ejecucion de la tarea Tj no
puede comenzar hasta que la ejecucion de la tarea Tj haya sido finalizada (se dice que T;, es
un predecesor de T;, y que T; es un sucesor de Tj). Un conjunto parcialmente ordenado de
tareas puede describirse mediante gréaficas, como se ilustra en la figura 4.20a, donde el
tiempo de ejecucion de cada tarea se escribid junto al nombre de la tarea. Puede darse una
interpretacion obvia para nuestro modelo de un conjunto de tareas. Consideremos las tareas
Ty, Tz, ..., T, como subprogramas de un programa mas grande. Entonces 7; < 7; podria
significar que el subprograma T; utiliza algunos de los datos generados por el subprograma T;,
de manera que la ejecucion de Tj debe esperar la finalizacion de Tj. Por ejemplo, si una red
de computadoras es usada en una mision espacial, la tarea Tj podria ser un subprograma que
determina el curso de la nave espacial, y la tarea T; podria ser un subprograma que estima el
consumo total de combustible para el ajuste de un curso de vuelo promedio. Es claro que
debemos finalizar Tj antes de ejecutar TiT

Por programacién de un conjunto de tareas en un sistema de cémputo de multiproce-
sador, entendemos especificar para cada tarea Tj tanto el intervalo de tiempo dentro del cual
ésta sera ejecutada, como el procesador Py en el cual tendrd lugar la ejecucion (sin pérdida
de generalidad, suponemos que la ejecucion del conjunto comienza al tiempo t = 0). Una
forma explicita para describir una programacion es un diagrama de tiempos. Por ejemplo,
el diagrama de tiempos para una programacién que ejecuta el conjunto de tareas de la figura
4.20a en un sistema de computo de tres procesadores se muestra en la figura 4.206, donde
$15 2, $4, §4 denotan los periodos dentro de los cuales un procesador se deja inactivo. Para
una programacion determinada, un periodo inactivo de un procesador se define como el
intervalo de tiempo dentro del cual el procesador no ejecuta una tarea. Usamos ¢, ¢, . . . .
para denotar periodos inactivos de los procesadores, y p(¢,), u{d,) . . .para denotar la

T Fuera del contexto de la computacion, también podemos tener interpretaciones como “uno no puede ponerse los
zapatos antes de ponerse los calcetines”, o “la maquina no puede ensamblarse hasta que todas sus subpartes
hayan sido construidas".
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duracion de los periodos inactivos. Observemos que en una programacion dada, un proce-
sador podria dejarse inactivo ya sea porque no hay una tarea ejecutable* en tal tiempo, o
porque ésta es una opcidn intencional. Es obvio que nunca sera necesario ni Gtil en una
programacion dada dejar todos los procesadores inactivos al mismo tiempo. Por otro lado,
como veremos adelante, podria ser Gtil dejar algunos de los procesadores inactivos, aunque
hay tareas que son ejecutables en ese momento.

El tiempo de ejecucion total de una programacion es el tiempo total requerido para
finalizar la ejecucion de todas las tareas de acuerdo con la programacion. Claro que es
deseable obtener una programacion que tenga el minimo tiempo de ejecucion total. Desa-
fortunadamente, no existe un procedimiento conocido (que haga mas corto el método
exhaustivo de tanteos) para construir programaciones con un minimo tiempo de ejecucion
total. En consecuencia, otra manera de afrontar el problema es buscar programaciones que
sean buenas pero no necesariamente las mejores posibles. De hecho, existe una manera muy
simple e intuitiva para programar un conjunto dado de tareas, a saber, nunca dejar intencio-
nalmente un procesador inactivo. Es decir, un procesador se deja inactivo por un periodo de
tiempo sdlo si ninguna tarea es ejecutable durante tal periodo. Por el contrario, siempre que
un procesador esté disponible en un tiempo cualquiera, ejecutaremos en este procesador
cualquier tarea que sea ejecutable en tal momento. Por ejemplo, la programacién en la figura
4.20b para el conjunto de tareas de la figura 4.20a fue obtenida de esta manera. Al inicio,
ya que solo T y T, son ejecutables en tal tiempo, éstas son ejecutadas en los procesadores
P, y P,, respectivamente. La finalizacion de T; y T, conduce a la ejecucion de T,. Después
que la ejecucion de T; ha terminado, T4, Ts, Te y T7 Se convierten todos en ejecutables. Una
opcion arbitraria para ejecutar T4, Ts, T en Py, P,, Ps, respectivamente, origina la progra-
macion de la figura 4.20b. Nos apresuramos a sefialar que esta manera simple de programar
tareas no siempre nos da una programacion con el minimo de tiempo de ejecucidn total. En
realidad, la figura 4.21b muestra una programacion para el conjunto de tareas en la figura
4.2 laenlacual entre t =9yt =10, el procesador P, se deja inactivo aunque T3 es ejecutable
en t = 9. El lector puede convencerse de que la programacion en la figura 4.21b es mejor que
cualquier otra en la que los procesadores no se dejan inactivos de modo intencional.

Queremos determinar qué tan bueno o malo es un procedimiento de programacion
simple como el anterior y llegamos a un resultado inesperado:

T Se dice que una tarea es ejecutable en un cierto instante si la ejecucion de sus predecesores ha sido finalizada en
dicho tiempo.
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Teorema 4.2
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Para un conjunto de tareas dado, sea @ el tiempo de ejecucién total cuando las tareas

son ejecutadas de acuerdo con una programacion que no contiene periodos intencional-

mente inactivos, y sea mg el minimo posible para el tiempo de ejecucidn total. Entonces,
o, 1

Mg n

donde n es el nimero de procesadores en el sistema de computo. Ademas, la cota es la

mejor posible.

DEMOSTRACION Para simplificar la presentacién, demostraremos el resultado para n
= 2. La demostracion del caso general es andloga. Consideremos la programacion que
no contiene periodos intencionalmente inactivos, como se ilustra en la figura 4.22.
Observemos, primero, que el término de un periodo inactivo en un procesador coincide
con la finalizacién de la ejecucion de una tarea en otro procesador (de otra manera, el
periodo inactivo no podria ser determinado). Sea &, un periodo inactivo para un
procesador. Diremos que una tarea 7}, traslapard a ¢, si el tiempo de ejecucion de 77 en
el otro procesador traslapa a ¢;. Por ejemplo, en la figura 4.22, T, T;, T}, traslapan a
d,. Sean T}y, T, T, - . ., Ty las tareas que traslapan a ¢;. Requerimos que

Tr'] = Ti?

1A

Ta<--- Ty

L

Si éste no fuera el caso, las tareas 7};, Ty, T35, . . ., Tj podrian no tener que ejecutarse
en forma secuencial en P,, y alguna de ellas podria ser ejecutada en P, en lugar de

TR T ST % 2T,

— by

Ty, 715
P | _05| ! rL_.i;_:.z_ J_i L : _L_?M—I_
| | | | | | [
| | I | : I I !
| I I | | I 1 !
| A | T
Py = | t } A A
Jr]l T'.z‘ T]} ¢2f ,Tl.l .!2 . ..Irn. .If_,-_ rl.z. . "r,lm

/

/
La terminacion de un periodo inactivo coincide
con la finalizacion de la ejecucion de una tarea

Figura 4.22
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algunas porciones del periodo inactivo ¢; en ;. De modo similar, si ¢, es otro periodo
inactivo,y Ty, Ty, Ts, . .., T}, SON las tareas que se traslapan con ,, entonces repitiendo
el mismo argumento tenemos

T

J

Es obvio que cualquier tarea ejecutada después de la finalizacion de 7}, debe ser un
sucesor de T, (0 de lo contrario ésta deberia ejecutarse en ¢,). En consecuencia, existe
un subconjunto de tareas % tal que:

l. % esuna cadena.

2. Z]'Ac & M(Tk) z ziﬁr-e D p’(¢f]!

donde @ es el conjunto de todos los periodos inactivos en la programacion. Observa-

1 STp<Ty<- < Ty

mos que |
® = 1 Z w7 + Z H(¢r‘)J
2 f} el p,ed
Amem+mew @n
T 2| rer new |
En efecto,
1
= 2 Z H(T)
y

0o 2 ), WY

e ®

Asi, (4.1) se convierte en

Puede demostrarse, mediante el ejemplo de la figura 4.23, que esta cota es la mejor
posible; la figura 4.23b muestra dos programaciones para el conjunto de tareas en la

figura 4.23a. o

T/1e '!'1 ) 7'3
T,/1 e
—-————ﬂ
T,/ ® w2 —>
a) b)

Figura 4.23
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Es interesante observar que, de acuerdo con el resultado que acabamos de demostrar, la
programacion obtenida al seguir la regla simple de no dejar intencionalmente un procesador
inactivo nunca es peor que la mejor programacién posible por mas de 50% en un sistema de
coémputo de dos procesadores, y por mas de 100% en un sistema de computo de «-procesa-
dores. Es claro que este resultado es un gran apoyo a la idea de emplear procedimientos
simples para obtener buenos, pero no necesariamente los mejores resultados posibles, en
muchos problemas de optimizacién.

48  FUNCIONESY EL PRINCIPIO DEL PALOMAR

Se dice que una relacidn binaria R de A a B es una funcion si para cualquier elemento a en
A, existe un Unico elemento b en B tal que (a, b) est4 en R. Para una funcién R de A a B, en
lugar de escribir (a, b) e R, usaremos la notacién R(a) = b, donde b es llamado la imagen
de a. El conjunto A es llamado el dominio de la funcién R, y el conjunto B es llamado el
rango de la funcién R. La nocidn de una funcién no es sino una formalizacion de la nocién
de asociar o asignar un elemento en el rango a cada uno de los elementos en el dominio. Por
ejemplo, sea A un conjunto de casas y B es un conjunto de colores, entonces una funcion de
A a B es una asignacion de colores para pintar las casas. A menudo una funcién puede ser
representada en forma grafica. La figura 4.24a muestra una funcién R de A = {a, b, c, d, e}
aB={o, B,v.8}. Si seguimos la convencion de representar una relacién binaria en
forma tabular, podemos representar la funcion de la figura 4.24a como la de la figura
4.24b. No obstante, una forma tabular mas conveniente para representar funciones es la
mostrada en la figura 4.24c, donde la columna izquierda contiene todos los elementos en el
dominio y la columna derecha contiene sus imagenes correspondientes.

Se dice que una funcién de A a B es una funcidn sobre si cualquier elemento de B es la
imagen de uno o0 mas elementos de A. La figura 4.25a muestra un ejemplo de una funcion
sobre. Se dice que una funcion de A a B es una funcion uno a uno si no hay dos elementos
de A que tengan la misma imagen. La figura 4.256 muestra un ejemplo de una funcién uno
a uno. Se dice que una funcion de A a B es una funcién uno a uno sobre si ésta es tanto una

ae—  seq al v _
be of b r v
ce- bey € | _____ v
d-/ Y d Vv
s L 1v]
a) b) cl

Figura 4.24
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funcién sobre como una funcién uno a uno." La figura 4.25¢c muestra una funcién uno a uno
sobre. Sea A un conjunto de trabajadores y B; B, y Bs conjuntos de trabajos. Una funcién
sobre de A a B; es una asignacion de los trabajadores a los trabajos de manera que cada
trabajo tiene al menos un trabajador asignado; una funcién uno a uno de A a B, es una
asignacion tal que no hay dos trabajadores que tengan el mismo trabajo, y una funcién uno
a uno sobre de A a B3 es una asignacion tal que cada trabajo tiene un trabajador asignado, y
no hay dos trabajadores asignados al mismo trabajo.

En la literatura, una funcién sobre también se conoce como sobreyectiva, una funcién
uno a uno como inyectiva, y una funcién uno a uno sobre como biyectiva.

En matematicas una técnica de demostracién conocida es la denominada como principio
del palomar, también conocida como el argumento de la caja de zapato o el principio del
cajon de Dirichlet. De manera informal el principio del palomar dice que si hay "muchas"
palomas y "unos pocos" palomares, entonces debe haber algunos palomares ocupados por
dos o més palomas. Formalmente, sean D y R conjuntos finitos. Si |D| > |R|, entonces para
cualquier funcién f de D a R, existen 4}, &; € D tales que /' (d,)=f(d;}.Algunas aplicaciones
triviales del principio del palomar son: de entre 13 personas, hay al menos 2 de ellas que
nacieron en el mismo mes. Aqui las 13 personas son las palomas, y los 12 meses son los
palomares. De igual manera, si 11 zapatos son seleccionados de 10 pares de zapatos, debe
haber un par de zapatos que sean el par entre la seleccion. Aqui los 11 zapatos son las palomas
y los 10 pares de zapatos son los palomares. El principio del palomar puede establecerse en
una forma mas general: para cualquier funcién/de D a R, existen / elementos d,, d,,.. ., dj
en D, i = [|D|/|R]] tales que f(d;) =f{d,) = ... =f{d* (véase problema 4.34).

En los siguientes ejemplos, exhortamos al lector a observar cémo es aplicado el
principio del palomar, ya que no haremos una declaracion explicita cada vez que lo usemos.

t Recuerde que introdujimos la nocién de correspondencia uno a uno entre los elementos en dos conjuntos.
Formalmente, decimos que hay una correspondencia uno a uno entre los elementos de dos conjuntos si existe
una funcién biyectiva de un conjunto al otro.

1 Usamos F x 1 para denotar el entero més pequefio no menor que X.



128 CAPITULO 4

Ejemplo 4.4

I

Ejemplo 4.5

Ejemplo 4.6

Una jugadora de ajedrez desea prepararse para un encuentro de campeonato realizando
algunas partidas de practica durante 77 dias. Ella desea jugar al menos una partida por
dia pero no més de 132 partidos en total. Ahora mostraremos que sin importar como
programe ella las partidas habré un periodo de dias consecutivos dentro del cual ella
jugaréa exactamente 21 partidos. Sea aj el nimero total de partidos que ella juega a lo
largo del i-ésimo dia. Es obvio, la sucesion a;,a,,..., a €s una sucesién monotona
creciente, con @y 2 1 y a47 2132, Calculamos la sucesién a; + 21, a, + 21,..., a7 + 21,
la cual de nuevo es mondtona creciente conass + 21 £ 153.Puesto que los valores de
los 154 nlmeros ay, ay, . . ., 877, a; + 21,..., a7 + 21 van desde 1 hasta 153, dos de ellos
deben ser el mismo. Ademas, debido a que tanto la sucesién a;,a,,..., a;z como la
sucesion a; + 21, a, + 21,..., a;7 + 21 son monédtonas crecientes, tenemos que a; =

a; + 21 para algin a; y algin a;. 5

Deseamos demostrar que en una sucesion de n” + 1 enteros distintos, existe ya sea una
subsucesion creciente de longitud n + 1 o una subsucesién decreciente de longitud n + 1.
Sea.q), @,,...,a,2, 11 sucesion de enteros. Etiquetamos al entero &, con un par ordenado
(X Yx), donde x es la longitud de la subsucesidn creciente mas larga a partir de ay, y
yk €s la longitud de la subsucesién decreciente mas larga a partir de a,. Supongamos que
no existe una subsucesidn creciente o una subsucesion decreciente de longitud n + 1 en
la sucesiona,, as, . . ., a2, ;- ESto es, los valores de x, y yx estan entre 1y n para k = 1,
2,...,n*+ 1. Con s6lo n* pares ordenados distintos como posibles etiquetas para los n*
+ 1 enteros, deben existir a; y a; en la sucesion que estén etiquetados con el mismo par
ordenado. No obstante, esto es imposible porque si a; < a;, debemos tener que x; > X;, Y Si
a; > a;, debemos tener y; > y;. Por tanto, concluimos que existe ya sea una subsucesion
creciente, 0 una subsucesion decreciente de longitud n + 1 en la sucesion

al,az....,anzﬂ.f a

Mostraremos que de entre seis personas, hay tres personas que son amigos o hay tres
personas que son desconocidas por completo entre si. Sea A una persona en el grupo.
De acuerdo con el principio del palomar, hay tres (0 mas) personas que son amigos de
A o hay tres (0 mas) personas que son extrafios para A. Consideremos el primer caso
solamente, ya que el Ultimo caso puede resolverse mediante un argumento similar. Si
B, C, D son los amigos de A, y si cualesquiera dos de B, C, D se conocen uno al otro,
entonces estos dos, con A, forman una tercia de conocidos. Por otro lado, si no hay dos
personas de entre B, C, D que se conozcan entre si, entonces hay tres personas que son
completamente desconocidas entre si.

Una casa de huéspedes tiene 90 habitaciones y 100 huéspedes. Las llaves son distribui-
das a los huéspedes de manera que cualesquiera 90 huéspedes pueden tener acceso a las

T Véase el problema 4.41 para un argumento ligeramente diferente. También el problema 4.42.
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Ejemplo 4.8

90 habitaciones, en el sentido de que cada huésped tendra una llave de una habitacion
desocupada (en otras palabras, podemos asignar las 90 habitaciones a cualesquiera 90
huéspedes de manera que cada huésped tenga una llave para la habitacion a la que ha
sido asignado). Deseamos usar un esquema que minimice el nimero total de llaves. A
pesar de que el siguiente esquema parece ser derrochador, a final de cuentas es un
esquema minimizador. A 90 de los huéspedes les serd dada una llave, de manera que
todos ellos tendran acceso a las 90 habitaciones. A cada uno de los restantes 10
huéspedes les seran dadas 90 llaves, una llave por cada una de las 90 habitaciones. Es
claro que este esquema, el cual requiere un total de 990 llaves, funciona. Para mostrar
que éste es un esquema minimal, observamos que, si 989 o menos llaves fueron
distribuidas, existe una habitacion que tiene a lo mas 10 llaves sin repetir. Es obvio que
el esquema falla cuando ninguno de los poseedores de llaves de esta habitacion esta
entre los 90 huéspedes.

Las circunferencias de dos discos concéntricos estan divididas en 200 secciones cada
una, como se muestra en la figura 4.26. Para el disco exterior, 100 de las secciones estan
pintadas de rojo y 100 de azul. Para el disco interior las secciones estan pintadas de rojo
y azul en forma arbitraria. Mostraremos que es posible alinear los dos discos de manera
que 100 o més de las secciones sobre el disco interno tengan sus colores acoplados con
las secciones correspondientes sobre el disco exterior. Mantendremos el disco exterior
fijo y rotaremos el disco interior a través de los 200 posibles alineamientos. Por cada
alineamiento, contamos el nimero de acoplamientos de color. Observemos que el
conteo para los 200 posibles alineamientos es 20 000, porque cada una de las 200
secciones sobre el disco interno se acoplard a su correspondiente seccion en el disco
exterior exactamente en 100 de los alineamientos. Luego, debe haber un alineamiento
en el cual hay 100 o méas acoplamientos.

Figura 4.26
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49  NOTASY REFERENCIAS

PROBLEMAS

Para un analisis mas extenso sobre sistemas para el manejo de bases de datos, consulte Codd
[1] y Date [3]. Consulte Mirsky [6] para el teorema de Dilworth y sus aplicaciones. Las
nociones de particion y pares de particiones son muy Utiles en el estudio de las propiedades
estructurales de las maquinas de estado finito. Consulte, por ejemplo, el capitulo 12 de
Kohavi [5]. El teorema 4.2 se debe a Graham [4], Coffman [2] cubre multiples aspectos del
problema de programacion de tareas introducido en la seccién 4.7. Consulte el capitulo 4 de
Ryser [7] para el teorema de Ramsey, el cual es una generalizacion no trivial del principio
del palomar.

1

41

42
43

4.4

4.5

4.6

Codd, E. R: "A Relational Model of Data for Large Shared Data Bankcs", Communications of
ACM, 13: 377-387 (1970).

Coffman, E. G. Jr. (ed): Computer and Job-Shop Scheduling Theory, John Wiley & Sons, Nueva
York, 1976.

Date, C. J.: An Introduction to Database Systems, 3 ed., Addison-Wesley Publishing Company,
Reading, Mass., 1981.

Graham, R. L.: "Bounds for Certain Multiprocessing Anomalies", Bell System Technical Journal,
45: 1563-1581 (1966).

Kohavi, Z.: Switching and Finite Automata Theory, 2" ed., McGraw-Hill Book Company, Nueva
York, 1978.

Mirsky, L.: Transversal Theory, Academic Press, Nueva York, 1971.

Ryser, H. J.: Combinatorial Mathematics, publicado por la Mathematical Association of America,
distribuido por John Wiley & Sons, Nueva York, 1963.

Si A denota el conjunto de camisas y B denota el conjunto de tirantes que un hombre posee, ¢qué

posible interpretacion puede darse al producto cartesiano A x 5?, ;a la relacion binaria de A a Bl

Sea A ={1,2}. Construya el conjunto #{4} x A.

a) Dadoqued c Cy B¢ D,demuestrequed x B Cx D.

b) Dado que A4 % 8¢ C x D,;se sigue de esto necesariamente qued ¢ Cy B D?

a) Sea A un conjunto arbitrario. ¢Esta bien definido el conjunto4 x &?

b) Dado qued x 8=, ;qué puede decir uno acerca de los conjuntos A y 5?

c) ¢(Es posible qued < A x A para algin conjunto Al

Sean A, B, C, D conjuntos arbitrarios.

a) Demuestre que
(A BYx (CADy=(AxCyr (B x D)

b) Demuestre o dé un contragjemplo de las siguientes identidades:
(AUB)x(CuD)=(AxC)u(BxD)
(A4 -B)x(C~-DN=(AxC) —(Bx1)
(ADBYx(CAOD)=AxOVD(Bx D)

Sean A, B, C conjuntos arbitrarios.

a) Demuestre que

(ANB)YxC=(4xC)n (B x ()
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4.7

4.8

49

4.10

411

4.12

4.13

414

4.15

b) Demuestre o dé un contragjemplo de las siguientes identidades:
(AUBxC=AxC)u(BxC)
A-B)xC=(Ax )= (BxC)
UBB)xC=AxO)B(BxO)

Sea A = {6:00, 6:30, 7:00, . . ., 9:30, 10:00} el conjunto de 9 periodos de media hora por la

mafiana, y B = {3, 12, 15, 17} el conjunto de los cuatro canales locales de television, y R; y R,

las dos relaciones binarias de A a 5. ;Qué posibles interpretaciones pueden darse a las relaciones

binarias Ry, Ra, Ry W Ry, Ry Ry, RO Ry y Ry - Ry?

Sea | el conjunto de todos los enteros.

a) ¢Existe una manera natural de interpretar los pares ordenados en | x | como puntos geomé-
tricos en el plano?

b) Sea R, una relacidn binaria sobre | x | tal que el par ordenado (de pares ordenados) ((a, b),
(c, d)) esta en Ry si y sélosia-c=bh-d. ;Cudl es la interpretacion geométrica de la relacion
binaria R;?

¢) Si R, es una relacién binaria sobre | x / tal que ((a, b), (c, d)) esta en R, si y sélo si

Ya-cp+ (- dp £ 10, ;Cuil es la interpretacién geométrica de R,? ;De }_?, W R,? ;De
R| ™ R2? &DC R] - Rz? f_'De R| $ Rz?

Sea A un conjunto de trabajadores y B un conjunto de trabajos. Considere que R;, es una relacion

binaria de A a B tal que (a, b) esta en R, si el trabajador a esta asignado al trabajo b (supongamos

que un trabajador puede ser asignado a mas de un trabajo y que mas de un trabajador puede ser

asignado al mismo trabajo). Sea R, una relacién binaria sobre A tal que (a; a,) esta en R, si a; y

a, pueden convivir uno con el otro si fueran asignados al mismo trabajo. Establezca una condicion

en términos de Ry R, y (posibles) relaciones binarias derivadas a partir de Ry, y R, de tal manera

que una asignacion de los trabajadores a los trabajos de acuerdo con R;, no colocara trabajadores
que no puedan convivir uno con el otro para realizar el mismo trabajo.

Sea A un conjunto de libros.

a) Sea 7?, una relacion binaria sobre A tal que (a, b) esta en Ry si el libro a cuesta mas y contiene
menos hojas que el libro b. En general, ;es R, reflexiva?, ;simétrica?, ;antisimétrica?,
transitiva?

b) Sea R, una relacion binaria sobre A tal que (a, b) esta en R, si el libro a cuesta més o contiene
menos hojas que el libro b. En general, ¢es R, reflexiva?, ;simétrica?, ¢antisimétrica?,
transitiva?

a) Sea R una relacién binaria sobre el conjunto de todos los enteros positivos tal que

R ={(a, b) | a - b es un entero positivo impar}

¢Es R reflexiva?, ¢simétrica?, ;antisimétrica?, ;transitiva?, ¢una relacion de equivalencia?, ¢una

relacion de orden parcial?

b) Repitael inciso (a) siR = {(a, b)\a=b%}

Sea P el conjunto de toda la humanidad. Sea R una relacién binaria sobre P tal que {a, b) esta en

R si a es un hermano de b (considere sélo como hijos a los de la misma pareja padre-madre). ;Es

R reflexiva?, ;simétrica?, ;antisimétrica?, ;transitiva?, ¢juna relacion de equivalencia?, ¢una

relacion de orden parcial?

Sea R una relacion binaria sobre el conjunto de todas las cadenas de ceros y unos tal que R = {(a,

b) | a y b son cadenas que tienen el mismo ndmero de ceros}. (Es R reflexiva?, ¢simétrica?,

cantisimétrica?, ¢ transitiva?, ;una relacion de equivalencia?, ;una relacion de orden parcial?

Utilice el hecho de que "mejor que" es una relacion binaria transitiva para demostrar la afirmacion

"un emparedado de jamén es mejor que la felicidad eterna”.

Sugerencia: Nada es mejor que la felicidad eterna.

Sea A un conjunto con 10 elementos distintos.

a) ¢Cuantas relaciones binarias diferentes hay sobre A?
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4.16

4.17

4.18

4.19

4.20

421

4.22

4.23

4.24

b) ¢Cuantas de ellas son reflexivas?

c) ¢Cuantas de ellas son simétricas?

d) ¢Cuantas de ellas son reflexivas y simétricas?
e) ¢Cuantas de ellas son relaciones de orden total?

Sea R una relacion simétrica y transitiva sobre un conjunto A. Demuestre que si para todo a en A
existe un b en A tal que (a, b) estd en R, entonces R es una relacion de equivalencia.

Sea R una relacidn transitiva y reflexiva sobre A. Sea Tuna relacion sobre A tal que (a, b) esta en
T si y solo si tanto (a, b) como (b, a) estan en R. Demuestre que T es una relacion de equivalencia.

Sea R una relacion binaria. Sea S = {(a, &}| (¢,¢} € Ry (¢, b) € Rparaalgin ¢}. . Demuestre que
si R es una relacion de equivalencia, entonces S también es una relacion de equivalencia.

Sea R una relacion reflexiva sobre un conjunto A. Demuestre que i? es una relacién de equivalencia
siy sélosi(a, b)y (a, ) estan en R, y que entonces (b, ¢) estaen R.

Una relacion binaria sobre un conjunto que es reflexiva y simétrica se llama relacion compatible.

a) Sea A un conjunto de personas y R una relacion binaria sobre A tal que (a, b) estden R si a
es un amigo de b. Demuestre que R es una relacion compatible.

b) Sea A un conjunto de palabras inglesas y R una relacion binaria sobre A tal que dos palabras
en A estan relacionadas si tienen una 0 mas letras en comdn. Demuestre que R es una relacion
compatible.

c) Dé mas ejemplos de relaciones compatibles.

d) SeanRjy R, dos relaciones compatibles sobre A.una;Es R, m R, relacién compatible? ¢Es
R, R, unarelacion compatible?

e) Sea A un conjunto. Una cubierta de A es un conjunto de subconjuntos no vacios de A, {A;
A, ..., A, tal que la unidn de los Aj es igual a A. Sugiera una manera para definir una
relacion compatible sobre A a partir de una cubierta de A. Dé una interpretacion de la nocion
de cubierta en términos del ejemplo en el inciso a).

f) Sugiera una manera para definir una cubierta de A a partir de una relacién compatible sobre
A. Sugiera una forma de definir la unicidad de la cubierta de A.

a) Demuestre que la cerradura transitiva de una relacion simétrica es simétrica.

b) ¢Es la cerradura transitiva de una relacion antisimétrica siempre antisimétrica?

c) Demuestre que la cerradura transitiva de una relacion compatible (véase problema 4.20) es
una relacion de equivalencia.

Sea R una relacion binaria de A a B. La inversa de R, denotada por R ~', es una relacion binaria
de B a Atal que

R-1'={{b,a)|(a,b) e R}
a) Sean R;y R, relaciones binarias de A a B. (Es verdad que (R, ‘v R} ' =Ry ' W Ry 1?
b) Sea R una relacién binaria sobre A. Si R es reflexiva, ¢;es R necesariamente reflexiva? Si
R es simétrica, ¢ces R necesariamente simétrica? Si R es transitiva ¢es R necesariamente
transitiva?

Sea R una relacion binaria sobre A, y sean Ry R,,..., R;,... las extensiones transitivas sucesivas

de R como se definieron en la seccién 4.3. Demuestre por induccion que si (a, b) esta en R;, existen n

elementosend, n £ 21 — 1, x,xs,... ,x,tales quelg, x}, (x;,x,), - . ., (%, - . X}, {x,,, blestan todas en R.

a) Sea R una relacion de equivalencia sobre un conjunto A. Sea {4, 4,, . . . , A, }un conjunto
de subconjuntos de A tales qued; & A, para i = j y tales que a y b estan contenidos en uno de
los subconjuntos si y sélo si el par ordenado (a, b) estd en R. Demuestre que {Ag, A, . . .,
A} es una particion de A.

b) Sea {A; A,,..., A} una particion del conjunto A . Definimos una relacién binaria R sobre
A tal que un par ordenado (a, b) estd en R si y sélo si a'y b estan en el mismo bloque de la
particion. Demuestre que R es una relacion de equivalencia.
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4.25

4.26

4.27

4.28

4.29
4.30

431

Supongamos que Sy T son dos conjuntos y f es una funcion de S a T. Sea R; una relacién de

equivalencia sobre T. Sea R, una relacion binaria sobre 5 tal que{x, ¥) &€ Ry si y solo si (f(x),

F) & R,. Demuestre que R, también es una relacion de equivalencia.

Sea A un conjunto y/una funcidn de A a A. Diremos que una particion n de A tiene Impropiedad de

sustitucion con respecto a f si para dos elementos cualesquiera a y b, que estan juntos en un bloque

de =, los dos elementos f (a) y f(b) también estan juntos en un bloque de =. Sea A = {1,2,3,4,

5, 6}. Sea f una funcion de A a A tal quef{1)=3, f(2}=3,/(3)=2,f(4) =5, f(5)=4,f (6) = 4.

2\ s Tiepem, = {123. 45611 nronjedad .d_ <llst|tUC|on con respecto a/? ,Qué sucede acerca de

={16,25,34)7, ;y de m, = {12, 34, 5

b) Sea A el conjunto de los enteros y @ una particién de A en ndmeros pares e impares. Sea

f(a) = a+ 1 para todo a en A. ;Tiene = la propiedad de sustitucion con respecto a f? Sea

521 si g es par
g =47 _;
—~ si a es impar

¢ Tiene 7 la propiedad de sustitucion con respecto a g?
€) Sean m Yy m, dos particiones que tienen la propiedad de sustitucion con respecto a f. Demues-
tre que tanto mt; - T, COMO 7, + 7, tienen la propiedad de sustitucion con respecto a f

Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado. Sea <g una relacion binaria sobre A tal que para

avbend, aspbsivsdlosib<a
a) Demuestre que=ges una relacion de orden parcial.
b) Demuestre que si (A, <) es una lattice, entonces{4, <g)ytambién es una lattice.
Para un conjunto dado A, considere la relacion
R={{x,y}|x e PU).y e A yxcy}
a) Demuestre que R es una relacién de orden parcial.
b) ¢Cudl es la longitud de la cadena més larga en el conjunto parcialmente ordenado { #(4), Ry?
¢El producto cartesiano de dos lattices siempre es una lattice? Demuestre su afirmacion.

Sean P un conjunto parcialmente ordenado, y L una cadena de dos elementos. Sean Q el producto
cartesiano P x L, A una anticadena enQ,yB el subconjunto de P mas grande posible tal que B
no contiene una cadena de longitud mayor a 2. Demuestre que| 4| =] B,
El procedimiento para programar un conjunto de tareas de acuerdo con la regla de nunca dejar
intencionalmente un procesador inactivo estudiado en la seccion 4.7, no especificaba cémo se
pueden eliminar los congestionamientos cuando varias tareas ejecutables compiten por un
procesador libre. Una manera de romper congestionamientos es asignar prioridades distintas a
las tareas, y programar la tarea que posee la mas alta prioridad, de entre todas las tareas ejecutables,
en un instante cualquiera en un procesador que esta libre en dicho instante. Por ejemplo, el
conjunto de tareas mostrado en la figura 4P. 1 debe ejecutarse en un sistema de computo con tres
procesadores. La asignacion de prioridades en orden decreciente esTy, T3, Ta, Ty, Ts, T, T3, T3, T
a) Construya la programacion correspondiente.
b) Suponga que eliminamos las flechas entre T, yTsy entre T, y Te en la figura 4P. 1. Construya
la programacién correspondiente.

W e———s——@T/9

T2 ® e Ty

T2 ® 7///,’0 T,/4

T2 5 o T4
T

e Ty4  Figura4pP.l
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c) Suponga que reducimos el tiempo de ejecucién de cada tarea por 1. Construya la programa-
cion correspondiente.

d) Suponga que ejecutamos el conjunto de tareas en un sistema de computo con cuatro
procesadores. Construya la programacion correspondiente.

(Este problema ilustra algunas de las anomalias cuando las tareas son programadas de acuerdo

con la regla de nunca dejar intencionalmente un procesador inactivo).

4.32 Sea f una funcion de A a B y g una funcién de B a C. Podemaos definir una funcién h de A a C tal
que para todo a en A, h(a) = g(f(a)). h es llamada la composicion de fy g, y se denota por g o f
a) Determine g o f para las funciones f y g de la figura 4P.2.

b) Determineho (gof)y (hog) o fparalas funciones f gy h de la figura 4P.2.
c) Demuestre que para funciones cualesquiera f, g y h, ho(gof) = (ho g)of,
d) Establezca una condicion necesaria y suficiente sobre/ y g tal que:

1. g o f es una funcién sobre;

2. g o fes una funcién uno a uno;

3. g o f es una funcidn biyectiva.

e) Construya un ejemplo para mostrar que para dos funciones f y g de A a A, en general,

fog#gof.
ae ———= e b, hjoe———— s ¢ e —>ed
e fisy by e L (00— ——— > wd,

A

dy e ] ; 2
J “H/’/Z - \
u:‘/ ""b; b e— /'r.-,.“_ [y e— — —)a(.n’j

Figura 4P.2

4.33 Seanf, gy h funciones de N a N, donde N es el conjunto de nimeros naturales de manera que

fln) =n+1
g =2n

|0 nespar
Hln) “{I nes impar

Determinef o ff o g gofigeh hog.(fog)eoh.
4.34 Sea/una funcion de D aR. Suponga que |[D\>|R\.
a) Sea ' el cocientey r el residuo cuando | D | es dividido por | R |. Demuestre que
DT Ji+1 sirz0
[lRl]‘ i sir=0
b) Demuestre que existen i elementos d; d,,. .., d; en d, tales que f(d;) =f(d,) = . . . =f(d).
4.35 Demuestre que entre 100 000 personas hay dos que nacieron exactamente al mismo tiempo (hora,
minuto y segundo).
4.36 a) A partir de una baraja con 52 cartas, ;cuantas cartas deben escogerse de manera que siempre
se incluyan tres espadas en la seleccion?
b) Repita el inciso a) si la seleccién siempre incluye tres espadas y tres corazones.
c) Repita el inciso a) si dos cartas de cada palo siempre se incluyen en la seleccion.
4.37 a) A partirde 15 letras A, 20 letras B y 25 letras C, ;cuantas letras deben escogerse de manera
que siempre se incluyan 12 letras idénticas en la seleccion?
b) Repita el inciso a) si hay 15 letras A, 20 letras B, 25 letras C, 10 letras D y 8 letras E.
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4.38

4.39

4.40

441

4.42

4.43
4.44

4.45

4.46

4.47

4.48

4.49

c) Repita el inciso b) si las letras D se consideran "comodines" (esto es,i letras D junto con
12 - i de cualquiera de las otras cuatro letras se consideran como 12 "letras idénticas").

¢Cuantos nimeros deben escogerse a partir de los enteros 10,11,12,13,..., 97,98,99 de manera
que al menos un multiplo de 3 esté incluido en la seleccion? ;De manera que dos ndmeros con
el mismo primer digito sean incluidos en la seleccion? ;De manera que dos nimeros con al menos
un digito en comn (por ejemplo, 12 y 52, 12 y 25) sean incluidos en la seleccion?

En una universidad hay 35 000 estudiantes. Cada uno de ellos toma cuatro cursos (distintos). La
universidad ofrece 999 cursos diferentes. Cuando una estudiante que ha tomado un curso de
matematicas discretas se da cuenta de que el saldn de clase mas grande admite s6lo 135
estudiantes, concluye que existe un problema. ;Cual es el problema?

Para jugar el juego Lotto, se compra un boleto y se seleccionan 6 de los 44 nimeros 1, 2, 3,...,

44. En seguida, 6 de los 44 nimeros se extraen al azar y se declaran como los nimeros ganadores,

y el gran premio es otorgado a la seleccion que coincide con los seis nimeros ganadores. Suponga

que se otorga un premio de consolacion a una seleccién que no coincide con ninguno de los seis

nimeros ganadores. Para estar seguros de recibir el premio de consolacién, ¢cual es el nimero

minimo de boletos que uno puede comprar? ;Como deberan ser escogidos los nimeros?

En este problema demostramos el resultado del ejemplo 4.5 mediante un argumento un poco

diferente. Sean a4y, @, . . ., 4,7, Una sucesion de n? +1 enteros distintos. Suponga que no hay

una sucesion creciente de longitud n + 1 en la sucesion. Etiquetamos el entero a, con una etiqueta

X, donde x, es la longitud de una subsucesion creciente mas larga a partir decay, 1 & k% n% +1.

a) ¢Cual es el significado de una cadena en el conjunto parcialmente ordenado?, ;y de una
anticadena?

b) Demuestre que estos enteros forman una subsucesion decreciente.

En este problema demostramos como podemos aplicar el corolario 4.1.1 para demostrar el

resultado del ejemplo 4.5. Sea a,, @y, . . ., 4,7,, Una sucesion de n>+1 enteros distintos. Definimos

una relacion de orden parcial < sobre los n“ +1 pares ordenados (a;, i) tal que {a;, ) <{a j} si y

sOlosi a;Sa;eiZj.

a) ¢Cuadl es el significado de una cadena en el conjunto parcialmente ordenado?, ;y de una
anticadena?

b) Aplique el corolario 4.1.1 para demostrar el resultado del ejemplo 4.5.

Demuestre que uno de m cualesquiera enteros consecutivos es divisible por m.

Demuestre que la expansion decimal de un nimero racional debe, después de cierto momento,

ser periddica.

Un hombre camind por 10 horas y cubrié una distancia total de 45 millas. Se sabe que camind 6

millas en la primera hora y sélo 3 millas en la Gltima hora. Demuestre que debi6 haber caminado

al menos 9 millas dentro de un cierto periodo de dos horas consecutivas.

La circunferencia de una "rueda de ruleta” se divide en 36 sectores a los cuales les son asignados

en alguna forma arbitraria los nimeros 1, 2, . . ., 36. Demuestre que existen tres sectores

consecutivos tales que la suma de sus nimeros asignados es al menos 56.

Sean x;, %, - . . . X, N enteros arbitrarios. Demuestre que es x; +x; .y + X2+ -+ X, divisible

pornparaalgin iy k iz 1,kZ0.

A partir de los enteros 1, 2, 3,..., 200,101 de ellos se escogen al azar. Demuestre que, entre los

numeros escogidos, existen dos tales que uno divide al otro.

Demuestre que para un entero arbitrario N, existe un multiplo de N que contiene solo los digitos

0y 7 (por ejemplo, para N = 3, tenemos que 259 x 3 = 777; para N= 4, tenemos que 1925 x 4 =

7700; para N =5, tenemos que 14 x 5 = 70; para N = 6, tenemos que 1295 x 6 = 7770).
Sugerencia: Considere los residuos cuando los siguientes enteros son divididos por N: 7, 77,

., T T

N
N
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450 a) Demuestre que entre n + 1 enteros escogidos al azar, hay dos cuya diferencia es divisible
entre n.
b) Demuestre que entre n + 2 enteros escogidos al azar, hay dos cuya diferencia es divisible por
2n o hay dos cuya suma es divisible por 2n.

451 Considere una sucesion de N enteros positivos que contiene n enteros distintos,Si N Z 2%,
demuestre que existe un bloque de enteros consecutivos en la sucesion cuyo producto es un
cuadrado perfecto (por ejemplo, en la sucesion 3,7,5,3,7,3,5,7; 75+ 3 m 7 m 3 m 5 es un cuadrado
perfecto).

4.52 Demuestre que de entre n + 1 enteros positivos menores o iguales a 2n existen dos de ellos que
son primos relativos.
4538ean a;, a4y, - .., 8, ¥ by, by ..., b, 2Zn niimeros distintos tales que a; < b, i=1,2,, .., n
Suponga que a, &, . . ., a, son rearreglados como ay, a5, . . ., g tal queay > a3 > - > @,y
by, b, . . ., b, son rearreglados como b, b3, . . ., b, tal que b] > bj >+ - - > b}, Demuestre que
al <b,i=L2,...,n
4.54 El siguiente procedimiento puede usarse para seleccionar el n mas grande de 2n ndmeros distintos:
1 Acomode n de los 2« nimeros en orden ascendente. Denételos por ay, a,,..., a, de manera
quea;<a;<ag<...<a.
2. Acomode los restantes n nimeros en orden descendente. Denételos por by b,, . . ., b, de
manera que by >b,>bs> ... >Db,.
3. Compare a; con b; y seleccione el mayor de los dos parai =1, 2,..., n.

Por ejemplo, dados los ocho ndmeros 4, 2, 7, 6, 5, 3, 1, 8:

1. Acomodamos 4,2, 7, 6 en orden ascendente: 2<4<6<7.

2. Acomodamos 5, 3, 1, 8 en orden descendente: 8 >5>3 > 1.

3. Comparamos 2 y 8; seleccionamos 8. Comparamos 4 y 5; seleccionamos 5. Comparamos 6
y 3; seleccionamos 6. Comparamos 7'y 1; seleccionamos 7.

Demuestre que el procedimiento es correcto.

Sugerencia: Demuestre que exactamente uno de a;, y b; esta entre el mas grande n de los 2n
ndmeros.



CAPITULO

CINCO

Grafos y grafos aplanables’

51 INTRODUCCION

Como sefialamos en el capitulo 4, existen muchos problemas de la vida real que involucran
tanto conjuntos discretos de objetos, como relaciones binarias sobre ellos. Por ejemplo,
consideremos una serie de encuestas publicas realizadas para determinar la popularidad de
los candidatos presidenciales. En cada encuesta se pregunta a los votantes su opinién sobre
dos de los candidatos, y se determina un favorito. El resultado de las encuestas se interpreta
de la siguiente manera: El candidato a le lleva la delantera al candidato b si alguna de las
siguientes condiciones es verdadera:

1. El candidato a va adelante del candidato b en una encuesta realizada entre ellos.

2. El candidato a va adelante del candidato ¢ en una encuesta, y el candidato ¢ va adelante
del candidato b en otra encuesta.

3. El candidato a va adelante del candidato c, y el candidato ¢ va adelante del candidato
d, y el candidato d va adelante del candidato b en tres encuestas separadas, y asi
sucesivamente.

Dados dos candidatos, quisiéramos saber cuéndo uno de ellos va adelante de los otros.* Sea
S={a, b, c,. ..} el conjunto de candidatos y R una relacion binaria sobre S tal que (a, b)
esta en R si se realiza una encuesta entre a y b, y a fue escogido como el candidato favorito.
Recordemos que una relacion binaria sobre un conjunto puede representarse en forma tabu-

t N. del E. Los grafos aplanables se conocen también como grafos planares.

1 Observemos que de acuerdo con nuestra interpretacion de los resultados de las encuestas, es posible que el
candidato a lleve la delantera al candidato 6, y que, al mismo tiempo, el candidato b también lleve la delantera
al candidato a (jvea como funciona la politica!).
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Figura5.1

lar, como en la figura 5.1 a, o en forma gréfica, como en la figura 5.1 b. Supongamos que las
relaciones binarias en las figuras 5.1a y 5.1b representan los resultados de las encuestas
realizadas. Observamos que el candidato a es méas popular que el candidato e debido a los
pares ordenados (a, b), (b, d), (d, €) en R. Es probable que uno estaria de acuerdo con que la
representacion grafica de la relacion binaria R en la figura 5.1b si es atil al comparar la
popularidad de dos candidatos, pues debe existir una "sucesion de flechas" que nos lleven
desde el punto correspondiente al candidato méas popular hasta el punto correspondiente al
candidato menos popular.

Ahora consideremos, como otro ejemplo, un nimero de ciudades conectadas mediante
autopistas. Dado un mapa de las autopistas, podriamos determinar si existe una ruta por
autopista entre dos ciudades en el mapa. De igual manera, consideremos todas las listas de
posiciones’ en una partida de ajedrez. Quisiéramos saber si la lista de posiciones puede
alcanzarse a partir de alguna otra lista de posiciones a través de una secuencia de movimien-
tos legales. Es claro que en ambos ejemplos estamos interesados, de nuevo, en objetos
discretos y las relaciones binarias sobre ellos. En el ejemplo del mapa de autopistas, sea S =
{a, b,c,.. .} el conjunto de ciudades y R una relacién binaria sobre S tal que (a, b) esta en
R si existe una autopista de la ciudad a a la ciudad b. En el ejemplo de la partida de ajedrez,
sea S ={a, b, c,...} el conjunto de todas las listas de todas las posiciones y R una relacion
binaria sobre S tal que {a, b) esta en R si la lista de posiciones a puede transformarse en la
lista de posiciones b con un solo movimiento legal. Mas aln, tanto en estos casos como en
el de la popularidad de los candidatos presidenciales, deseamos saber si, dados ay b en S
existenc,d,e,...,h en S tales que{{a, c), (¢, d), (d, e}, ..., (h BYy < R.

En efecto, en muchos problemas que incluyen objetos discretos y relaciones binarias,
una representacion gréfica de los objetos y las relaciones binarias sobre ellos es una forma
de representacién muy conveniente. Esto nos conduce de modo natural al estudio de la teoria
de grafos.

T Para ser precisos, una lista de posiciones significa la posicion de todas las piezas con una especificacion acerca
de a quién le corresponde mover (es decir, mueven blancas o negras).
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52  TERMINOLOGIA BASICA

Un grafo dirigido G se define en términos abstractos como un par ordenado (F, E), donde
V es un conjunto y £ es una relacidn binaria sobre V. Como ya se sefiald, un grafo dirigido
puede representarse geométricamente como un conjunto de puntos marcados V con un
conjunto de flechas E entre parejas de puntos.” Por ejemplo, la figura 5.2 muestra un grafo
dirigido. A los elementos de V los llamaremos vértices, y a los pares ordenados de E, aristas
del grafo dirigido. Se dice que una arista es incidente con los vértices que ella une. Por
ejemplo, la arista (a, b) es incidente con los vértices a y b. En ocasiones, cuando deseemos
ser mas especificos, diremos que la arista (a, b) es incidente desde a y es incidente hacia b.
El vértice a es llamado el vértice inicial y el vértice b el vértice terminal de la arista (a, b).
Una arista que es incidente a partir y hacia el mismo vértice, como (c, c) en la figura 5.2, es
llamado un lazo. Se dice que dos vértices son adyacentes si estan unidos por una arista.
Ademas, al referirnos a una arista (a, b), diremos que el vértice a es adyacente al vértice b
y también diremos que el vértice b es adyacente desde el vértice a. También que un vértice
es aislado si no hay una arista incidente con él.

Un grafo no dirigido G se define de manera abstracta como un par ordenado (V, E),
donde V es un conjunto y £ es un conjunto de multiconjuntos de dos elementos de V. Por
ejemplo, G = {{a, b, c, d}, {{a, b}, {a, d), {b, c), {b, d), {c, c}}) es un grafo no dirigido. Un
grafo no dirigido puede representarse geométricamente como un conjunto de puntos marca-
dos V con un conjunto de lineas E entre los puntos. El grafo no dirigido G anterior se muestra
en la figura 5.3. Veamos otro ejemplo: sea V= {a, b, c, d, €} un conjunto de programas de
computadora. La figura 5.4 muestra un grafo no dirigido en el cual hay una arista entre dos
veértices si los programas correspondientes comparten algunos datos en comdn. A partir de
este momento, cuando sea claro el contexto, usaremos el término grafo para dar a entender
que se trata de un grafo dirigido o un grafo no dirigido, 0 ambos.

Sea V={a, b, c, d} un conjunto de cuatro jugadores en un torneo de tenis de eliminacion
directa.

Figura 5.2 Figura5.3

t En efecto, podriamos optar para definir un grafo dirigido como un conjunto de puntos marcados V con un conjunto de
flechas entre los puntos, de manera que a lo méas existe una flecha desde un punto a otro punto.
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Figura5.4

Sea E = {(a, b), (a, d), (b, d), (c, a), (c, b), (d, c)} una relacion binaria sobre V de manera
que (x, y) en E significa que x vencié a y en el encuentro entre ellos. El grafo G = (V, E) se
muestra en la figura 5.5a. Sea V" = {1, 2, 3, 4} el conjunto de los cuatro capitulos en un
libro. Si E' = {(1,2), (2,3), (3,1), (3,4), (4,1), (4,2)} es una relacién binaria sobre V tal
que (1,2) esta en E' significa que el material en el capitulo 1 hace referencia al material en
el capitulo 2, y asi sucesivamente. El grafo G' = (V', E') se muestra en la figura 5.5b. Un
lector observador habra reconocido que el grafo de la figura 5.5b se parece al grafo de la

a)

b) ¢)

Figura 5.5
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figura 5.5a. De hecho, la semejanza es mas evidente si volvemos a dibujar el grafo de
la figura 5.5b, como se muestra en la figura 5.5c. Si comparamos los grafos de la figura 5.5a
y figura 5.5¢, nos damos cuenta que tanto el problema del torneo de tenis como el problema
de las referencias cruzadas entre capitulos pueden ser representados de modo abstracto por
el mismo grafo. Por tanto, muchos de los resultados referentes a los jugadores de tenis pueden
volverse a expresar a partir de los resultados referentes a los capitulos del libro. Por ejemplo,
de acuerdo con la figura 5.5a, el jugador b es mejor que el jugador d quien, a su vez, vencio
al jugador c, y de acuerdo con la figura 5.5¢, el capitulo 1 se refiere al capitulo 2, el cual, a
su vez, se refiere al capitulo 3. El concepto de semejanza entre los dos grafos se puede hacer
con precision: dos grafos son isomorfos si hay una correspondencia uno a uno entre sus veér-
tices y entre sus aristas, de modo que las incidencias se conservan. En otras palabras, existe
una arista entre dos vértices en un grafo si y solo si hay una arista correspondiente entre los
vértices correspondientes en el otro grafo. Por ejemplo, la figura 5.6a muestra un par de
grafos no dirigidos isomorfos, y la figura 5.6; muestra un par de grafos dirigidos isomorfos.
En estas dos figuras, los vértices correspondientes en los dos grafos isomorfos estan
etiquetados con la misma letra, con superindice de prima y sin superindice. El lector puede
convencerse de que los grafos son isomorfos mediante la comprobacion de las relaciones de
incidencia.

Sea G = (V, E) un grafo. Diremos que un grafo G' = {V’, E') es un subgrafo de G si E'
es un subconjunto de E y V" es un subconjunto de V tal que las aristas de E' son incidentes
solo con los vértices de V’. Por ejemplo, la figura 5.7b muestra un subgrafo del grafo de la

a w b
b ' b
a}

a a

I'd a'
d b

4 &

€ f

b)
Figura 5.6
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al [ )

Figura5.7

figura 5.7a. Diremos que un subgrafo de G es un subgrafo generador si éste contiene todos
los vértices de G. EI complemento de un subgrafo G' - (V, E") con respecto al grafo G es
otro subgrafo G" = (V", E") tal que E" es igual a E - E', y V" s6lo contiene a los vértices
con los cuales las aristas de E" son incidentes.” Por ejemplo, la figura 5.7c muestra el
complemento del subgrafo de la figura 5.7b. El grafo completo no dirigido de n vértices,
denotado por K, , es un grafo con n vértices, en el cual existe una arista entre cada par de
vértices distintos. EI complemento de un grafo G de n vértices esta definido como su
complemento con respecto a K, y se denota por G.Por ejemplo, sea G un grafo de n
vértices. Supongamos que los n vértices de G representan n personas, y el conjunto de
aristas de G, representa una relacién de compatibilidad tal que una arista entre dos vértices
significa que las dos personas correspondientes pueden trabajar cooperando mutuamente. Es
evidente que el conjunto de aristas de & representara la relacion de incompatibilidad entre
las n personas. También definimos un grafo dirigido completo de n vértices como un grafo
con n vértices en el cual existe exactamente una flecha entre cada par de vértices distintos.

53 MULTIGRAFOS Y GRAFOS PESADOS

La definicion de un grafo puede extenderse de varias maneras. Sea G = (V, E), donde Fes
un conjunto y £ es un multiconjunto de pares ordenados de V x V. G es llamado un multigrafo
dirigido. Geométricamente, un multigrafo dirigido puede representarse como un conjunto
de puntos marcados V con un conjunto de flechas E entre los puntos, donde no existe
restriccion en el nimero de flechas de un punto a otro punto (en efecto, la multiplicidad de
un par ordenado de vértices en el multiconjunto E es el nimero de flechas entre los puntos
marcados correspondientes). Por ejemplo, la figura 5.8 muestra un multigrafo. Ahora
consideremos una representacion grafica de un mapa de carreteras en la cual una arista entre
dos ciudades corresponde a un carril en una autopista entre las ciudades. Como a menudo

t De acuerdo con nuestra definicion, algunos vértices aislados en G que no estan incluidos en G™ tampoco estaran
incluidos en G ". No obstante, siempre se puede modificar la definicion si se desea incluir dichos vértices
aisladosen G ".
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-
|Ejemplo 5.1

Figura5.8

hay autopistas de varios carriles entre pares de ciudades, esta representacion origina un
multigrafo. La nocion de un multigrafo no dirigido puede definirse de manera similar. De
ahora en adelante, cuando sea claro el contexto, usaremos el término grafo para significar
ya sea un "grafo" o un "multigrafo”, o ambos. Por otro lado, cuando sea necesario enfatizar
que nos referimos a un grafo (en lugar de a un multigrafo), usaremos el término grafo lineal.

Cuando modelamos una situacion fisica con un grafo abstracto, hay muchas ocasiones
en las cuales deseamos asociar informacion adicional a los vértices, a las aristas del grafo o
a ambos. Por ejemplo, en un grafo que representa la conexién por autopista entre dos
ciudades, podriamos desear asignar un nimero a cada lado para indicar la distancia entre las
dos ciudades conectadas por la arista. También podriamos desear asignar un nimero a cada
vértice para indicar la poblacion de la ciudad. En un grafo que represente los resultados de
los encuentros de un torneo de tenis podriamos etiquetar cada arista con las puntuaciones y
la fecha del encuentro entre los equipos conectados por la arista. De una manera formal y
general, definimos un grafo pesado como una cuadrupla ordenada (V, E,f g), 0 una tripleta
ordenada (V, E,f), o una tripleta ordenada (V, E, g), donde V es el conjunto de vértices,
E es el conjunto de aristas,/es una funcion cuyo dominio es V, y g es una funcién cuyo
dominio es E. La funcién/es una asignacion de pesos a los vértices, y la funcién g es una
asignacion de pesos a las aristas. Los pesos pueden ser nimeros, simbolos, o cualquier
cantidad que deseemos asignar a los vértices y a las aristas.

A continuacion presentamos algunos ejemplos:

Consideremos el problema de modelar el comportamiento de una maquina de ventas,
la cual vende caramelos porl5¢ la pieza. Por simplicidad, supongamos que la maquina
acepta s6lo monedas de cinco y diez centavos y no regresa cambio cuando se han
depositado mas del5¢.El grafo pesado de la figura 5.9 es una descripcion del
comportamiento de la maquina, donde los vértices corresponden a las cantidades que
ya han sido depositadas para la venta en un momento dado, a saber, 0, 5, 10 y13¢ 0
mas. En cualquier momento, un cliente puede hacer una de tres cosas: depositar una
moneda de 50, depositar una moneda de 10¢ y presionar un boton para un caramelo
de su gusto. En correspondencia, en el grafo de la figura 5.9, hay tres aristas que salen de
cada vértice, etiquetados con 5, 10 y P. Una arista con peso 5 actualiza la cantidad total
depositada en la maquina cuando el cliente introduce una moneda de 3¢,y una arista
con peso 10 actualiza la cantidad total depositada en la maquina cuando el cliente
introduce una moneda de 10¢.Es claro que cuando estamos en los vértices a,b y ¢
nada pasara cuando presionemos el boton para seleccionar un caramelo; la maquina
liberard un caramelo sdlo cuando el vértice d ha sido alcanzado.

a
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Ejemplo 5.2

a: 0¢ depositados P
b: 5¢ depositados

c: 10¢ depositados

d. 15¢ o mas depositados

Figura 5.9

Consideremos el problema de reconocer enunciados que en lengua inglesa constan de
un articulo, seguido de uno, dos o tres adjetivos, un sujeto y al Gltimo un verbo, como
se muestra enseguida.

El tren se detiene.
Una nifia pequefia rie.
Las nubes grandes, blancas, aborregadas, aparecen.

Cuando examinamos un enunciado palabra por palabra podemos determinar si tiene
esta forma especial mediante el seguimiento del grafo pesado de la figura 5.10,
comenzando en el vértice a. Si el vértice g es alcanzado, el enunciado esta en la forma
especial. Para simplificar el dibujo del grafo, usamos flechas punteadas para indicar el
descubrimiento de palabras que se encuentran fuera del orden normal. En tal caso
alcanzamos el vértice h, que significa la deteccion de un enunciado "ilegal".

Articulo Adjetivo Adjetivo Adjetivo Sujeto Verbo

> L ° > L] .f > ®

rd \}7,3_’__’__/ - g
< Sujeto L ,//' s

s
/  Sujeto
s Suj 4

Figura 5.10
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Los ejemplos 5.1 y 5.2 ilustran un modelo general que es Util en la descripcion de una
gran diversidad de problemas fisicos, que van desde maquinas automaticas y hardware
electronico para computadoras digitales hasta estructuras gramaticales para lenguajes. Dicho
modelo es conocido como un modelo de estado finito, refiriéndose al hecho de que existe
un ndmero finito de vértices en los grafos que describen los problemas. Este topico lo
estudiaremos en el capitulo 7.

54  PASEOSY CIRCUITOS

En un grafo dirigido, un paseo es una sucesion de aristas(e;,, e;,, - - . , ¢; ) tal que el vértice
terminal dee; coincide con el vértice inicial dee;, , paral £j <%~ 1.Diremos que un paseo
es simple si no incluye la misma arista dos veces, y que un paseo es elemental si no encuentra
el mismo vértice dos veces.* En la figuraS.11 {e;, &1, &s, ¢;)es un paseo;(e;, e, e, es, €3,
€3, €4) €S UN paseo, pero no es simple;{e;, e, €3, es, €4, €19, €17> €4)€S UN paseo simple, pero
no es un paseo elemental. En el ejemplo sobre la popularidad de los candidatos presidenciales
de la seccién 5.1, que el candidato a sea mas popular que el candidato b significa que existe
un paseo del vértice a hasta el vértice b en el grafo, el cual representa los resultados de las
encuestas. En el ejemplo del mapa de autopistas de la seccién 5.1, un paseo de un vértice
hasta otro vértice en un grafo que representa las conexiones de las autopistas es exactamente
una ruta de autopistas entre las ciudades correspondientes.

Un circuito es un paseo(e;,, e;, - - - , ¢;)en el cual el vértice terminal ¢, coincide con el
vértice inicial ;. Diremos que un circuito es simple si no incluye la misma arista dos veces,
y que un circuito es elemental si no encuentra el mismo vértice dos veces. En la figura 5.11
(e, &, ey, €5, e, €9, 212, &, €7} €S UN circuito simple, pero no es elemental;{e;, €, €3, €5, 2.
e4) es un circuito elemental.

€]

Figura5.11

T Para simplificar la notacion, identificamos las aristas de un grafo mediante nombres de letras como €y, €2, - - - »
como se muestra en la figura 5.11.
T En otras palabras, no hay dos aristas en la sucesion que tengan el mismo vértice terminal.
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En muchas ocasiones también representaremos un paseo 0 un circuito por la sucesion
de vértices que el paseo o circuito encuentra, cuando éste es trazado. Por ejemplo, el paseo
(1, e, €3, €3} en el grafo de la figura 5.11 también puede representarse como(vy, ¥4, ¥4, V4,
v7), Y el circuito(es, g, €10, €11 puede representarse como (vy, Vs, ¥g, Ve, V4).

Las nociones de paseos y circuitos en un grafo no dirigido pueden definirse en forma
similar. Dejaremos los detalles al lector.

Como se ilustré en ejemplos de las secciones 5.1 y 5.3, existen muchos problemas en
los cuales queremos determinar si existe un paseo de un vértice a otro. Ahora presentamos
un resultado que es Util para responder la pregunta sobre la existencia de dichos paseos. En
la siguiente seccion estudiaremos un procedimiento general para encontrar estos paseos.

En un grafo (dirigido o no dirigido) con n vértices, si existe un paseo desde el vértice
vy hasta el vértice v,, entonces existe un paseo con no mas de n - 1 aristas desde el
vértice v, hasta el vértice v,.

DEMOSTRACION Supongamos que existe un paseo desde v, hasta v,. Sea (v; ..., Vi,
..., Vo) la sucesién de vértices que el paseo encuentra cuando es trazado desde vj hasta
V,. Si existen | aristas en el paseo, entonces existen | + 1 vértices en la sucesion. Para |
mayor que n-1, debe haber un vértice v, que aparece mas de una vez en la sucesion,
es decir,(vj, ..., Vi .-y Vi -« » Vi .« -, ¥). Al borrar las aristas en el paseo que
conducen a v regresando a v, tenemos un paseo de v; a v, que tiene menos aristas que el
paseo original. Este argumento puede repetirse hasta que tengamos un paseo con

n-1o menos aristas. 5

Se dice que un grafo no dirigido es conexo si existe un paseo entre cualesquiera dos
vértices, y es no conexo en otro caso. Se dice que un grafo dirigido es conexo si el grafo no
dirigido derivado de éste, al ignorar las direcciones de las aristas, €s conexo y es no conexo
en otro caso. Entonces se tiene que un grafo no conexo consiste en dos 0 mas componentes,
cada una de las cuales es un grafo conexo. Un grafo dirigido es fuertemente conexo si para
cualesquiera dos vértices a y b en el grafo existe un paseo desde a hasta b, asi como también
un paseo desde b hasta a. Por ejemplo, la figura 5.12a muestra un grafo conexo que sin
embargo no es fuertemente conexo, en tanto que la figura 5.12b muestra un grafo no conexo.

L 2 > - - 1
L s
a)

Figura5.12

b)
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55 PASEOS CORTOS EN GRAFOS PESADOS

Sea G = (V, E, w) un grafo pesado, donde w es una funcién de E al conjunto de nimeros
reales positivos. Consideremos a V como un conjunto de ciudades y a E como un conjunto
de autopistas que conectan estas ciudades. El peso de una arista {i,j}, se escribe w(i,j)' que
denota la longitud de la arista {i,j}, la cual es interpretada como la distancia entre las dos
ciudades i y j, a pesar de haber otras interpretaciones como el costo anual t del mantenimiento
de la autopista, 0 el nimero de accidentes mensuales sobre la autopista, que también son
significativas. La longitud de un paseo en G se define como la suma de las longitudes de las
aristas del paseo. Un problema de gran interés es determinar el paseo més corto de un vértice
hasta otro vértice en V. Existen varios procedimientos bien conocidos para solucionar este
problema. Aqui presentamos uno descubierto por E. W. Dijkstra [6]. Nuestra presentacion
es en términos de grafos no dirigidos, no obstante el procedimiento también funciona para
grafos dirigidos.

Supongamos que estamos por determinar un paseo corto del vértice a hasta el vértice z
en G. En nuestro procedimiento determinamos un paseo mas corto desde a hasta algin otro
vértice, y luego, un paseo mas corto desde a hacia algun otro vértice, y asi sucesivamente.
Llega el momento en que nuestro procedimiento finaliza, cuando un paseo mas corto desde
a hasta z es determinado.

Nuestro procedimiento esta sustentado en las siguientes observaciones: sea T un
subconjunto de vértices de¥ con @ ¢ T.Sea P el subconjunto de vértices V - T. Un paseo
mas corto de a hasta uno de los vértices de T puede determinarse como sigue: para cada
vértice t de T, sea I(t) la longitud del paseo mas corto de entre todos los paseos de a hasta t
que no incluyen ningun otro vértice de T* [Observemos que I(t) no necesariamente es la
distancia mas corta de a hasta t, ya que podria haber un paseo mas corto de a hasta t que
incluya otros vértices de T.] Llamamos a I(t) el indice de t con respecto a P. Entre todos los
vértices de T, sea t, el vértice que posee el indice mas pequefio. Aseguramos que la distancia
mas corta entre a y t, es, en efecto, igual a I(t;). Para demostrar nuestra afirmacion,
supongamos que existe un paseo de a hasta t; cuya longitud es menor que I(t;). En ese caso
tal paseo debe incluir uno o mas de los vértices en T- { t;}. Sea t, el primer vértice en T-
{t:} que encontramos al trazar este paseo de a hasta t;. Se sigue que I(t,) es menor que I(ty),
lo cual es una contradiccion. En consecuencia, si al calcular I(t), grabamos la sucesion de
veértices del paseo que origina I(t) para cada t en T, también podriamos haber determinado
un paseo mas corto desde a hasta t;. Por ejemplo, para el grafo de la figura 5.13a, sea T =
{c, d, e, z}. Invitamos al lector a verificar que I(c) = 3, I(d) = 8, I(e) = 6, 1(z) = . Se sigue
que la distancia mas corta desde a hasta c es 3.

Sin embargo, también debemos encontrar una manera eficiente de calcular I{t) para cada
ten T. De nuevo, sea T un subconjunto de V y sea P = V- T. Suponemos que para cualquier
vértice p en P, existe un paseo mas corto desde a hasta p que incluye solo los vértices en P.
Suponemos que para cada vértice t en T ya hemos calculado su indice con respecto a P, I(t).

T Si queremos ser estrictos, deberiamos usar la notacion w({i,y}). No obstante, la notacion -w(i,j) es mas simple
y no es ambigua.
T Asignamos I(t) a oo si no existe paseo alguno.
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Figura 5.13

Seax un vérticeen T. SeanP’ P {x} y T* T — {x},y sea I'(t) el indice de un vértice t en
T' con respecto a P'. Afirmamos que

r(6) = min [K(0), I(x) + w(x, )] (5.1)

Para demostrarlo, observamos que existen dos maneras posibles de obtener un paseo méas
corto desde a hasta t que no incluye ningln vértice en T'. La primera, €s tener un paseo que
no incluya ni un vértice de T ni tampoco el vértice x. En ese caso, el indice de t con respecto
de P' es I(i). La segunda manera es tener un paseo que vaya desde a hasta x que no incluya
algun vértice en T, seguido por el lado {x, t}. En ese caso el indice de t con repecto de P’ es
#(x} + wlx, £). Debemos sefialar que no necesitamos considerar la posibilidad de tener un
paseo que va desde a hasta x, luego hacia algln p; en P, y entonces hacia t. Si se presentara
este caso, mientras exista un paseo mas corto desde a hasta p; que incluya a x, también existe

T Asignamos w(x, i) a infinito si no existe una arista que una a x y t en el grafo.
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uno que no incluye a x y que puede remplazarlo. Por tanto, esto se reduce a la primera
posibilidad considerada. Por ejemplo, para el grafo en la figura 5.13a, seanP = {a, b} ¥y T
= {¢, d, e, z}. Supongamos que ya hemos calculado #c) = 3, Id) = 8, i(e) = 6, I(z) = . Si
P'={a, b,c}, T'={d, e, z}, tenemos

M{dy=min (8,3 +w)=8
He)=min(e,3+1)=4
F(z)=min (0,3 + w0) =20

Estas observaciones nos conducen al siguiente procedimiento para el calculo de la
distancia mas corta desde a hacia cualquier vértice en G:

=

En principio, sea P = {a} v T= ¥ — {a}.Para cada vértice ten T, haga I(t) = w(a, i).
2. Seleccione el vértice en T que tiene el indice mas pequefio con respecto a P. Denote a
este vértice por x
3. Sixes el vértice que deseamos alcanzar desde a, se termina. Si no lo es, haga P' = P
w {x} y T' =T~ {x}. Para cada vértice t en 7", calcule su indice con respecto a P' de
acuerdo con (5.1).
4. Repitalospasos2y3,yuseP' comoPy7"comoT.

Exhortamos al lector a incorporar en este procedimiento los calculos necesarios para
tener un seguimiento del paseo desde a hasta x, cuya longitud es igual a I(x) para cada x en
T. En ese caso, estaremos preparados para determinar un paseo mas corto desde a hasta x
asi como la distancia mas corta.

Por ejemplo, para el grafo pesado de la figura 5.13a, los pasos sucesivos para determinar
un paseo mas corto entre a 'y z se muestran desde la figura 5.13 b, hasta la figura 5.13/ donde
los vértices en P han sido inscritos en una circunferencia. Nos damos cuenta de que los
vértices en Testan etiquetados con sus indices. Ademas, un vértice cuyo indice no es infinito
también es etiquetado con la secuencia de vértices correspondientes al paseo desde a hasta
el vértice cuya longitud es igual al indice del vértice. Recomendamos al lector esforzarse
por comprender completamente cémo estas secuencias de etiquetas de los vértices corres-
pondientes a los paseos desde a son construidas y modificadas. Asi, la distancia minima
entre ay zes 9, ytambién, el paseo méas corto es (a, b, ¢, €, d, 2).

56  PASEOS EULERIANOSY CIRCUITOS

Leonhard Euler se convirtio en el padre de la teoria de grafos cuando demostr6 en 1736 que
no era posible cruzar cada uno de los siete puentes sobre el rio Pregel en Konigsberg,
entonces Alemania, hoy Rusia, una y solo una vez durante una caminata turistica. Un mapa
de los puentes de Kdnigsberg se muestra en la figura 5.14a, el cual puede representarse por
el grafo mostrado en la figura 5.14b, donde las aristas representan los puentes y los vértices
las islas y las dos riberas. Es claro que el problema de cruzar cada uno de los puentes de
Kdnigsberg una y solo una vez es equivalente al de encontrar un paseo en el grafo de la figura
5.146 que pase a través de cada arista una y solo una vez. Resulta ser que, en lugar de buscar
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Figura5.14

una solucidén usando la fuerza bruta por tanteos, lo cual probablemente es lo que los
habitantes de Kdnigsberg hicieron, Euler descubrié un criterio muy simple para determinar
cuando existe un paseo en un grafo que pase a través de cada arista una y solo una vez.
Definimos un paseo euleriano en un grafo como el paseo que pasa a través de cada lado en
el grafo una y sdlo una vez. De modo similar, definimos un circuito euleriano en un grafo
Como un circuito que pasa a través de cada arista del grafo una y sdlo una vez. Por el momento
restringimos nuestro andlisis a grafos no dirigidos. Como veremos mas adelante, la extension
a grafos dirigidos es practicamente directa.

Para establecer una condicion necesaria y suficiente para la existencia de paseos o
circuitos eulerianos en un grafo arbitrario, introducimos la nocidn del grado de un vértice.
El grado de un vértice es el nimero de aristas incidentes en él (sefialemos que un lazo
contribuiria con 2 al grado de un vértice). Primero observemos que en un grafo cualquiera
hay un nimero par de vértices de grado impar. Puesto que cada arista contribuye con 1 al
grado de cada uno de los dos vértices con los cuales es incidente, la suma de los grados de
los vértices es igual al doble del nimero de aristas de un grafo. De esto se sigue que debe
existir un nimero par de vértices de grado impar.

La existencia de paseos eulerianos o circuitos eulerianos en un grafo esté relacionada
con los grados de los vértices. Ahora mostramos un resultado debido a Euler:

Un grafo no dirigido tiene un paseo euleriano si y sdlo si éste es conexo y tiene cero o
dos vértices de grado impar."

DEMOSTRACION Supongamos que el grafo tiene un paseo euleriano. Que el grafo debe
ser conexo es obvio. Cuando el paseo euleriano es trazado, observamos que cada vez
que el paseo cruza un veértice, pasa a través de dos aristas las cuales son incidentes con
el vértice y no han sido recorridas anteriormente. Asi, excepto para los dos vértices en
los dos extremos del paseo, el grado de cualquier vértice en el grafo debe ser par. Si los
dos vértices en los extremos del paseo euleriano son distintos, ellos son los Unicos dos

t Descartamos e! caso de los grafos que contienen vértices aislados por ser poco interesante.
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Corolario 5.2.1

veértices con grado impar. Si ellos coinciden, todos los vértices tienen grado par, y el
paseo euleriano es un circuito euleriano. Asi, la condicion de necesidad se ha de-
mostrado.

Para demostrar la condicion de suficiencia, construimos un paseo euleriano que
inicie en uno de los dos vértices que son de grado impar' y continuamos a través de las
aristas del grafo de manera tal que no pasemos mas de una vez a través de alguna arista.
Para un vértice de grado par, siempre que un paseo “entra” al vértice a través de una
arista, siempre podra "salir" del vértice por otra arista que no ha sido recorrida con
anterioridad. Por tanto, cuando la construccion llegue a su fin, deberemos haber
alcanzado el otro vértice de grado impar. Si todas las aristas del grafo se recorrieron de
esta manera, es obvio que tenemos un paseo euleriano. Si no fueron recorridas todas las
aristas del grafo, entonces eliminemos aquellas aristas que han sido recorridas y
obtendremos un subgrafo formado por las aristas restantes. Todos los grados de los
veértices de este subgrafo son pares. Ademas, este subgrafo debe tocar al paseo que
habiamos recorrido en uno o mas vértices, ya que el grafo original es conexo. Al
comenzar desde alguno de estos vértices, podemos construir de nuevo un paseo que
pase a través de las aristas. Debido a que los grados de todos los vértices son pares, este
paseo debe regresar finalmente al vértice en el cual comenz6. Podemos combinar este
paseo con el que ya teniamos construido para obtener el paseo que comienza y termina
en los dos vértices de grado impar. Si es necesario, el argumento se repite hasta obtener

un paseo que pase a través de todas las aristas del grafo. 5

Un grafo no dirigido tiene un circuito euleriano si y s6lo si s conexo y sus vértices son
todos de grado par.

Concluimos a partir del teorema 5.2 y el corolario 5.2.1 que el grafo de la figura 5.15a

tiene un paseo euleriano, pero no tiene un circuito euleriano debido a que el grafo es conexo y

b) Figura5.15

al

T Comenzamos en un vértice arbitrario si no hay un vértice de grado impar.
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o) d}
Figura 5.16

tiene exactamente dos vértices, d y e, de grado impar. También el grafo de la figura 5.156
tiene un circuito euleriano, debido a que el grafo es conexo y todos los vértices son de grado
par.

Ahora mostraremos algunos ejemplos ilustrativos.

Ejemplo 5.3 A menudo encontramos el reto de determinar la posibilidad de dibujar una figura dada
con un trazo continuo de manera que ninguna parte de la figura sea repetida. Por ej emplo,
la figura que se muestra en la figura 5.16a puede trazarse como se muestra en la figura
5.16b. Imagine que en la figura 5.16a se muestra un grafo como el de la figura 5.16c.
Entonces el problema de trazar la figura 5.16a es determinar la existencia de un paseo
euleriano en el grafo de la figura 5.16¢. Puesto que el grafo de la figura 5.16c tiene s6lo
dos vértices de grado impar, entonces tiene un paseo euleriano. De modo similar, las
dos figuras de la figura 5.16d pueden dibujarse por un trazo continuo sin que Se repita
ninguna parte de las figuras. -
Deseamos saber si es posible arreglar las 28 fichas diferentes de un dominé’ en un
circulo de manera que las mitades adyacentes de cualesquiera dos fichas adyacentes en
el arreglo sean las mismas. Construimos un grafo con siete vértices correspondientes a
blanco, 1, 2, 3, 4, 5y 6. Existe una arista entre cualesquier par de vértices correspon-

'Ejemplo 5.4

T Véase el ejemplo 3.17.
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dientes a una ficha cuyas dos mitades son los dos vértices con los que la arista es
incidente. Se tiene que un circuito euleriano en este grafo correspondera a un arreglo
circular, como se especifico anteriormente. Dado que el grado de cualquier vértice en
este grafo es 8, existe, en efecto, un circuito euleriano.

Nuestros resultados pueden extenderse de inmediato para grafos dirigidos. En un grafo

dirigido, el grado de entrada de un vértice es el nimero de aristas que son incidentes hacia
éste, y el grado de salida de un vértice es el nimero de aristas que son incidentes desde éste.
De modo similar a los resultados sobre grafos no dirigidos tenemos lo siguiente:

Un grafo dirigido tiene un circuito euleriano si y sélo si es conexo y el grado de entrada
de cualquier vértice es igual a su grado de salida. Un grafo dirigido tiene un paseo
euleriano si y solo si es conexo y el grado de entrada de cualquier vértice es igual a su
grado de salida, con la posible excepcidn de dos vértices. Para estos dos vértices,
el grado de entrada de uno de ellos es mayor en uno que su grado de salida, y el grado
de entrada del otro es menor en uno que su grado de salida.

Un ejemplo interesante proviene de un problema de conversion analdgica a digital. La
superficie de un tambor giratorio se divide en 16 sectores, como se muestra en la figura
5.17a. La informacion posicional del tambor se representa mediante las sefiales digitales
binarias, a,b,c d, como se muestra en la figura 5.17b, donde materiales conductores
(area sombreada) y no conductores (area en blanco), son usados para construir los
sectores. De acuerdo con la posicion del tambor, las terminales a,b,c y d se encontraran
conectadas a tierra o bien aisladas de ésta. Por ejemplo, cuando la posicion del tambor
es la mostrada en la figura 5.17b, las terminales a, cy d estan conectadas a tierra, en
tanto que la terminal b no lo esta. Para que las 16 posiciones diferentes del tambor sean
representadas diferentemente por las sefiales binarias de las terminales, los sectores
deben construirse de tal manera que dos patrones de conductores y no conductores de

a) b)

Figura5.17
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cuatro sectores consecutivos no sean los mismos. El problema es determinar si tal
arreglo de sectores conductores y no conductores existe y, si es asi, determinar de qué
arreglo se trata. Si asignamos el digito binario 0 para denotar un sector conductor y el
digito binario 1 para denotar un sector no conductor, podemos replantear el problema
de la siguiente manera: acomodar 16 digitos binarios en un arreglo circular tal que las
16 sucesiones de 4 digitos consecutivos sean todas distintas.

La respuesta a la pregunta de la posibilidad de tal arreglo es afirmativa, y esto es
realmente obvio una vez que se toma el punto de vista adecuado. Construyamos un grafo
dirigido con ocho Vértices, los cuales son etiquetados con los ocho diferentes nimeros
binarios de 3 digitos {000, 001,. . ., 111}. A partir de un vértice etiquetado oya,0t5,
existe una arista hacia el vértice etiquetado o, 050 y una arista hacia el vértice etiquetado
oy a 3. El grafo asi construido se muestra en la figura 5.18. Ademas, etiquetemos cada
arista del grafo con un nimero binario de 4 digitos. En particular, la arista del vértice
o o,0; al vértice o030 es etiquetado comoar; o040, v la arista del vértice o1 o, g
al vértice ayt;les etiquetada comoeyoyaty1, Puesto que los vértices son etiquetados
con los ocho nimeros binarios distintos de 3 digitos, las aristas seran etiquetadas con
los 16 nimeros binarios distintos de 4 digitos. En un paseo del grafo, las etiquetas para
cualesquiera dos aristas consecutivas deben ser de la formact;oi,tt30t; ¥ 0LyCt, 004055 €S
decir, los tres digitos finales de la etiqueta de la primera arista son idénticos a los tres
digitos iniciales de la etiqueta de la segunda arista. Puesto que los 16 lados en el grafo
son etiquetados con distintos nimeros binarios, se tiene que existe un arreglo circular
de 16 digitos binarios, que corresponde al circuito euleriano del grafo, en el cual todas
las sucesiones de 4 digitos consecutivos son distintas. Por ejemplo, para el circuito
euleriano (ey, €,, e,, es, 19, €4, €y, €3, €, €13, €y, €1, €45, €14, €19, €3),la SUCESION corres-
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pondiente de 16 digitos binarios es 0000101001101111 (el arreglo circular se obtiene
al cerrar los dos extremos de la sucesion). De acuerdo con nuestros resultados hasta
ahora obtenidos, la existencia de un circuito euleriano en el grafo es obvia, debido a que
cualquiera de los vértices tiene grado de entrada igual a 2 y un grado de salida igual a
2. Ademas, podemos encontrar un circuito euleriano en el grafo, si seguimos el
procedimiento de construccidn sugerido en la demostracion del teorema 5.2.

Usando un argumento similar, podemos demostrar que es posible arreglar 2" digitos
binarios en un arreglo circular tal que las 2" sucesiones de n digitos consecutivos en el
arreglo sean todas distintas. Para demostrar esto, construimos un grafo dirigido con
2«-i Vértices, los cuales son etiquetados con los 2"* niimeros binarios de (n - 1)
digitos. A partir del vérticea o0t - - - @, _,eXiste una arista al vérticea,ots - - -
o, _10, el cual es etiquetado como ayety0i; - - - @, _ 40, y UNa arista hacia el vértice
o0y - - - o, 1, el cual es etiquetado como o eiy0ts - « + @, - 1. ES claro que este grafo
tiene un circuito euleriano que corresponde a un arreglo circular de los 2 " digitos

binarios.
a

PASEOS Y CIRCUITOS HAMILTONIANOS

Un problema similar a la determinacion de un paseo o circuito euleriano, es el de determinar
un paseo 0 un circuito que pasa a través de cada vértice en un grafo una y sélo una vez.
Definimos un paseo (circuito) hamiltoniano como un paseo (circuito) que pasa a través de
cada uno de los vértices de un grafo exactamente una vez (Sir William Hamilton invent6 el
juego "alrededor de todo el mundo” en el cual el jugador es invitado a determinar una ruta
a lo largo de un dodecaedro tal que pasara a través de cada vértice una y sélo una vez).

Como un ejemplo, consideremos el problema de sentar un grupo de personas alrededor
de una mesa. Si consideramos que los vértices de un grafo no dirigido denotan las personas
y las aristas denotan cuando dos personas sean amigas, un circuito hamiltoniano corresponde
a la manera de sentarlas de modo que cada una tenga un amigo a cada lado.

Aunque el problema de determinar la existencia de circuitos o paseos hamiltonianos
tiene la misma connotacion que el de determinar la existencia de paseos o circuitos
eulerianos, no se conoce ninguna condicion necesaria y suficiente. Para demostrar que un
grafo dado tiene un paseo o circuito hamiltoniano, podemos apoyarnos en una construccion
explicita de dicho paseo o circuito. Por ejemplo, en el grafo de la figura 5.19 las aristas
gruesas constituyen un circuito hamiltoniano.

Figura5.19
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Mostraremos ahora algunos resultados generales sobre la existencia de paseos o circuitos

hamiltonianos. Nuestro primer resultado es mas bien una condicién general que es
suficiente para garantizar la existencia de un paseo hamiltoniano en un grafo no dirigido:

Sea G un grafo lineal de n vértices. Si la suma de los grados para cada par de vértices
de G es n - 1 0o mayor, entonces existe un paseo hamiltoniano en G}

DEMOSTRACION Primero demostraremos que G es un grafo conexo. Supongamos que
G tiene dos 0 mas componentes no conexas. Sea v, un vértice en una componente que
tiene ny vértices y v, un vértice en otra componente que tiene n, vértices. Debido a que el
grado de v, esalomésn, - 1y el grado de v, es a lo mas n, - 1, la suma de sus grados es a
lo mas n; + n, - 2, que es menor que n - 1, y tenemos una contradiccién.

Ahora demostraremos como puede ser construido paso por paso un paseo hamil-
toniano, comenzando con un paseo que contiene una sola arista. Supongamos que existe
un paseo de p - 1 aristas, p < n, en G el cual cruza la sucesion de vértices (v Va,. ..,
Vp). Si vq 0 v, es adyacente a un vértice que no esté en el paseo, podemos extender de
inmediato el paseo para incluir este vértice y obtener un paseo de p aristas. En otro caso,
tanto v; como v, son adyacentes solamente a los vértices que estan en el paseo.
Queremos demostrar que en ese caso existe un circuito que contiene exactamente los
VErtices vy, Va,. .., V. Si vy es adyacente a v, entonces el circuito(vy, v, . . . , v, V1) Sera
suficiente, de manera que consideraremos que v; sélo es adyacente av;, vi,...,

v,,donde 254 <p- 1.3t Si v, es adyacente a alguno dev;, _ . ¥, _, -+ - » ¥, _ 15 digamos
d Vi1, eniunces, como se muestra en la figura 5.20, el circuito(vy, v, v, . . ., ¥iZ | Vi
Vp1, .-y Vi, Vi) coOntiene exactamente los vérticesvy, v,, ..., v,.Si v, no es adyacente
aninguno dev;, _1,¥%;,_ - .., ¥;,_ 1s€ntonces v, es adyacente a lo mas ap - k - 1 vértices.
En consecuencia, la suma de los grados dew; ¥ ¥,es a lo méas n - 2, lo cual es una
contradiccion.

Ahora que tenemos un circuito que contiene a todos los vértices vy, vy, . . ., ¥y
tomemaos un vértice vy, que no esté en el circuito. Debido a que G es conexo, existe un
vértice vy que no esta en el circuito con una arista entre v, ¥ v, para algin vy, en {v;, v,

Figura5.20

t Efectivamente, iy = 2.
1 Véase el problema 5.33 para una generalizacion de este resultado.
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+ -+ 4V}, cOMo se muestra en la figura 5.21a. Ahora tenemos el paseo(v,, vy, Vi 41 - « - »

Vi 1oV Voo 1s - - -5 ¥ V1. V2, - - ., Vi 1), €l cual contiene p aristas, como se muestra en
la figura 5.216.

Podemos repetir la construccion anterior hasta que obtengamos un paseo conn - 1
aristas. m}

Es facil ver que la condicion del teorema 5.4 es una condicion suficiente pero no

necesaria para la existencia de un paseo hamiltoniano en un grafio. Sea G un n-a4gono, n > 5.
Es claro que G tiene un paseo hamiltoniano a pesar de que la suma de los grados de dos
vertices cualesquiera es 4.

Consideremos el problema de programar siete examenes en siete dias, de manera que
dos exdmenes aplicados por el mismo instructor no se programen en dias consecutivos.
Si ningdn instructor aplica méas de cuatro exdmenes, mostraremos que siempre sera
posible programar los exdmenes. Sea G un grafo con siete vértices que corresponden a
los siete examenes. Existe una arista entre cualesquiera dos vértices, la cual corresponde
a dos exadmenes aplicados por diferentes instructores. Puesto que el grado de cada vértice
es al menos 3, la suma de los grados de cualesquiera dos vértices es al menos 6. En
consecuencia, G siempre contendrd un paseo hamiltoniano, el cual corresponde a una

programacion adecuada para los siete examenes. -

Otro resultado interesante es:

Siempre existe un paseo hamiltoniano en un grafo dirigido completo.
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Ejemplo 5.7

DEMOSTRACION Consideremos que existe un paseo con p - 1 aristas en un grafo diri-
gido completo, el cual craza la sucesion de vértices (v; V..., Vp). Sea vy un vértice que
no esta incluido en este paseo. Si existe una arista (vy, vi) en el grafo, podemos
aumentar el paseo original agregando la arista (vy, v{) al paseo, de manera que el vértice v,
estara incluido en el paseo aumentado. Si, por otro lado, no existe una arista de vy a
vy entonces debe existir una arista (vy, vy) en el grafo. Supongamos que (v, V,) también es
una arista del grafo. Podemos remplazar la arista (v; v,) en el paseo original con dos
aristas (v}, v) ¥ (¥,, v2} de manera que el vértice v estara incluido en el paseo aumentado.

Por otro lado, si no existe una arista de vy a v,, entonces debe existir una arista (v, vy) en
el paseo y podemos repetir el argumento. Por Gltimo, si encontramos que no es posible
incluir el vértice v, en cualquier paseo aumentado mediante el remplazo de una arista
(%, i, 1) en el paseo original con dos aristas(vg, v,} ¥ (Vs ¥, Jeon L Sk p -1,
entonces concluimos que debe existir una arista (v,, Vi) en el grafo. Podemos, por tanto,
aumentar el paseo original agregandole la arista (v,, vy) de manera que el vértice vy serd
incluido en el paseo aumentado. Podemos repetir el argumento hasta que todos los

vértices del grafo sean incluidos en el paseo. -

Como una aplicacion del resultado del teorema 5.5, consideremos el problema de cla-
sificar a los jugadores de un torneo de tenis de eliminacion directa, de modo que el
jugador a se clasificara mejor que el jugador b si a vence a b, o si a vence al jugador que
venci6 a b, o si a vence a un jugador que vencio a otro jugador que vencid a su vez a b,
y asi sucesivamente. Como los resultados de los encuentros pueden representarse como
un grafo dirigido completo, la existencia de un paseo hamiltoniano en el grafo significa
que siempre es posible clasificar a los jugadores linealmente (observe que dicha

clasificacion no es necesariamente Unica). a

Otro ejemplo ilustrativo consiste en considerar el problema de imprimir y luego encua-
dernar n libros. Existe una impresora y una encuadernadora. Consideremos que pj Y bj
denotan el tiempo de impresién y el tiempo de encuademacion del libro i, respectiva-
mente. Si para dos libros cualesquiera i, j sabemos que bien b; z p; o bien &; 2 p,
demostraremos que es posible especificar el orden en el cual los libros son impresos (y
luego encuadernados), de manera que la maquina encuadernadora se mantendra ocupada
hasta que todos los libros sean encuadernados, una vez que el primer libro es impreso
(asf, el tiempo total que toma completar toda la tarea es py + Z7_, b,para algin k).
Construiremos un grafo dirigido de n vértices correspondientes a los n libros. Existe
una arista del vértice i al vértice y si y sélo si &; Z p;.Observamos que éste es un grafo
dirigido completo, y un paseo hamiltoniano en el grafo dirigido completo sera un orde-

namiento de los libros, que satisface la condicion anteriormente establecida. -

No existe un método general para la solucién del problema consistente en demostrar la

no existencia de un paseo o circuito hamiltoniano en un grafo. Aqui presentamos, no obs-
tante, un ejemplo ilustrativo:
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Figura5.22

Queremos demostrar que el grafo de la figura 5.22a no tiene un paseo hamiltoniano.
Etiquetamos el vértice a como A y etiquetamos todos los vértices que le son adyacentes
como B. A continuacion etiquetamos todos los vértices adyacentes a un vértice B como
A, y etiquetamos todos los vértices adyacentes a un vértice A como B, hasta que todos
los vértices sean etiquetados. El grafo etiquetado se muestra en la figura 5.22b. Si existe
un paseo hamiltoniano en el grafo, entonces éste debe pasar a través de los vértices A 'y
los vértices B alternativamente. No obstante, ya que hay nueve vértices A y siete vértices

B, la existencia del paseo hamiltoniano es imposible. a

*58 ELPROBLEMA DEL AGENTE VIAJERO

En esta seccion vamos a analizar una extension natural del problema de encontrar un circuito
hamiltoniano en un grafo. El problema del agente viajero que ha sido durante mucho tiempo
de gran interés. Sea G = (V, E, w) un grafo completo de n vértices, donde w es una funcion
de E hacia el conjunto de nimeros reales positivos tal que para cualesquiera tres vértices
i,j, kenV

w(i, /) + w(j, k) 2 w(i, k)!

Nos referimos a w(i,j) como la longitud de la arista {i,j}. El problema del agente viajero
requiere de un circuito hamiltoniano de longitud minima, donde, nuevamente, la longitud
del circuito esta definida como la suma de las longitudes de las aristas del circuito.

Una interpretacion fisica de la formulacion abstracta es més obvia: consideremos el
grafo G como un mapa de n ciudades donde w(i,j) es la distancia entre las ciudades i y j. Un

T Esta condicion, conocida como la desigualdad del tridngulo, es necesaria para demostrar el resultado de (5.2).
Por otro lado, uno puede tratar de argumentar que la desigualdad del tridngulo se satisface en la mayoria de los
casos de la vida real.
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Teorema 5.6

agente desea realizar un recorrido por las n ciudades, que comience y termine en la misma
ciudad, e incluya visitar a cada una de las n -1 ciudades restantes una y sélo una vez. Ademas,
se desea un itinerario que tenga una distancia total minima. El problema del agente viajero
resulta ser dificil en el sentido de que no se conoce un procedimiento “eficiente" para
resolverlo. Al recordar nuestro analisis de la seccion 4.7 sobre el problema de la programa-
cién de tareas, deseariamos buscar procedimientos sencillos que proporcionaran buenos
resultados en el problema del agente viajero. Para ejemplificar esta posibilidad, presentamos
un procedimiento conocido como el método del vecino mas cercano, que proporciona
resultados razonablemente buenos para el problema del agente viajero:

1. Comience con un vértice escogido de modo arbitrario, y encuentre el vértice que esté
mas cercano al vértice inicial para formar un paseo inicial de una arista. Aumentaremos
este paseo en un proceso de vértice por vértice como es descrito en el paso 2.

2. Denote como x al ltimo vértice que fue agregado al paseo. De entre todos los vértices
gue no estan en el paseo, seleccione aquel que esté mas cercano a x, y agregue al paseo
la arista que conecta x con este vértice. Repita este paso hasta que todos los vértices de
G estén incluidos en el paseo.

3. Forme un circuito agregando la arista que conecta el vértice inicial y el Gltimo vértice
agregado.

Por ejemplo, para el grafo mostrado en la figura 5.23a, si comenzamos desde el vértice
a, una construccion vértice por vértice de un circuito hamiltoniano de acuerdo con el método
del vecino mas cercano se muestra en la figura 5.23b, hasta la figura 5.23e. Observemos que
la distancia total de este circuito es 40, en tanto que la distancia total de un circuito
hamiltoniano minimo es 37, como se observa en la figura 5.23f.

Demostraremos el siguiente resultado:

Para un grafo con n vértices, sea d la distancia total de un circuito hamiltoniano obtenido
de acuerdo con el método del vecino més cercano y sea d, la distancia total de un circuito
hamiltoniano minimo. Entonces,

<iignl+ 13 (5.2)

& n

DEMOSTRACION Antes de proceder con la demostracion, daremos la idea general de
la demostracion considerando un caso especifico. Sea D un circuito hamiltoniano
obtenido de acuerdo con el método del vecino mas cercano. Sean I, la longitud de la

t Como podria responder el lector, esto depende por completo de lo que entendamos por un procedimiento
"eficiente”. La eficiencia de los procedimientos de computacion es un tdpico importante en teoria de la
computacion, la cual estudiaremos en el capitulo 8. Por ahora, digamos solamente que no existe un procedimiento
conocido que pueda resolver el problema del agente viajero con mas de varios cientos de ciudades mediante el
uso de una computadora digital de gran escala en una cantidad de tiempo razonable.

1 Recordemos que adoptamos la notacion Ig n para log, n. Usamos [x] para denotar el entero mas pequefio mayor
que o igual ax.
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arista mas grande en D, |, la longitud de la siguiente arista mas grande en D, y, en general,
I; 1a longitud de la i-ésima arista mas grande en D. Asi,

i=1
Por simplicidad, tomemos n = 14. Supongamos que podemos demostrar que
dy 221,
dy 2 21,
do22(l+ 1) (5.3)
doz2(ls+ lg+ I+ Ig)
doz2(lg+ o+ Iyt + 3+ 1)

entonces tendremos

14
Sdpz2 ) [=2d

i=1

| =

_<_;._.- Mg 141+

[~

il

Asi podemos tener un conjunto de desigualdades similar al de las ecuaciones (5.3)
para un n en general, demostraremos que

dy 2 21, (5.4)
dyz2 2 |, 1sksls (5.5)
e 121
y
dyz2 2, (5.6)

P=[n2]+1

Sefialemos que si n es par (5.6) esté incluido en (5.5).

Antes que nada (5.4) proviene de la desigualdad del triangulo. Supongamos que la
arista mas grande en D es incidente con los vértices x y y. Entonces la desigualdad del
triangulo implica que la longitud de cualquier paseo entre x y y es mayor o igual a |;.
Debido a que cualquier circuito hamiltoniano de G puede dividirse en dos paseos entre
XYy (5.4) se obtiene inmediatamente.

Sea a; el vértice para el cual la i-ésima arista mas grande en D fue agregada en
nuestra construccion de acuerdo con el método del vecino més cercano (por ejemplo,
segln esta convencion, los vértices del grafo de la figura 5.23a son nombrados de esta
manera en la figura 5.24a). Para un k fijo, 1 = &k = [#/2],sea H el subgrafo completo de
G que contiene los vérticesa; I £i=24 Sea T el circuito hamiltoniano en H que visita
los vértices de H en el mismo orden circular como el de un circuito hamiltoniano minimo
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Figura5.24

que visita los vértices de G." Sea t la longitud de T (en el ejemplo de la figura 5.23,
al considerar el caso k = 2. El subgrafo H es el que se muestra en la figura 5.24b. En
el circuito hamiltoniano minimo de la figura 5.23f los vértices son visitados en el
circular a,, a,, as, as, a,, de manera que el circuito T es el mostrado en la figura 5.24c,
y t = 36). Por la desigualdad del triangulo, tenemos

dozt (5.7)

Sea {a;, a;} una arista de T. Si en nuestra construccion de acuerdo con el método
del vecino mas cercano, el vértice a, fue agregado antes que a;, tenemos que w(a;, a;)
z I, Sia, fue agregado antes que a;, tenemos que  w(a;, a;) = £, que es lo mismo que
w(a,, a;) = 1. Asi, tenemos
w{(a;, a;) Z min (/;, ) (5.8)
Sumando (5.8) para todas las aristas en 7, obtenemos

tz Y min(l, /) (5.9)

(g, a) e T

Observemos que el valor méas pequefio posible para min (I, I;) en la suma en (5.9) es I
el siguiente valor mas pequefio posible es I, ¥ asi sucesivamente. Ademas, para

t Todos los vértices en G pero no en H son ignorados en el orden circular.
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cualquier 1 =i = 2k, /; puede aparecer en la suma a lo mas dos veces. Puesto que hay 2k

aristas en T, la suma en (5.9) es mayor o igual que el doble de la suma de las longitudes
de las k aristas mas cortas. En consecuencia, tenemos

tz Z min (!,‘. !;)i ZUER 1 !ER IR J;‘.+ l}
@ayeT
2k
2y, (5.10)
i=k+1

Si combinamos (5.7) y (5.10), obtenemos (5.5).
La desigualdad (5.6) puede demostrarse de manera similar:" Sea D, un circuito

hamiltoniano minimo. Mediante el mismo argumento usado para deducir (5.9), obte-
nemos

dz Y min(, 1)
(a,a)e Dy,

A partir del mismo argumento empleado para deducir (5.10), obtenemos

dyz Y min( ) = 20, b ) ¥
(e, ay e by,
2 2Un t !H p et fru,-",’._+ I.)
n
=2 2
i=n2]41

Ahora, para k= 1,21,22, ..., 2lleni=2 (5 5) da lugar a las [Ig n]-1 desigualdades:
dy 2 25
dy 2 2L+ 1)
dy 2 25+l + 17+ 1g)

d é zlnﬁrr‘i—.’ 1 Tf:-fgrrl FIE T K'I;w' r:
0 2 + 1 2 2 2

Si sumamos estas desigualdades, obtenemos

' f’zflp_n'-l\
(Mgnl-=1)dy 2 2| 3 s,-u (5.11)
=
Puesto que ’

I—;—‘ Pl 2Menl-1 4 para n> 1

(5.6) nos conduce a

T S6lo necesitamos considerar este caso cuando n es impar.
1 Sefialemos que 2%"1-Yes |a potencia mas grande de 2 que es menor que n.
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n

22 Y (5.12)

i=lenl-t
Si sumamos (5.4), (5.11) y (5.12), obtenemos

(Ngnl+1)dy 2 2% I, = 2d

i=

*5.9  FACTORES DE UN GRAFO

La nocion de un circuito hamiltoniano para un grafo puede extenderse a la de un 2-factor de
un grafo. Primero presentaremos, no obstante, una definicién méas general: un k-factor de un
grafo se define como un subgrafo generador del grafo cuyos grados de cada uno de sus
vértices es k. Por ejemplo, para el grafo de la figura 5.25a, la figura 5.25; muestra un 1 -
factor, y la figura 5.25¢c muestra un 2-factor del grafo. Observemos que un grafo podria tener
muchos A-factores diferentes, o podria no tener ningiin A-factor para algin k. Por ejemplo, las
figuras 5.26a y 5.26b muestran dos grafos que no tienen un 1-factor, y la figura 5.26¢
muestra un grafo que no tiene un 2-factor.

Aunque podemos demostrar mediante exhaustion que el grafo de la figura 5.26a no

a) b) ¢}
Figura 5.25

& _T L

p— - [ 2 % ﬂi—ﬁ- + 4

\ b -9 & o4
\ : + - *
L s +» 1

al b) 4]

Figura 5.26
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H Figura5.27

tiene un 1-factor y que el grafo de la figura 5.26¢ no tiene un 2-factor, es probable que no
sea obvio que el grafo de la figura 5.26b no tenga un 1-factor. Ahora daremos una interesante
demostracion de este resultado (para otra demostracion, véase el problema 5.40). Suponga-
mos que nos dan un tablero de ajedrez con sus dos esquinas diagonalmente opuestas
recortadas, como se observa en la figura 5.27. Supongamos que tenemos algunas fichas de
domind, cada una de las cuales cubre con exactitud dos de los cuadros en el tablero de ajedrez.
Queremos saber si es posible cubrir el tablero truncado con 31 fichas de domino. Sefialemos
que éste es exactamente el problema de determinar si hay un 1-factor en el grafo de la figura
5.266. Recordemos que los cuadros de un tablero de ajedrez estandar tienen alternados los
colores blanco y negro. Puesto que los dos cuadros recortados son blancos, como se muestra
en la figura 5.27, existen 30 cuadros blancos y 32 cuadros negros en el tablero de ajedrez.
Debido a que una ficha de dominé siempre cubre un cuadro negro y uno blanco sin importar
cémo sea colocado, se sigue que es imposible cubrir el tablero de ajedrez.

Consideremos el problema de programar reuniones para un nimero dado de comités.
Hay dos salones de conferencias, y es posible programar dos reuniones simultaneas. No
obstante, debido al traslape de las membresias de los comités, ciertos pares de reuniones no
pueden ser programadas al mismo tiempo. Sea G = (V, E) un grafo, donde Fes el conjunto
de reuniones y una arista {a, b} en E significa que las reuniones a y b pueden programarse
al mismo tiempo. Como el lector notard, un 1-factor de G seré un apareamiento aceptable.

Como se menciond al inicio, la nocion de un 2-factor es una generalizacion de un circuito
hamiltoniano, ya que, de acuerdo con el teorema de Euler, un 2-factor es un conjunto de
circuitos de vértices disjuntos tales que su unién contiene a todos los vértices del grafo.
Como un ejemplo, presentaremos la solucién de una adivinanza cominmente conocida como
"locura instantanea”. Se nos dan cuatro cubos, con cada una de sus caras pintadas con alguno
de los cuatro colores azul, verde, rojo y amarillo, como se muestra en la figura 5.28a, donde
los cubos son numerados como 1, 2, 3, 4, y los colores son abreviados como b, g, r, y. Se
nos pide apilar los cuatro cubos para formar una columna de manera que los cuatro colores
se muestren en cada uno de los cuatro lados de la columna, como se ilustra en la figura 5.28b.
En efecto, el nombre de esta adivinanza proviene de la posibilidad de que el jugador se vuelva
loco al tratar de descartar el gran nimero de maneras diferentes para apilar los cubos. Primero
observamos que los cuatro cubos pueden representarse por el grafo de la figura 5.29a, donde
los cuatro vértices corresponden a los cuatro colores. Correspondiendo a cada cubo existen
tres aristas en el grafo que especifican los colores de las tres parejas de caras opuestas.
Debemos notar en este momento que, en lo que a este problema se refiere, la Unica informa-
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cién que necesitamos de cada cubo son los colores de las tres parejas de caras opuestas. En
realidad, una leccion para aprender de este ejemplo es la importancia de observar lo esencial
y no confundirse con la informacién irrelevante cuando se trata de resolver un problema. Si
buscamos una solucion a este problema, notamos que los colores de los cubos sobre dos
aristas opuestas de la columna pueden ser descritos mediante un 2-factor para el grafo de la
figura 5.29a, tal que el 2-factor contiene cuatro aristas, que estan etiquetadas como 1,2,3,
4, respectivamente. La figura 5.29b muestra un 2-factor que satisface estas condiciones. Una
vez que se ha hecho esa observacion, ahora la adivinanza puede replantearse como el buscar
dos 2-factores de aristas disjuntas del grafo, de manera que los cuatro lados en cada 2-factor
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estén etiquetados en forma diferente con 1,2,3,4. Los 2-factores de las figuras 5.29b y 5.29¢
corresponden a la solucion de la figura 5.28b. Después de extraer los dos 2-factores a partir
del grafo de la figura 5.29a, se tiene la grata sorpresa al descubrir que los lados restantes,
como se muestra en la figura 5.29d, también forman un 2-factor cuyos lados tienen etiquetas
diferentes con 1, 2, 3, 4. Lo que esto significa es que nuestra solucién puede tener una
caracteristica mas, a saber, los cubos pueden ser orientados con los cuatro "fondos" pintados
de manera distinta y las cuatro "tapas" también con pintura diferente.

*5.10  GRAFOS APLANABLES

Ahora estudiaremos una clase de grafos llamados grafos aplanables (o planares). Esta no
solo es una clase de grafos que se encuentra con mucha frecuencia, también tiene muchas
propiedades interesantes, algunas de las cuales analizaremos aqui.

Diremos que un grafo es aplanable si puede ser dibujado sobre un plano de manera tal
gue ninguna arista se cruce con otra, excepto, desde luego, en los vértices comunes. La figura
5.30a muestra un grafo aplanable. Observemos que el grafo de la figura 5.30b también es
aplanable debido a que puede volverse a dibujar como se muestra en la figura 5.30c. La
figura 5.30d muestra un grafo no aplanable. A decir verdad, el grafo de la figura 5.30d
corresponde al conocido problema de determinar si es posible conectar tres casas a, by c a
tres servicios publicos d, e y f, de manera tal que no haya dos lineas de conexion que se
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crucen una con otra. La experiencia muestra que esto no puede llevarse a cabo. En otras
palabras, el grafo que representa las lineas de conexidn es en realidad un grafo no aplanable
(el lector puede estar en desacuerdo cuando decimos que el grafo es no aplanable sélo porque
después de cierto nimero de intentos, encontramos que no se puede dibujar el grafo sobre
un plano de manera que no se crucen las aristas. Este resultado sera establecido rigurosa-
mente més adelante).

Supongamos que dibujamos un grafo aplanable sobre el plano y tomamos un cuchillo
afilado para cortar a lo largo de las aristas; entonces el plano sera dividido en piezas que son
Ilamadas las regiones del grafo. Para ser més formales, una region de un grafo aplanable se
define como un érea del plano que esté acotada por aristas y no puede continuar dividiéndose
en subdreas. Por ejemplo, el grafo de la figura 5.3 la tiene cinco regiones, como se muestra
en la figura 5.31b. Observemos que si cortamos a lo largo de la arista a ya no dividiremos
mas la region 1, y si cortamos a lo largo de las aristas b, ¢ y d, ya no dividiremos mas la
region 5. Diremos que una region es finita si su area es finita, y se dice que es infinita si su
area es infinita. Es evidente que un grafo aplanable tiene exactamente una region infinita.

Tenemos el siguiente resultado:

Para cualquier grafo aplanable conexo,

v-e+r=2 (5.13)

donde v, e y r son el nimero de Vvértices, aristas y regiones del grafo, respectivamente.
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b)

Figura5.31

DEMOSTRACION La demostracion se realiza por induccion sobre el nimero de aristas.
Como base de induccion, observemos que para los dos grafos con una sola arista
mostrados en la figura 5.32, (5.13) se satisface. Como paso inductivo, supongamos que
(5.13) se satisface en todos los grafos con n - 1 lados. Sea G un grafo conexo con n
aristas. Si G tiene un vértice de grado 1, la eliminacion de este vértice junto con la arista
incidente con él, daré origen a un grafo conexo G', como se ilustra en la figura 5.33a.

¢

Figura 5.32
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Figura5.33

Dado que (5.13) se satisface en G', también se satisface en G, debido a que cuando se
ponen de nuevo en G el vértice y la arista eliminados anteriormente, se incrementara el
numero de vértices por 1y el nimero de aristas por 1, pero no habra cambios en
el nimero de regiones. Si G no tiene vértices de grado 1, al eliminar cualquier arista
en la frontera de una region finita,” originaremos un grafo conexo G', como se ilustra
en la figura 5.33b. Puesto que (5.13) se satisface en G', también se satisface en G,
debido a que al poner de regreso en G' la arista eliminada incrementaremos el nimero
de aristas por uno y el nimero de regiones por uno, pero no habra cambio en el nimero
de vértices.*

La ecuacién (5.13) se conoce como la formula de Euler para grafos aplanables. Es
verdaderamente remarcable que, sin excepcion alguna, todos los grafos aplanables conexos
deben satisfacer esta formula tan simple. Consideremos ahora algunas aplicaciones de la
féormula de Euler. Primero queremos demostrar que en cualquier grafo aplanable lineal co-
nexo que no tenga lazos y que tenga dos o0 mas aristas,

esdv-6

Contemos las aristas en la frontera de una region y luego calculemos el nimero total para
todas las regiones.® Debido a que el grafo es lineal, cada region esta acotada por tres 0 mas
aristas. Por tanto, el nimero total es mayor o igual a 3r. Por otro lado, como una arista esta
en las fronteras de a lo méas dos regiones, el nimero total es menor o igual a 2e. Asi,

2ez3r

X

2e
=zy
3

T No es dificil ver que, si G no tiene region finita, G debe contener un vértice de grado 1.

1 (5.13) no es satisfecha por grafos aplanables no conexos. ¢Por qué nuestra demostracion no es valida para grafos
aplanables no conexos?

§ Se considera que aristas tales como a, b, ¢, d de la figura 5.3a no estan en la frontera de una regién cualquiera.
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Figura 5.34 Figura 5.35

De acuerdo con la férmula de Euler, tenemos

v—e+%22 (5.14)
0
Jv-62e (5.15)

Ahora demostraremos que el grafo de la figura 5.34 no es un grafo aplanable. Para
este grafo v =5y e = 10, la desigualdad en (5.15) no se satisface.

Demostraremos que el grafo de la figura 5.35 tampoco es aplanable. Si el grafo fuera
aplanable cada region estaria acotada por cuatro o mas aristas. Asi, la desigualdad de (5.14)
puede restringirse a

v-42e (5.16)

Para el grafo de la figura 5.35, v =6 y e = 9. En consecuencia, se contradice (5.16).

A pesar de que en ocasiones la formula de Euler puede aplicarse para asegurar que un
grafo dado no es aplanable, el argumento en dichas aplicaciones de la formula puede resultar
complicado y engafioso, inclusive para grafos que contengan un nimero moderado de
vértices y aristas. Ademas, excepto por el mapeo real de un grafo sobre el plano, no tenemos
manera de asegurar que un grafo dado sea aplanable. Estableceremos un teorema, debido a
Kuratowski, que nos permitird determinar de modo inequivoco si un grafo es aplanable.

Es evidente que la planaridad de un grafo no se ve afectada si una arista es dividida en
dos aristas por la insercién de un vértice de grado 2, como se muestra en la figura 5.36a, o
si dos aristas que son incidentes con un nuevo vértice de grado 2 se combinan como una sola
arista al eliminar ese vértice, como se muestra en la figura 5.36b. Esto sugiere la siguiente
definicién: diremos que dos grafos G; y G, son isomorfos bajo vértices de grado 2 si son
isomorfos o si pueden transformarse en grafos isomorfos mediante repeticiones de insercio-
nes y/o eliminaciones de vértices de grado 2, como se muestra en la figura 5.36a y 5.36b.
Por ejemplo, los dos grafos de la figura 5.36¢ son isomorfos bajo vértices de grado 2.
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A

9 ¢ e
— + + — > » ¢ ]
‘ ‘ L — L:
a) b) )
Figura 5.36
(Kuratowski) Un grafo es aplanable si y solo si no contiene cualquier subgrafo que
sea isomorfo bajo vértices de grado 2 a cualquiera de los grafos de las figuras 5.34 o
5.35.

Los grafos de las figuras 5.34 y 5.35 también son llamados grafos de Kuratowski.
Sefialemos que el teorema de Kuratowski es efectivamente un resultado de caracterizacion
muy significativa en el sentido de que, aunque exista multitud de grafos no aplanables, todos
ellos contienen un subgrafo que es isomorfo bajo vértices de grado 2 a alguno de los grafos
de Kuratowski. La demostracion de este teorema es muy extensa a pesar de ser elemental.
No incluimos la demostracidn aqui, pero puede encontrarse en Berge [3] o Liu [12].
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Se espera que un hombre traslade un perro, una oveja y un costal de col a través de un rio por
medio de una canoa. La canoa es muy pequefia, y él puede llevar s6lo uno de estos tres objetos
a la vez. Ademas, él no puede dejar al perro solo con la oveja ni a la oveja sola con la col. Con
el objeto de determinar como debe proceder, describanse los pasos que debe seguir mediante un
grafo no dirigido. Considérese que los vértices del grafo representan todas las configuraciones
permitidas. Por ejemplo: el hombre, el perro, la oveja y la col estan todos a un lado del rio en la
configuracion inicial; el hombre, el perro, la oveja y la col estan todos del otro lado del rio en la
configuracion final. Elhombre, el perro y la oveja estan de un lado del rio en tanto la col esta al
otro lado del rio, es una configuracién intermedia permitida. Habra una arista entre dos vértices
si el hombre puede realizar un viaje a través del rio de manera que la configuracion correspon
diente a uno de los vértices pueda transformarse en la correspondiente al otro vértice, y
reciprocamente. Construya el grafo y determine todas las posibles maneras en que el hombre
transporta los objetos a través del rio.

a) Durante un viaje tres parejas de casados llegan a un rio donde encuentran un bote que no
puede transportar a mas de dos personas a la vez. El paso a través del rio se ve complicado
por el hecho de que todos los esposos son muy celosos y no permiten a sus esposas quedarse
sin ellos cuando estan presentes otros hombres. Construya un grafo que muestre cémo puede
efectuarse el traslado.

b) Demuestre que el problema del inciso a) no puede solucionarse si hay cuatro parejas.

c) Demuestre que el problema del inciso a) puede solucionarse si hay cuatro parejas y el bote
puede llevar tres personas.

Un circuito electrénico se construye para reconocer sucesiones de nlimeros ceros y unos. En

particular aceptaré sucesiones de la forma 010* 10, donde 0* significa cualquier nimero (inclusive

ninguno) de ceros. Por ejemplo, 0110, 01010 y 010000010 son todas sucesiones aceptables.

Construya un grafo dirigido en el cual cada vértice tenga dos aristas de salida etiquetadas 0 y 1,

y en el que existan dos vértices, v; (el vértice inicial) y v; (el vértice final), tales que cualquier

paseo desde v; hasta v; sea una sucesion de la forma 010*10 (para cada sucesion el circuito iniciara

en vj y recorrera las aristas de acuerdo con la sucesién de nimeros 0 y 1. El circuito aceptara la
sucesion si el paseo termina en vy).

Repita el problema 5.3 para sucesiones de la forma 01*(10)* 10*, donde (10)* significa cualquier

ndmero (inclusive ninguno) de patrones 10, y use cada una de las siguientes modificaciones:

a) Para cada vértice no hay restriccion sobre el nimero de aristas salientes etiquetadas con 0 o
1. La sucesion de etiquetas en cada paseo de v; a v¢ es una sucesion de la forma descrita. Ade-
mas, para cada sucesion de la forma ya descrita existe un paseo correspondiente de v; a v;

b) Podra haber varios vértices finalew,, v, ... La sucesion de etiquetas de cada paseo desde
vj hasta algun f; final es una sucesién de la forma anteriormente descrita. Ademas, para
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cualquier sucesion de la forma ya descrita, existe un paseo correspondiente desde vj hasta
algun vértice final fj.

55

5.6

5.7

5.8

5.9

Duracion estimada
Reunién ] Hora de inicio Reunion de la reunion
Primera ] §:00 a.m. Primera 90 min
Segunda ] 9:00 a.m. Segunda 60 min
Tercera | 11:00 a.m. Tercera 120 min.
Cuarta \ 2:00 p.m, Cuarta 120 min.
Quinta | 3:30 p.m, Quinta 90 min.
Sexta | 4:00 p.m. Sexta 30 min.
d) b) Figura 5P.1

El jefe del departamento de ciencias de la computacion quiere convocar seis reuniones de comité
en un cierto dia. Después de enviar las notificaciones de los tiempos de inicio para las reuniones,
como se muestra en la figura 5P.1a, su secretaria, la Srita. Masén, descubrid que las agendas de
estas reuniones habian sido revisadas. En consecuencia, ella realiz una nueva estimacion de la
duracion de estas reuniones, como se muestra en la figura 5P.1b. Dado que las reuniones deben
realizarse en el orden en que fueron programadas originalmente, fue necesario realizar cambios
en la hora de inicio de algunas de las reuniones. Con la esperanza de efectuar el menor nimero
de cambios posible, la Srita. Mason elabor6 el siguiente grafo no dirigido: sean vy, Va,..., Vg Seis

Vvértices que representan las seis reuniones. Existe una arista entre v; y v; para i < 1 si la suma de

las duraciones de la i-ésima, la (i + 1)-ésima, la (i + 2)-ésima,.. ., y la (j - I)-ésima reuniones

es menor o igual que la diferencia entre los tiempos de inicio originalmente escogidos para la
i-ésima y j-ésima reuniones.

a);Cual es el significado fisico de la arista entre vj y v,?, ¢y del subgrafo completo que contiene

av;,v,...,v"7 (del subgrafo conexo mas grande posible?

b) Suponga que en la reprogramacion de las reuniones, la Srita. Mason quiere asegurarse de que
la primera reunién no puede comenzar antes de las 8:00 a.m., y que la tltima reunién no se
prolongara mas alla de las 5:00 p.m. ;Cémo puede hacer uso de un programa de computadora
capaz de determinar el subgrafo completo mas grande posible para un grafo dado? Determine
un nuevo conjunto de horas para el inicio de las reuniones con el menor nimero posible de
cambios de los originales.

Sea G = {V,E) un grafo no dirigido con k componentes y | V\ = n,\E\ =m. Demuestre que

mzn-k

n ciudades estan comunicadas por una red de k autopistas (una autopista se define como una

carretera entre dos ciudades que no pasa a través de ciudades intermedias). Demuestre que si k >

Yn —1Xr - 2), entonces uno siempre puede viajar entre dos ciudades cualesquiera a través de

autopistas que les comuniquen.

Diremos que una «-ada ordenada (d, d,..., d) de enteros no negativos es graficable si existe

un grafo lineal, sin lazos, que tenga n vértices, cuyos grados de sus vértices son d, d,..., dy.
a) Demuestre que (4, 3, 2, 2,1) es graficable.
b) Demuestre que (3, 3, 3,1) no es graficable.
c) Sin pérdida de generalidad, suponga que dy 2d; Zd, 2+ - - = d,. Demuestre que (d; ds,.. .,
dy) es graficable siy solosi (d,— L, d;5 = 1,...,d; = Ldy .1 = L, dg 1o .., o) €s graficable.
d) Use el resultado del inciso c) para determinar si (5, 5, 3, 3, 2, 2, 2) es graficable.
a) Demuestre que la suma de los grados de entrada de todos los vértices es igual a la suma de
los grados de salida de todos los vértices en cualquier grafo dirigido.

b) Demuestre que la suma de los cuadrados de los grados de entrada de todos los vértices es
igual a la suma de los cuadrados de los grados de salida de todos los vértices en cualquier
grafo completo dirigido.
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5.10 Diremos que un grafo es autocomplementario si es isomorfo a su complemento.

511

512

5.13

a)
b)
c)
d)

Muestre un grafo autocomplementario con cuatro vértices.

Muestre un grafo autocomplementario con cinco vértices.

¢Existe un grafo autocomplementario con tres vértices?, ;con seis vértices?
Demuestre que un grafo autocomplementario debe tener 4k o 4k + 1 vértices.

Figura 5P.2

Diremos que un conjunto de vértices en un grafo no dirigido es un conjunto dominante si para
todo vértice que no esté en el conjunto éste es adyacente a uno 0 més Vvértices en el conjunto. Un
conjunto dominante minimal es un conjunto dominante tal que no existe un subconjunto propio
de éste que sea también un conjunto dominante.

a)
b)

c)

Para el grafo de la figura 5P.2 encuentre dos conjuntos dominantes minimales de diferentes
tamafios.

Si los vértices de un grafo representan ciudades y las aristas, vias de comunicacion entre dos
ciudades dé una interpretacidn fisica de la nocién de conjunto dominante de este caso.
Considere que los 64 cuadros de un tablero de ajedrez estan representados por 64 vértices, y
que existe una arista entre dos vértices si los cuadros correspondientes estan en la misma fila,
misma columna, o misma diagonal (hacia atras o hacia adelante). Se sabe que cinco reinas
pueden colocarse en un tablero de ajedrez de manera que dominen los 64 cuadros. Ademas,
cinco es el nimero minimo de reinas necesarias. Plantee este enunciado en términos de teoria
de grafos.

Diremos que un conjunto de vértices en un grafo no dirigido es un conjunto independiente si no
existen dos vértices en este conjunto que sean adyacentes. Un conjunto independiente maximal
es un conjunto independiente el cual no continuara siéndolo cuando le sea agregado un vértice
cualquiera.

a)

b)

a)

b)

d)

Para el grafo de la figura 5P.2 encuentre dos conjuntos independientes maximales de tamafios
diferentes.

¢Como puede enunciarse en términos de teoria de grafos el problema de colocar ocho reinas
en un tablero de ajedrez de forma tal que ninguna de ellas capture a otra?

Las aristas de un Kg se pintan de rojo o azul. Demuestre que para cualquier manera arbitraria
de pintar las aristas habra ya sea un K rojo (un K; con todas sus aristas pintadas de rojo) o
bien un K; azul.

Utilice el resultado del inciso a) para demostrar que de entre un grupo de seis personas existen
tres de ellos que son amigos o bien tres de ellos que son extrafios uno al otro.
Las aristas de K, se pintan de rojo o azul de manera arbitraria. Demuestre que si existen seis

0 mas aristas rojas que incidan con un vértice, entonces existe un K, rojo o bien un K; azul.
Demuestre que si existen cuatro o mas aristas azules incidiendo con un vértice, entonces
existe bien un K, rojo o bien un K3 azul.

Demuestre que para cualquier manera arbitraria de pintar los lados de Kgq en rojo o azul, existe
bien un K, rojo o un Kj azul.
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a) b) o)

Figura 5P.3

5.14 Por colorido apropiado de un grafo entendemos pintar los vértices del grafo con uno o més colores
distintos de manera que no hay dos vértices adyacentes pintados con el mismo color.

a) ¢Cual es el nimero minimo de colores necesarios para colorear apropiadamente el grafo de
la figura 5P.3a?, ¢el grafo de la figura 5P.3b?, (el grafo de la figura 5P.3c?

b) Sea G un grafo lineal sin lazos. Considere que los vértices de G representan los examenes a
ser aplicados durante el periodo de evaluacion final, y las aristas de G representan restriccio-
nes tales como que, una arista entre dos vértices significa que los examenes correspondientes
no se pueden programar al mismo tiempo. (Qué interpretacion puede darse al colorido
apropiado de G?, ¢al nimero minimo de colores necesarios para el colorido apropiado de G?

5.15 a) Sea G = (V, E) un grafo dirigido lineal donde V representa un conjunto de personasy E
representa una relacion padre-hijo tal que una arista (a, b) en E significa que a es padre de b.
G recibe el nombre de un grafo genético. Observamos que G tiene las siguientes propiedades:
1. El grado de incidencia de cualquier vértice es a lo mas 2.
2. No existe un circuito en G.
3. Los vértices de G pueden colorearse con dos colores de manera que para dos aristas cua
lesquiera {a, c) y (b, ¢) en E, ay b estan coloreados con diferente color.

¢Qué interpretacion genética puede dar a estas condiciones? .

b) SeaG = (¥, E)un grafo no dirigido tal que existe una arista {a, b) en £ si y sélo si existen
dos aristas {a, ¢) y (b, c) en E para algun c. Demostrar que la condicién (3) puede satisfacerse
si y solo si G puede ser coloreado apropiadamente con dos colores (véase el problema 5.14
para la definicion de colorido apropiado).

c) Demuestre que un grafo no dirigido puede ser de colorido apropiado con dos colores si y s6lo
si éste no contiene circuitos de longitud impar.

d) Definimos un circuito alternativo en un grafo dirigido como una sucesion de aristas (vy, V»)
(v, va) (v, ) {vg, vg) o+ (v, v} (v, ¥ tal que al invertir la direccion de las aristas
alternantes de la sucesion daremos origen a un circuito (dirigido). Demuestre que la condicion
(3) puede satisfacerse si y solo si la longitud de cualquier circuito alternante en G es divisi-
ble por 4.

5.16 La distancia entre dos vértices en un grafo no dirigido se define como el nimero minimo de
aristas entre ellos. El didametro de un grafo no dirigido se define como el maximo de las distancias
de las aristas entre todos los pares de vértices.

a) ¢Cual es el diametro del grafo en la figura 5P.4?

b) Considere que los vértices de un grafo representan computadoras y las aristas representan
lineas de comunicacion de datos entre las computadoras. En este caso, ¢cudl es el significado
fisico del didmetro del grafo?
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Figura 5P.4

c) Sid denota el diametro de un grafo con n vértices, y si 5 denota el méximo de los grados de
los vértices, demuestre que

1+8+8@-1)+33- 17+ +3B -1 12n
[Asi, si queremos disefiar una red de comunicaciones de computadoras con las restricciones:
1) una computadora puede comunicarse con cualquier otra computadora sin pasar a través de mas
de d - 1 computadoras intermedias; 2) una computadora puede comunicarse directamente con a

lo mas 8 computadoras, entonces no podemos tener una red que contenga "demasiadas” com-
putadoras.]

A 5 é
3 N 3
) 5 2 &
a - 0 h
N\ 1
6 - 4
d 2 £

Figura 5P.5

5.17 El grafo de la figura 5P.5 muestra los canales y los tiempos de retraso en los canales de

comunicacion entre ocho centros de comunicacion. Los centros son representados por veértices,
los canales por aristas, y los tiempos de retraso (en minutos) en cada canal estan representados
por el peso de la arista. Suponga que a las 3:00 p.m. un centro de comunicaciones a transmite a
través de todos sus canales la noticia de que alguien ha encontrado una manera de construir una
mejor trampa para ratones. Otros centros de comunicacion transmitiran esta noticia a través de

10
1 0 2 \s

4
10 1 b
6 4 5 8
3 p—— 5

2 8 3
8 Figura 5P.6
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todos sus canales tan pronto como la reciban. Para los centros de comunicacién b,c,d,e,f,gyh
determine el tiempo més corto en que cada uno recibe la noticia.

5.18 Aplique el algoritmo presentado en la seccion 5.5 para determinar el paseo mas corto entre a 'y z
en el grafo de la figura 5P.6, donde los nimeros asociados con las aristas son las distancias entre
Vvértices.

5.19 Aplique el algoritmo presentado en la seccion 5.5 para determinar el paseo mas corto entre a 'y z
en el grafo de la figura 5P.7, donde los nimeros asociados con las aristas son las distancias entre
vértices.

Figura 5P.7

5.20 Aplique el algoritmo presentado en la seccion 5.5 para determinar el paseo mas corto entre a'y z
en el grafo de la figura 5P.8, donde los nimeros asociados con las aristas son las distancias entre
Vvértices.

Figura 5P.8

5.21 Aplique el algoritmo presentado en la seccidn 5.5 para determinar el paseo mas corto entre a'y z
en el grafo de la figura 5P.9, donde los nimeros asociados con las aristas son las distancias entre

vértices.
4 3
2 1 2 2 $ 2 1
4 5
2 |
3 2
a s 2 1 2 3
4 3
2 2 3 1

(1]

3 4 Figura 5P.9
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5.22 Aplique el algoritmo de la seccién 5.5 para determinar el paseo mas corto entre a'y z en el grafo
de la figura 5P.10, donde los nimeros asociados con las aristas son las distancias entre vértices.

a 3 3 4
4 2z 2 |
3 8 1
3 2 5 G
5 1 7
10 7 6 7
2 6 5

Figura 5P.10

5.23 Sea G un grafo conexo sin lazos donde las aristas representan las calles de una ciudad. Un oficial
de policia quiere hacer un recorrido para patrullar cada lado de cada calle exactamente una vez.
Ademas, el oficial quiere patrullar los dos lados de una calle en direcciones opuestas. Demuestre
que tal recorrido siempre puede disefiarse.

5.24 Entre las muchas habitaciones de una vieja mansion existe un fantasma en cada habitacion, que
tiene un nimero par de puertas. Si la mansion tiene sélo una entrada, demuestre que una persona
que entra desde el exterior siempre podra llegar a una habitacion en la cual no hay un fantasma.

5.25 a) Las aristas del grafo de la figura 5P.11 pueden particionarse en dos paseos (de aristas
disjuntas). Muestre una de tales particiones.

v AN
e .
R
7/
\ \".I \\ / /
*— = /

Figura5P.11

b) Sea G un grafo conexo con k vértices de grado impar (k > 0). Demuestre que las aristas de G
pueden particionarse en k/2 paseos (de aristas disjuntas).

c) Sea G un grafo con k vértices de grado impar (k > 0). ¢ Cual es el nimero minimo de aristas
que puede agregarse a G de manera que el grafo resultante tenga un circuito euleriano?
Muestre como se puede hacer esto para el grafo de la figura 5P. 11. Establezca como se puede
hacer esto en general.

d) Enelinciso c), suponga que solo se nos permite agregar aristas que sean paralelos a las aristas
existentes de G. ;Cudl es el nimero minimo de aristas que puede agregarse de manera que
el grafo resultante tenga un circuito euleriano? ¢ Se puede hacer esto siempre? Establezca una
condicion necesaria y suficiente bajo la cual esto puede hacerse.
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5.26

5.27

5.28

5.29

5.30

531

¢Es posible mover un caballo sobre un tablero de ajedrez de 8 x 8 de manera que complete
cualquier movimiento posible exactamente una vez? Un movimiento entre dos cuadros del tablero
de ajedrez se completa cuando dicho movimiento se realiza en cualquier direccion.

Encuentre un arreglo circular para nueve letras a, nueve letras b y nueve letras c tal que cada una
de las 27 palabras de longitud 3 a partir del alfabeto {a, b,c) aparezcan exactamente una vez.

a) Muestre un grafo que tenga tanto un circuito euleriano como un circuito hamiltoniano.

b) Muestre un grafo que tenga un circuito euleriano pero que no tenga un circuito hamiltoniano.

c) Muestre un grafo que no tenga un circuito euleriano pero que si tenga un circuito hamilto
niano.

d) Muestre un grafo que no tenga un circuito euleriano ni tampoco un circuito hamiltoniano.

a) ¢Tiene Ky3 un circuito euleriano?, ¢un circuito hamiltoniano?

b) Repita el inciso a) para Ky,.

Un grafo bipartido completo K, es un grafo con V= V; U V, donde el conjunto de vértices es
tal que no existen aristas que unan cualesquiera dos vértices de V, o cualesquiera dos vértices en
V,, pero existe una arista que une cualquier vértice de F, con todos los vértices de V,.

a) ¢Existe un circuito hamiltoniano en K, 4?, ¢en Ky 5?, ¢en Ky 6?

b) ¢Existe un paseo hamiltoniano en K, 4?, ¢en K, 5?, ¢en Ky 6?

c) Establezca una condicion necesaria y suficiente para la existencia de un circuito hamiltoniano
en Kp<n-

d) Establezca una condicion necesaria y suficiente para la existencia de un paseo hamiltoniano
en Kpin-

Demuestre que el grafo de la figura 5P. 12 no tiene un circuito hamiltoniano.

Figura 5P.12

5.32 Demuestre que cualquier circuito hamiltoniano en el grafo mostrado en la figura 5P.13 que

contiene la arista x deber4 contener también la arista y.

Figura5P.13
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5.33

5.34

5.35

5.36

5.37

Sea G un grafo no dirigido lineal con n vértices, nZ 3.Si los vértices de G representan n personas
y las aristas de G representan una relacion de amistad entre ellas tal que dos vértices estan
conectados por una arista si y sélo si las personas correspondientes son amigos.

a) ¢Qué interpretacion puede darse al grado de un vértice?

b) ¢Qué interpretacion puede darse al hecho de que G sea un grafo conexo?

c) ¢Qué interpretacion puede darse a un subgrafo de G que es un grafo completo con m vértices?

d) ¢Qué interpretacion puede darse a un 1-factor de G?

e) Suponga que entre dos personas cualquiera de ellas conoce a todas las n - 2 personas restan
tes. Demuestre que las n personas pueden ser sentadas en una linea de manera que cada una
permanezca junto a dos de sus amigos, excepto las dos personas que estan en los dos extremos
de la linea, cada una de ellas permanece junto a sélo uno de sus amigos.

Sugerencia: aplique el teorema 5.4.

f) Extienda el teorema 5.4 para demostrar que si la suma de los grados de cada par de vértices
de un grafo lineal con n vértices es mayor o igual a n, entonces existe un circuito hamilto
niano en G.

g) Utilice el resultado del inciso f) para demostrar que la condicion en el inciso €) garantiza que
las n personas pueden sentarse alrededor de un circulo de manera que cada una permanece
junto a dos de sus amigos paras = 4.

Sea G un grafo dirigido completo. Diremos que un subconjunto no vacio de los vértices de G es

un grupo fuera de clase si cualquier arista que una un vértice en el subconjunto y un vértice fuera

del subconjunto siempre esté dirigido desde el dltimo hacia el primero. Demuestre que G tiene

un circuito dirigido que contiene todos los vértices si no existe un grupo de vértices fuera de clase.

Once estudiantes planean salir a cenar juntos durante varios dias. Ellos se sentaran en una mesa

redonda, y el plan consiste en que cada estudiante tendra diferentes vecinos en cada cena. ¢Durante

cuantos dias podra hacerse esto?

Un n-cubo es un grafo no dirigido con 2" vértices los cuales estan etiquetados con los 2" nimeros

binarios de n-digitos. Existe una arista entre dos vértices si sus etiquetas binarias difieren

exactamente en un digito. Demuestre que un n-cubo tiene un circuito hamiltoniano para cualquier
nZ 1 (unarreglo secuencial de los 2n nimeros binarios de n-digitos tal que cada dos nimeros
adyacentes difieran en exactamente un digito se conoce como un cddigo Gray).

Diremos que un grafo no dirigido es orientable si se puede asignar una direccién a cada una de
las aristas del grafo de manera que el grafo dirigido resultante sea fuertemente conexo.

a) Demuestre que el grafo de la figura 5P.14 es orientable.

b) Demuestre que cualquier grafo con un circuito euleriano es orientable.

c) Demuestre que cualquier grafo con un circuito hamiltoniano es orientable.

d) Demuestre que un grafo conexo no dirigido es orientable si y sélo si cada arista del grafo esta

contenida en al menos un circuito.

AT
| ey
.// | \\‘\

———

Figura 5P.14

5.38 a) Utilice el método del vecino mas cercano para determinar un circuito hamiltoniano para el

grafo de la figura 5P.15, a partir del vértice a.
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5.39

5.40

b) Repita el inciso a), pero ahora comience en el vértice d.
c) Determine un circuito hamiltoniano minimo para el grafo de la figura 5P. 15.

a

Figura 5P.10

En este problema presentamos un procedimiento que produce un buen resultado, aun cuando no

el mejor posible, para el problema del agente viajero analizado en la seccién 5.8. De nuevo, con

sideramos que G = (V, E, w) es un grafo completo de n vértices, donde w es una funcién de E al

conjunto de nimeros reales positivos que satisface la desigualdad del triangulo. Sea T un arbol

generador minimo de G (véase la seccién 6.7 para la definicion de un arbol extendido minimo).

a) Sea V el subconjunto de vértices que tienen grados impares en el subgrafo T. Aseguramos
que debe existir un nimero par de vértices en V. ;Por qué?

b) Sea G' el subgrafo completo de G que contiene todos los vértices de V. Mdenotaun 1-factor
de G' que tiene peso minimo (el peso de un 1-factor se define como la suma de los pesos de
las aristas en el 1-factor). Sea T o Mel grafo obtenido al sobreponer los grafos T y M(si
una arista aparece tanto en T como M, éste aparecera dos veces en 7" ). Demuestre que
T M tiene un circuito euleriano.

c) Demuestre que el peso de Tes menor que el de un circuito hamiltoniano minimo.

d) Demuestre que el peso de M es menor o igual a la mitad del circuito hamiltoniano minimo.

e) Muestre como podemos obtener un circuito hamiltoniano de G a partir del circuito euleriano
deT«s M, evitando visitar los vértices que ya han sido visitados, de tal manera que el peso
del circuito hamiltoniano sea menor o igual al del circuito euleriano. Consecuentemente,
concluimos que el peso del circuito hamiltoniano obtenido es menor que 1.5 veces el de un
circuito hamiltoniano minimo.

Por ejemplo, para el grafo pesado de la figura 5P.16a, los pesos de todas las aristas son 1,
excepto el peso de la arista {f, g} el cual es 2. La figura 5P. 166 muestra un arbol extendido minimo
T. La figura 5P.16¢ muestra un 1-factor del subgrafo completo G' el cual contiene los vértices
{a, b, c, ef, g} La figura 5P.16d ¢ muestra un circuito euleriano de 7+ M.y la figura 5P.16¢
muestra un circuito hamiltoniano obtenido a partir del circuito euleriano de la figura 5P.16j,
donde el circuito euleriano es recorrido de acuerdo con la sucesion de vértices (a, b, ¢, d, e, f, d,
a,g,a).

En este problema mostramos una demostracion alternativa para el resultado de la imposibilidad

de cubrir un tablero de ajedrez truncado con fichas de domind, presentado en la seccién 5.9.

Identifique cada cuadro del tablero de ajedrez mediante el términoxiy/, 0 S7/E 7y 02 j£ 7,

donde i es la coordenada x del cuadro y j es la coordenada y del cuadro. Asi, la suma de los 64

términos correspondientes a los 64 cuadros en un tablero de ajedrez es

(] +_X*_I?' t -‘-+_1(7)(1 |J}"ry1 .o )_)

y la suma de los 62 términos correspondientes a los 62 cuadros en el tablero de ajedrez truncado es
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Figura 5P.16
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541

5.42

(I+x+x24 - +xN)(1+p+2+. - +y) -1 —x7y7 (5P.1)

Suponga que el tablero de ajedrez truncado puede cubrirse mediante 31 fichas de domind. Observe
que una ficha de domind colocada horizontalmente cubre dos cuadros cuyos términos correspon-
dientes son x'»/y x' * 'y . Por tanto, la suma de los términos correspondientes a todos los cuadros
cubiertos al colocar horizontalmente las fichas de dominé es de la forma (1 + x)f (x, y). De modo
similar, la suma de los términos correspondientes a todos los cuadros cubiertos al colocar verti-
calmente las fichas de dominé es de la forma (1 + y)g(x, y). Asi, la suma de los 62 términos
correspondientes a los 62 cuadros en el tablero de ajedrez truncado es

(I+x0)f (e )+ (1 +y)gelx,y) (5P2)

Demuestre que no puede ser posible que (5P. 1) sea igual a (5P.2).
Sugerencia: considere los valores de (5P.1) y (5P.2) parax = -l yy = -I.

Demuestre que independientemente de donde sean eliminados un cuadro blanco y un cuadro
negro de un tablero de ajedrez de 8 x 8, el tablero de ajedrez defectuoso siempre podra ser cubierto
con 31 fichas de domind de 2 x 1.
Un tablero de ajedrez de 6 x 6 puede ser embaldosado por 18 fichas de dominé de 2 x 1, como
se ilustra en la figura 5P. 17. Se dice que un embaldosado es libre de fallas si cualquier alineamiento
vertical (existen 5) y cualquier alineamiento horizontal (existen 5 de ellos) son cruzados al menos
por una ficha de dominé (el embaldosado de la figura 5P. 17 no es libre de fallas debido a que el
alineamiento horizontal marcado con una flecha no es cruzado por ninguna ficha de domind).
Demuestre que no existe un embaldosado libre de fallas en un tablero de ajedrez de 6 x 6.

Sugerencia: si un alineamiento (vertical u horizontal) es cruzado por fichas de domind, ;éste
sera cruzado por al menos cuantas fichas?

M |
|

e
B

=t

Figura5P.17

5.43 Un grafo G = (V, E) se llama un grafo bipartido si el conjunto de vértices Fpuede particionarse en

dos subconjuntos no vacios X y Y tales que cada arista de E una un vértice de X con un vértice de Y.

a) Sean G = (V, E) un grafo bipartido, X un conjunto de obreros y Y un conjunto de trabajos.
Una arista {vy ,v,} de E denota el hecho de que el obrero vy esté calificado para realizar el
trabajo vy. ¢ Qué interpretacion puede darse a un 1-factor de G?

b) Sean X un conjunto de comités y Y un conjunto de senadores. Una arista { vy ,v, } de E denota
el hecho de que el senador v, es miembro del comité v,. ; Qué interpretacion puede darse a
un 1-factor de G?

c) Sean X un conjunto de nifios y 7 un conjunto de nifias. Una arista {vy, v,} en E denota el
hecho de que el nifio v, conoce a la nifia v,. ¢ Qué interpretacion puede darse a un 1-factor de
G?, ¢a un circuito hamiltoniano en G?
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5.44

5.45

5.46
5.47

a) Demuestre que un grafo aplanable lineal tiene un vértice de grado 5 o menor.
b) Demuestre que un grafo aplanable lineal con menos de 30 aristas tiene un vértice de grado 4 o
menor.
Demuestre que en un grafo aplanable lineal conexo con seis vértices y 12 aristas, cada una de las
regiones esta acotada por 3 aristas.
Sea G un grafo con 11 o mas vértices. Demuestre que G o bien G no es aplanable.
El espesor de un grafo G se define como el nimero minimo de subgrafos aplanables (de aristas
disjuntas) en los cuales puede ser descompuesto G. Denotaremos el espesor de G mediante 9(G).
a) ¢Cual es el espesor de un grafo aplanable?
b) ¢Cuanto es 0(Ks)?, ¢, 0 (Kg)?
c) Demuestre que para cualquier grafo lineal sin lazos G
e € |

d) Demuestre que

ol

Sugerencia: demuestre que fpa’fﬂ = L(p +q- l)qu para cualesquiera enteros positivos p y g.



CAPITULO

SEIS

Arboles y conjuntos de corte

6.1

ARBOLES

En este capitulo estudiaremos una clase de grafos llamados arboles. Consideremos un grupo
de boxeadores que pelean por el campeonato de peso completo mundial. Supongamos que
cada boxeador tiene una oportunidad para enfrentar al campeon vigente, y que el perdedor
de cualquier encuentro sera eliminado de la contienda. Sea G = (V, E) un grafo no dirigido
donde los vértices de V representan a los boxeadores y las aristas de E representan los
encuentros. Esto es, parax y y en V, {x, y) esta en E si hubo un encuentro entre xyy. Por
ejemplo, sea V={a, b, c, d, ¢, f, g, h, i). Supongamos que, al inicio a es el campedn vigente.
En las confrontaciones siguientes, a vencié ab,c y d,y pierde el titulo frente a e; e vencid
afy gy pierde el titulo frente a h; finalmente, h pierde el titulo frente a i. El grafo de la figura
6.1a muestra todos los encuentros realizados. Otro ejemplo, consideremos cuatro parejas de
chismosos {a, A, b, B, ¢, C, d, D}, donde a,b,cyd son los esposos y A, B, Cy D, son,
respectivamente, sus esposas. Supongamos que a llama a su esposa para contarle algln
chisme, entonces ella Ilama a las otras esposas para difundir el chisme, y cada una de ellas,
a su vez, llama a su esposo para comunicarselo. El grafo en la figura 6.1b muestra cémo se
propago el chisme, y donde las aristas representan las llamadas telefénicas. Los grafos en
estos ejemplos comparten algunas propiedades comunes, las cuales identificaremos y
estudiaremos.

Definimos un arbol como un grafo (no dirigido) conexo que no contiene circuitos. Por
ejemplo, los grafos en las figuras 6. la y 6.1b son arboles. Una coleccidn de arboles disjuntos
es llamado un bosque. Un vértice de grado 1 en un arbol se llama una hoja o un nodo terminal,
y un vértice de grado mayor que 1 recibe el nombre de un nodo rama o nodo interno. Por
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Figura 6.1

ejemplo, los vértices b, c, d, f, g e i en la figura 6.1a son hojas, y los vértices a,eyh
son nodos rama. Sefialemos algunas propiedades de los arboles:

1. Existe un Gnico paseo entre dos vértices cualesquiera en un &rbol."
2. El nimero de vértices es mayor en uno al nimero de aristas en un arbol.
3. Unarbol con dos 0 mas vértices tiene al menos dos hojas.

La propiedad 1 se deduce de la definicion de un arboi. Ya que un arbol es un grafo
conexo, existe al menos un paseo entre cualesquiera dos vértices. No obstante, si hubiera
dos 0 méas paseos entre un par de vértices, habria un circuito en el arbol. Asi hemos probado
la propiedad 1. Para los ejemplos en las figuras 6.1 a 'y 6.1 b podemos verificar esta propiedad
de inmediato.

Demostraremos la propiedad 2 por induccion sobre el nimero de vértices en el arbol.
Como base de la induccidn, vemos que un arbol con un vértice no tiene aristas, y un arbol
con dos Vvértices tiene una arista. Consideremos un arbol T con v vértices y e aristas.” Sea
{a, b} una arista de T. Supongamos que eliminamos la arista {a, b} de T. Entonces
aseguramos que las aristas restantes forman un bosque de dos arboles. Sea ¢ un vértice tal
que el paseo entre a y ¢ en T no incluye la arista {a, b}. Entonces el paseo entrebycen T
debe incluir la arista {a, b} porque, de otra forma, existe un circuito en T. Asi, después de
eliminar la arista {a, b}, hay un paseo entre a 'y ¢ pero no un paseo entre b y c. De modo
similar, sea d un vértice tal que el paseo entre ay d en T incluye la arista {a, b). Entonces
el paseo entre b y d no incluye la arista {a, b}. En consecuencia, después de eliminar la
arista {a, b}, existe un paseo entre b y d pero no un paseo entre a y d. Por tanto, la
eliminacion de la arista {a, b} divide a T en dos arboles disjuntos T" y T", donde T
contiene a a y todos los vértices cuyos paseos hacia a en T no contienen la arista {a, b) y T"
contiene a b y todos los vértices cuyos paseos hacia b en T no contienen el arista {a, b)
Como T'y T" tienen a lo mas v - 1 vértices, se sigue de la hipdtesis de induccion que

e=v -1
c”_""}”l_]

T A lo largo de este capitulo usaremos el término paseo para dar a entender un paseo elemental, a menos que se
especifique otra cosa.
t Usaremos v para denotar el nimero de vértices y e para denotar el nimero de aristas en un grafo.
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donde €'y e" son el nimero de aristas y v"* y v** son el nimero de vérticesen T" y T". Asi,

et+e'=viyi-2

Puesto que
e=e +e’'+1
v=v +vy”
tenemos
e=v-1

Observemos que el arbol de la figura 6.1a tiene nueve vértices y ocho aristas, y el arbol de
la figura 6.1b tiene ocho vértices y siete aristas.

La propiedad 3 se obtiene de la propiedad 2. Recordemos que la suma de los grados de
los vértices en un grafo cualquiera es igual a 2e, lo cual es igual a 2v - 2 en un arbol. Como
un arbol con més de un vértice no puede tener ningdn vértice aislado, debera haber al menos
dos vértices de grado 1 en el &rbol. Ambos ejemplos en la figura 6.1 tienen mas de dos hojas.
Como ejercicio, invitamos al lector a caracterizar todos los arboles que tienen exactamente
dos hojas (véase el problema 6.1).

Ahora demostraremos algunos resultados sobre la caracterizacion de arboles. Todas
estas caracteristicas pueden considerarse como definiciones equivalentes para arboles:

1. Un grafo en el cual existe un Unico paseo entre cada par de vértices es un arbol.
2. Ungrafo conexo con e = v -1 es un arbol.
3. Ungrafo cone=v -1 que no tiene circuitos es un arbol.

Para demostrar la caracterizacion 1, primero sefialemos que un grafo en el cual existe
un paseo entre cada par de vértices es conexo. Ademas, el grafo no puede contener un circuito
si estos paseos son Unicos, puesto que la existencia de un circuito implica la existencia de
dos paseos distintos entre un cierto par de vértices. Asi, podemos concluir que un grafo en
el cual existe un paseo Unico entre cada par de vértices es un arbol.

Como ejemplo consideremos a los espias en una red de espionaje, organizada de tal
manera que cada dos espias pueden comunicarse uno con otro ya sea directamente o a través
de una cadena Unica de sus colegas. Sea V el conjunto de espias y £ el conjunto de aristas
tal que si la arista {a, b} esta en E significa que los espias a y b pueden comunicarse uno
con otro directamente. De acuerdo con la caracterizacion 1, G = (V, E) es un arbol.

Ahora demostraremos la caracterizacion 2. Sea G un grafo conexo con e = v - 1.
Supongamos que G contiene un circuito simple C." Denotemos el ndmero de vértices de C
por c. Es obvio que el nimero de aristas de C es igual a c. Dado que G es conexo, cada vértice
de G que no esta en C debe estar conectado a los vértices de C. Ahora cada arista de G que
no esta en C puede conectar s6lo otro vértice adicional a los vértices de C. Existen v - ¢

t Si G contiene un circuito, G contiene un circuito simple.
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vértices que no estan en C, de manera que G debe contener al menos v - ¢ aristas que no
estan en C. Asi, debemos tener quee 2 ¢ + (¥ — €) = v,lo cual es una contradiccion. De esto
se concluye que G no contiene ningln circuito, y por tanto es un arbol.

Consideremos un ejemplo en el cual alguien envia un lote de cartas a sus amigos. Sus
amigos, a su vez, envian cartas a sus amigos quienes no han recibido alguna carta, y asi
sucesivamente. Sea G = {V, E) un grafo donde V es el conjunto de personas que han recibido
una carta junto al iniciador, y E es el conjunto de aristas que representan las cartas.
Debido a que cada carta agrega una persona al grupo de quienes han recibido cartas,
tenemos que e = v - 1. Ademas, G es un grafo conexo debido a que s6lo hay un iniciador de
las cartas. Asi, de acuerdo con la caracterizacion 2, G es un arbol.

Enseguida demostraremos la caracterizacion 3. Sea G un grafo con e = v - 1 que no
tiene un circuito. Supongamos que G no es conexo. Denotemos por G', G", . . . a las
componentes conexas de G. Como cada una de las G', G ",... s conexa y no tiene circuitos,
todas ellas son arboles. De acuerdo con la propiedad 2 de los arboles, demostrada con
anterioridad, tenemos

e =v' -1
e'=v"-1
donde €', €", . . . son el nimero de aristas y v', v", . . . son el nimero de vértices en G',
G",.... Tenemos que
e +e" . L=Vl +V -+ (6.1)
Puesto que
e=e'+e"+...
Y=Yy
(6.1) implica que
e<v-1

lo cual es una contradiccion. Asi, G debe ser conexo, y por tanto es un arbol.

Consideremos el ejemplo presentado al inicio, sobre el grupo de boxeadores que pelean
por el campeonato de peso completo. Queremos demostrar que el grafo que describe los
encuentros, G, siempre es un arbol para cualquier grupo de boxeadores y para cualesquiera
posibles resultados de los encuentros. Puesto que cada encuentro elimina exactamente a uno
de los boxeadores de la contienda, tenemos e = v - 1. Supongamos que tenemos un circuito
en G. Denotemos por (c; Cy, Cs,..., C) la sucesidn de vértices en el circuito. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que c; es el perdedor del encuentro entre ¢, y C,. En ese caso,
C, debe ser el vencedor y c; el perdedor en un encuentro anterior. De modo similar, c; debe
ser el vencedor y ¢, debe ser el perdedor en un encuentro anterior al encuentro entre c; y C,.
Por altimo, ¢, debe ser el vencedor y ¢, debe ser el perdedor en un encuentro anterior al
encuentro entre ¢, Yy C,, lo cual es imposible. Asi, de acuerdo con la caracterizacion 3, G es
un arbol.
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6.2  ARBOLES ENRAIZADOS

Diremos que un grafo dirigido es un &rbol dirigido si se convierte en un arbol cuando se
ignoran las direcciones de sus aristas. Por ejemplo, la figura 6.2a muestra un arbol dirigido.
Un arbol dirigido es un arbol enraizado si existe exactamente un vértice cuyo grado de
entrada sea 0 y los grados de entrada de todos los otros vértices sean 1. El vértice con el
grado de entrada 0 es llamado la raiz del arbol enraizado. Por ejemplo, la figura 6.2b muestra
un arbol enraizado. En un arbol enraizado, un vértice cuyo grado de salida sea O se llama
una hoja o un nodo terminal, y un vértice cuyo grado de salida sea diferente de cero se llama
un nodo rama o un nodo interno. En muchas ocasiones encontramos estructuras que pueden
representarse como arboles enraizados. Por ejemplo, el organigrama de una corporacion
como el de la figura 6.3 puede representarse inmediatamente por un arbol enraizado.

Sea a un nodo rama en un arbol enraizado. Diremos que un vértice b es un hijé” de a si
existe una arista de a a b. Ademas, se dice que a es elpadre de b. Dos vértices son hermanos
si son hijos del mismo vértice. Diremos que un vértice ¢ es un descendiente de a si existe
un paseo dirigido de a a c. Ademas, se dice que a es un ancestro de ¢. Estos términos nos
recuerdan lo que llamamos arboles familiares que en realidad son arboles enraizados.

Sea a un nodo rama en un arbol T. Por el subarbol con raiz a entendemos el subgrafo
T =(V, E) de T tal que V" contiene a a y a todos sus descendientes y E' contiene las
aristas de todos los paseos dirigidos que surgen de a. Por un subarbol de a entendemos un
subdrbol que tiene a un hijo de a como raiz.

el

[ —

l AN

b) )

Figura 6.2

T En la literatura, los términos hija y nifio también son utilizados. No nos preocuparemos sobre la discriminacion
por el sexo.
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Figura 6.3

Cuando trazamos un arbol enraizado, si nos apegamos a la convencién de colocar los
hijos de un nodo rama bajo éste, las puntas de flecha de las aristas pueden omitirse, debido
a que puede entenderse que apuntan hacia abajo. La figura 6.2c muestra un ejemplo.

Consideremos el arbol enraizado de la figura 6.4a el cual es el arbol familiar de un
hombre que tiene dos hijos, de los cuales el mayor no tiene hijos y el menor tiene tres hijos. A
pesar de que el arbol enraizado de la figura 6.4b es isomorfo al de la figura 6.4a, podria

Figura 6.4
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Oracion
Sujeto Verbo Predicado
Articulo Sustantivo Usa Articulo Sustantivo
La  Adjetivo Sustantivo Un  Adjetivo Sustantivo
Pequeita  Nifia Rojo Vestido

Figura 6.5

ser el arbol familiar de otro hombre cuyo hijo mayor tiene tres hijos y el hijo menor no tiene
hijos. Este ejemplo motiva la definicion de un &rbol ordenado, lo cual nos permitira referirnos
sin ambigliedades a cada uno de los subarboles de un nodo rama. Un arbol ordenado es un
arbol enraizado con las aristas incidentes desde cada nodo rama, etiquetadas con los enteros
1,2,..., i, ... " Por tanto, los subérboles de un nodo rama pueden ser referidos como el
primero, el segundo, . . ., y el i-ésimo subarboles del nodo rama, y corresponden a las
etiquetas de las aristas incidentes desde el nodo (ndtese que no insistimos en que las etiquetas
sean enteros consecutivos. Por ejemplo, si las tres aristas incidentes desde un nodo rama son
etiquetadas como 1,2,5, diremos que el nodo no tiene un tercer ni un cuarto subarbol). Ahora
supongamos que los arboles enraizados de las figuras 6.4a y 6.4b son etiquetados como se
muestra en la figura 6.4c. Diremos que dos arboles ordenados son isomorfos si existe una
correspondencia uno a uno entre sus vértices y aristas, la cual conserva la relacion de
incidencia, y si las etiquetas de las aristas correspondientes coinciden. Asi, los dos arboles
ordenados de la figura 6.4c no son isomorfos. Un arbol ordenado en el cual cada nodo rama
tiene a lo mas m hijos es llamado un arbol m-ario* Diremos que un &rbol m-ario es regular
si cada uno de sus nodos rama tiene exactamente m hijos. Una clase importante de arboles
m-arios son los arboles binarios. En los arboles binarios en lugar de referirnos al primer o
al segundo subarbol de un nodo rama, a menudo nos referimos al subarbol izquierdo o al
subarbol derecho del nodo.

T Dichas etiquetas pueden estar implicitas cuando sean obvias a partir de la forma en que el &rbol fue definido o
trazado.
1 Una notacion correspondiente puede ser definida para todos los arboles enraizados.
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El lector ha observado, probablemente, cdmo la estructura de una proposicién puede
representarse por un arbol ordenado. La figura 6.5 muestra un ejemplo segln su estructura
gramatical en lengua inglesa. Por otra parte, observemos c6mo una expresion aritmética
puede representarse por un arbol binario. Es claro que expresiones simples comoa + by
¢ * d * e pueden representarse como se muestra en las figuras 6.6a y 6.6b, donde los ope-
randos aparecen en las hojas y los operadores en los hodos rama de los arboles ordenados.
Sefialemos que los paréntesis no son necesarios cuando una expresion aritmética es repre-
sentada por un arbol binario. Por ejemplo, la expresion aritmética (((a + b * c) * d - e)/(f +
g)) + h* i * ] se representa como se muestra en la figura 6.6c.

63  LONGITUDES DE PASEQS EN ARBOLES ENRAIZADOS

Consideremos el problema de determinar el nimero de encuentros jugados en un torneo de
tenis de eliminacion simple.” Supongamos que hay ocho competidores en el torneo. Se
jugaran cuatro encuentros en la primera ronda, dos encuentros en la segunda ronda, y el
encuentro final, lo que da un total de siete encuentros. El problema parece ser mas compli-
cado cuando se tiene un nimero impar de competidores, digamos 11, en el torneo. En este
caso, habra cinco encuentros en la primera ronda (un competidor pasa automaticamente a la
siguiente ronda), tres encuentros en la segunda ronda, un encuentro en la tercera (uno de los
tres competidores restantes después de la segunda ronda pasa automaticamente al encuentro
final), y un encuentro en la ronda final para un total de 10 encuentros. Existe, no obstante,
una forma mas directa para determinar el resultado. Si examinamos la programacién de un
torneo de eliminacién simple como el que se muestra en la figura 6.7, de inmediato nos
damos cuenta de que es exactamente un arbol binario regular en el cual las hojas representan
a los competidores en el torneo y los nodos rama representan a los ganadores de los

T En un torneo de eliminacion simple un competidor sera eliminado después de una derrota.
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Figura 6.7
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encuentros o, equivalentemente, los encuentros jugados en el torneo. Reciprocamente,
observamos que cualquier arbol binario regular puede ser visto como la programacion de un
torneo de eliminacién simple.” Asi, nos gustarfa conocer la relacién entre i, el nimero de
nodos rama, y t, el nimero de hojas, de un arbol binario regular. Puesto que en un torneo de
eliminacion simple en cada encuentro jugado se elimina un competidor, y al final del torneo,
todos los competidores excepto el campedn han sido eliminados, el nimero de encuentros
jugados es uno menos que el total de competidores en el torneo. Por tanto, tenemos

i=t-1
El resultado puede extenderse al caso de &rboles m-arios regulares. Imaginemos un
cierto tipo de encuentro con /«-competidores que tienen un solo ganador. En tal caso,
cualquier arbol w-ario regular puede verse como una programacion de un torneo de

eliminacion simple. De nuevo, ya que cada encuentro jugado elimina m - 1 competidores y
solo el campe6n queda al final del torneo, tenemos*

(m-1)i = t-1 (6.2)

Consideremos algunos ejemplos:

El problema es conectar 19 lamparas a un solo contacto eléctrico mediante el uso de
cables de extension, cada uno de los cuales tiene cuatro contactos. Ya que cualquiera de
esas conexiones es un arbol cuaternario con el contacto simple conectado a la raiz del
arbol, de acuerdo con (6.2),

(4-1)i=19-1
Esto es, aunque existen muchas maneras de conectar las lamparas, siempre se necesi-

taran seis cables de extension. -

T Por un torneo de eliminacion simple, entendemos solamente un torneo en el cual un competidor sera eliminado
después de una derrota. No insistimos en que cada competidor juegue en la primera ronda, por ejemplo.

+ Como prueba alternativa, mi es el nimero total de hijos de los nodos rama, lo cual es igual al nimero de nodos
rama y nodos terminales menos uno (la raiz).
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Consideremos una computadora hipotética que tiene una instruccién que calcula la suma
de tres nlmeros. Supongamos que queremos encontrar la suma de nueve nimeros, X
X2, . . ., Xo. NOS damos cuenta de que cualquier sucesion que permita ejecutar esta
instruccion para obtener el resultado es un arbol ternario regular con nueve hojas. Las
figuras 6.8a y 6.8b muestran dos posibles sucesiones. De acuerdo con (6.2),

(3-DNi=9-1
Por lo que se obtiene
i=4

Esto es, la instruccion de suma siempre se ejecutara cuatro veces. a

Existe otro aspecto del problema en el ejemplo 6.2 que deseamos analizar. Es claro que
dos arboles ternarios diferentes con nueve hojas corresponden a diferentes 6rdenes en los
cuales los nueve nimeros se suman, como se muestra en las figuras 6.8a y 6.8b. A pesar que
siempre se da el caso de que se necesitan al menos cuatro operaciones de adicion para calcular
la suma x; + X, + ... + X, la posibilidad de calcular algunas sumas parciales simultneamente
(como en el caso de un sistema de computo de multiprocesadores), hace que una sucesion
sea superior a otra. Por ejemplo, la sucesidn de adiciones de la figura 6.8a puede llevarse a
cabo en dos pasos, donde en cada paso calculamos todas las sumas parciales que pueden
efectuarse en forma simultanea. Por otro lado, toma cuatro pasos llevar a cabo la sucesién de
adiciones mostrada en la figura 6.8b. La longitud de un paseo para un vértice en un arbol
enraizado se define como el nimero de aristas en el paseo desde la raiz hasta el vértice. Por
ejemplo, la longitud del paseo del vértice x; en la figura 6.8b es 4, y la del vértice xs es 3.
Definimos la altura de un arbol como el méaximo de las longitudes de los paseos en el arbol.
Es claro que un &rbol /w-ario de altura h tiene a lo mas m" hojas, que corresponde a la figura
6.8a. Por otro lado, un arbol m-ario regular de altura h tiene al menos m + (m - 1)(h - 1)
hojas, caso que se muestra en la figura 6.8b.
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Sean | la suma de las longitudes de los paseos de todos los hodos rama y E la suma de
las longitudes de los paseos de las hojas en un arbol enraizado. Demostraremos que para un
arbol binario regular E = I+ 2i, donde i es el nimero de nodos rama. Consideremos una
arista (x, y) en un arbol binario regular T. La arista (X, y) esté incluida en el célculo de las
longitudes de los paseos de todos los nodos rama y hojas de T en el subarbol que tiene a'y
como raiz. Puesto que existe exactamente una hoja méas que nodos rama en el subarbol, esta
arista se encuentra una vez mas en el célculo de E que en el calculo de 1. Si repetimos este
argumento para todas las aristas en el &rbol binario, obtenemos

E =1 + ndmero de aristas en el arbol binario
=1+2i

Dejamos al lector llevar a cabo la extension obvia para demostrar que, para un arbol
m-ario regular,

E=(m-21DI+mi

6.4 CODIGOS DE PREFIJOS

Ahora presentaremos mas ejemplos sobre el concepto de longitudes de paseos en arboles
enraizados. Consideremos un problema de telecomunicaciones en el cual queremos repre-
sentar las letras del alfabeto inglés mediante sucesiones de nimeros 0 y 1 (0 mediante
sucesiones de lineas y puntos). Debido a que las 26 letras del alfabeto deben ser representadas
por sucesiones distintas de ndmeros 0 y 1, se pueden representar por sucesiones de longitud
5 (2* < 26 < 2°). Para enviar un mensaje, simplemente transmitimos una cadena de nimeros
0y 1 que contenga las sucesiones para las letras en el mensaje. En el extremo receptor, esta
cadena de ndmeros 0y 1 serd dividida en una sucesion de longitud 5 y las letras correspon-
dientes podran ser reconocidas.

Es bien conocido, no obstante, que las letras del alfabeto no se usan con frecuencias
uniformes. Por ejemplo, las letras e y t se usan més frecuentemente que las letras q y z. Asi,
uno podria desear representar las letras mas frecuentemente usadas con sucesiones mas
cortas, y las letras menos frecuentemente usadas con sucesiones mas largas, de manera que
se reduzca la longitud total de la cadena. Entonces surge un problema interesante: cuando
representamos las letras por sucesiones de varias longitudes, existe la pregunta de cémo ha
de dividirse en el extremo receptor, sin ambigiiedades, una cadena larga de nimeros 0y 1 en
sucesiones que correspondan a las letras. Por ejemplo, si usamos las sucesiones 00 para re-
presentar la letra e, 01 para representar la letra t, y 0001 para representar la letra w, no
estaremos en condiciones de determinar si el texto transmitido fue et o w cuando recibimos
la cadena 0001 en el extremo receptor. Diremos que un conjunto de sucesiones es un c6digo
de prefijos si no existe una sucesion en el conjunto que sea un prefijo de otra sucesion del
conjunto. Por ejemplo, el conjunto {000,001,01,10,11} es un cddigo de prefijos, en tanto
que el conjunto {1,00,01,000,0001} no lo es. Mostraremos que si representamos las letras
del alfabeto por sucesiones en un codigo de prefijos, siempre serd posible dividir la cadena
recibida en sucesiones que representen las letras en un mensaje sin ambiguedades.
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Sefialemos, primero, que podemos obtener un codigo de prefijos binario directamente
a partir de un arbol binario. Para un &rbol binario dado, etiquetamos las dos aristas incidentes
desde cada nodo rama con 0 y 1. Asignamos a cada hoja una sucesion de nimeros 0 y 1, que
es la sucesion de etiquetas para las aristas del paseo desde la raiz hasta la hoja. Por ejemplo,
la figura 6.9 muestra un arbol binario y las sucesiones asignadas a sus hojas, las cuales
encerramos por claridad en rectingulos. Es evidente que el conjunto de sucesiones asignadas
a las hojas en cualquier arbol binario es un cddigo de prefijos.

Reciprocamente, queremos demostrar que existe un arbol binario que corresponde a un
cadigo de prefijos, con las dos aristas incidentes desde cada uno de los nodos rama
etiquetados con 0 y 1, de manera que las sucesiones de nimeros 0 y 1 asignadas a las hojas
sean las sucesiones en el codigo.* Sea h la longitud de la(s) sucesion(es) mas larga(s) en el
c6digo de prefijos. Construimos un érbol binario regular lleno de altura h* y etiquetamos
las dos aristas incidentes desde cada uno de los nodos rama con 0 y 1. Asignamos a cada
veértice una sucesion de nimeros 0 y 1 que es la sucesion de etiquetas de las aristas en el
paseo desde la raiz hasta el vértice. Es claro que a cada sucesion binaria de longitud menor
o igual a h es asignada exactamente a un vértice. Marquemos todos los vértices que han sido
asignados con sucesiones en el codigo de prefijos, y entonces podamos el arbol para eliminar
cada vértice, con la arista incidente a éste, que no tenga un descendiente marcado. Puesto
que ningdn vértice marcado es un antepasado de otro vértice marcado, el conjunto de vértices
marcados sera exactamente el conjunto de hojas del arbol resultante. Este es, en efecto, el
arbol que buscabamos. Como ejemplo, para el codigo de prefijos {1,01, 000, 001} obtene-
mos el arbol binario de la figura 6.10b al podar el &rbol binario regular lleno de altura 3 de
la figura 6.10a, donde los vértices que son asignados a las sucesiones en el cddigo de prefijos
estan encerrados en rectangulos.

Por ultimo, estamos listos para dar un argumento simple que demuestre que siempre es
posible dividir una cadena de nimeros 0 y 1 recibida en sucesiones que estan en un codigo
de prefijos. Si comenzamos en la raiz del arbol binario, trazamos hacia abajo un paseo en el
arbol de acuerdo con los digitos de la cadena recibida. Esto es, en un nodo rama seguiremos

t Para una prueba alternativa, véase el problema 6.11.
1 Un arbol binario regular Ileno es un &rbol regular en el cual todas las hojas tienen la misma longitud de paseo
(igual a la altura del arbol).
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la arista etiquetada como un 0 si encontramos un 0 en la cadena recibida, y seguiremos la
arista etiquetada con 1 si encontramos un 1 en la cadena recibida. Cuando el paseo hacia
abajo alcanza una hoja, sabemos que ha sido detectada una sucesion en el codigo de prefijos,
y deberemos regresar a la raiz del arbol para comenzar a buscar la siguiente sucesion. Este
procedimiento garantiza que no habra ambigiiedad al dividir la cadena recibida en sucesiones
que estan en el codigo de prefijos.

Otro problema interesante es ser mas preciso acerca de la idea de usar sucesiones cortas
para representar las letras usadas con més frecuencia. Para esto necesitamos alguna infor-
macion sobre las frecuencias del uso de las letras. Desde luego, esa informacion esta dispo-
nible, y la tabla 6.1 muestra el nimero promedio de apariciones de las letras en el alfabeto
inglés.™ Si usamos una sucesion binaria de /, digitos para representar la /-ésima letra del

Tabla 6.1
Nimero de Nimero de
apariciones apariciones
Letra en 1 000 1t_:_lras_ L_EE en 1000 lctr_as__
a 82 n 71
b 14 0 80
c 28 P 20
d 38 q 1
[ 131 T 68
f 29 s 61
g 20 t 105
h 53 u 25
i 63 v 9
i 1 W 15
k 4 X 2
1 34 y 20
m 25 z 1

t Véase, por ejemplo, Zipf [14].
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alfabeto, la longitud promedio de la cadena binaria que representa un texto en inglés de 1 000
letras seraZ#$ | w,,, donde w, es el nimero promedio de apariciones de la i-ésima letra en las
1000 letras.

Nuestro andlisis nos conduce al siguiente problema: supongamos un conjunto de pesos
wy, W, . .., W, Sin pérdida de generalidad, supongamos quew; = wy £+ - £ w, Diremos
que un arbol binario que tiene t hojas con los pesoswy, w;, . . ., w, asignados a las hojas es
un arbol binario para los pesosw, W, . . . , w,. Definimos el peso de un arbol binario para
los pesoswy, ws, - . ., w,como es Zf_, w; i(w;, , donde I(3;) la longitud del paseo de la hoja
a la cual se le asignd el peso wj. El peso del &rbol T se denotara por W(T). Diremos que un
arbol binario para los pesos#;, ws, . . ., w,es un arbol 6ptimo si su peso es minimo. Por
ejemplo, dados los pesos 5,6, 7 'y 12, la figura 6.11a muestra un arbol éptimo (exhortamos
al lector a verificar si el arbol de la figura 6.11b es 6ptimo).

Existe un procedimiento muy elegante debido a D. A. Huffman [6] para construir un
arbol Optimo para un conjunto dado de pesos. La observacién clave que conduce al
procedimiento de construccion, es que podemos obtener un arbol dptimo para los pesos wl
Wy, . . ., W, a partir de un arbol optimo T' para los pesos w, + ws, Wy, Wy, . . ., W,
Especificamente, aseguramos que al remplazar la hoja en 7", a la cual se le asigna el peso
w, + wy por el subarbol mostrado en la figura 6.12, originaremos un arbol dptimo para los
pesos wy, W, . . . , W, Por ejemplo, supongamos que queremos construir un arbol 6ptimo para
los pesos.3, 4, 5, 6 y 12. Como sabemos que el arbol de la figura 6.11a es un arbol
Optimo para los pesos 5,6,7 y 12, obtenemos el arbol de la figura 6.13 como un arbol 6ptimo
para los pesos 3,4,5,6 y 12. Para demostrar nuestra afirmacién, primero queremos demostrar

/

Figura 6.12

T Observemos que 10s pesosw, + Wy, Wy, wy, . . ., W, podrian no encontrarse en un orden creciente.
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que existe un arbol optimo para los pesos wy, ws, . .., w, en el que las hojas a las cuales son

asignados wy ¥y w, son hermanas. Supongamos que tenemos un arbol éptimo para los pesos

wy, Wy, . .., W, Sea a el nodo rama con la longitud del paseo mas largo en el arbol.

Supongamos que los pesos asignados a los hijos de a son w, y w,. Asi, l(w,) 2 l(w,) y i(w,)
2z l(wy). Por otro lado, como el &rbol es 6ptimo, debemos tener I(w,) £ f(w,) y {(w,) < Kwy).
[Si I(w,) > I(w,), al intercambiar las asignaciones de w; y w, damos lugar a un arbol de peso

similar, lo cual es una contradiccion. El mismo argumento se aplica si  {(w,) > {(w,).] Por
tanto, tenemos que X(w,) = I(w,) = l{w,) = I(w,). Si intercambiamos las asignaciones de w,
w, con las de wy, w, obtenemos un arbol dptimo en el que las hojas a las cuales w, y w; han
sido asignadas son hermanas.

Denotemos por 7'a un arbol Optimo para los pesos wy, w;, . . ., w; en el cual las hojas
asignadas a w, y w, son hermanas. Remplacemos el subarbol de T que contiene estas dos
hojas y su padre por una hoja, y asignemos a esta nueva hoja el peso w; + w;,. Denotemos
por T este arbol resultante, el cual es un &rbol binario para los pesos w;, w,, ws, . . ., w,. Es
evidente que

W(f) = W(f’) Fwy tws

Sea 7' un arbol 6ptimo para los pesos w;, wy, W, ..., w,. Sea T el arbol obtenido a partir
de T' mediante el remplazo de la hoja de 7" ala cual se le asigné w, + w, por el subarbol
mostrado en la figura 6.12. Tenemos

W(h=WT")+w +w

Si W(T) > W(T), entonces W(T") > W(T"), lo cual es una contradiccion porque 7" es un
arbol dptimo para los pesos w; + wy, s, . . ., w,. Por tanto, T es un arbol ¢ptimo para los
pesos wy, Wy, . . ., Wy

De acuerdo con nuestra observacion, el problema de construir un arbol 6ptimo para t
pesos se puede reducir al de construir uno para t -1 pesos, el cual puede reducirse al construir
uno parat - 2 pesos, y asi sucesivamente. Puesto que el problema de construir un éarbol
Optimo para dos pesos es trivial, el problema de construir un arbol éptimo para t pesos esta
resuelto. Por ejemplo, para los pesos 3,4, 5, 6 y 12, la figura 6.14 muestra la construccion
paso por paso de acuerdo con el procedimiento de Huffman.
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65  ARBOLES DE BUSQUEDA BINARIA

Figura6.14

Supongamos que un amigo nuestro ha seleccionado un ndmero entre 1y 99, y queremos
determinar de qué numero se trata con preguntas del siguiente estilo, ";el nimero es 37?".
Nuestro amigo respondera indicandonos si efectivamente es 37, 0 el nimero es menor que
37, 0 el nimero es mayor que 37. Aungue podemos determinar el nimero que nuestro amigo
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ha seleccionado por medio de la serie de preguntas, ";el nimero es 1?, ;el nimero es 2?,
¢el nimero es 3?,..., el nimero es 99?", la mayoria de nosotros emplearia la siguiente
estrategia: comenzamos con la pregunta, "¢el nimero es 50?". Si se nos indica que el ndmero
es 50, hemos terminado. Si se nos indica que el nimero es menor que 50, hemos reducido el
intervalo que contiene al nimero del 1 a 49. Si se nos indica que el nimero es mayor que 50,
hemos reducido el intervalo que contiene al nimero del 51 a 99. De acuerdo con esto, si el
nGmero se encuentra entre 1 y 49, nuestra siguiente pregunta es, ";el nimero es 25?"; y si
el nimero se encuentra entre 51 y 99, nuestra pregunta sera ";el nimero es 75?". Es bastante
obvio que nuestra estrategia es realizar una serie de preguntas de manera que la respuesta
de nuestro amigo a cada pregunta nos permita determinar el nimero que ha seleccionado, o
reducir el intervalo que contiene al nimero a la mitad de lo que teniamos anteriormente. Con-
fiamos en que el lector estara de acuerdo con que ésta es una buena estrategia.

Antes de continuar presentamos otros dos ejemplos. Supongamos que los registros de
los empleados de una compafiia se acomodan de acuerdo con los nimeros de seguridad
social. Un problema interesante consiste en disefiar un procedimiento para la bdsqueda del
registro de un empleado, dado su nimero de seguridad social. Un problema similar es
encontrar el nimero telefénico de una persona en un directorio telefénico o determinar que
el nimero no esta en el directorio. Es claro que la estrategia en el parrafo precedente puede
aplicarse inmediatamente a estos casos.

Formulemos con precision el problema de buscar un objeto en una lista ordenada.
Suponemos que trabajamos con objetos sobre los cuales existe un ordenamiento lineal, <. En
ejemplos préacticos, el ordenamiento lineal puede ser numérico, alfabético, alfanumérico,
etcétera. Sean Ky, K,.. ., K, los n objetos de una lista ordenada los cuales son conocidos
como las claves. Supongamos que K; < K, <. .. <K, Dado un objeto x, nuestro problema es
buscar las claves y determinar si x es igual a una de las claves o si x esta entre las claves Kj
y K; .1 para algln i. Primero sefialemos que la bisqueda tiene 2n + 1 posibles resultados, es
decir, x es menor que Ky, x es igual a K;, es mayor que K; pero menor que K,, x es igual a
K,, etcétera.

Un procedimiento de blsqueda consiste en una serie de comparaciones entre x y las
claves donde cada comparacion de x con una clave nos indica si x es igual, menor que, o
mayor que tal clave.” Ahora mostraremos como podemos describir un procedimiento de
blusqueda mediante una representacion de arbol binario. Definimos un arbol de blsqueda
para las claves K;, K,,... ,K, como un arbol binario con n nodos rama y n + 1 hojas. Los
nodos rama son etiquetados con Ky, Ks,..., Ky, y las hojas son etiquetadas con Ko, Ky, Ky,
... K, de manera que para el nodo rama con la etiqueta Kj, su subarbol izquierdo contiene
solo los vértices con etiquetas K;, j < i, y su subarbol derecho contiene s6lo vértices con
etiquetas Kj,j > i. Por ejemplo, la figura 6.15 muestra un arbol de blsqueda para las claves
Ky, Ky, Ks, Ky, donde, por claridad, usamos circulos para denotar nodos rama y cuadrados
para denotar hojas. De inmediato se ve que un arbol de blsqueda corresponde a un proce-

T Supongamos que comparamos x con Kj y encontramos que X es menor que K,. Un paso siguiente para
comparar x con K; para j > i seria un desperdicio total. Suponemos que los procedimientos de busqueda
considerados no contienen ninguno de esos pasos desperdiciados.

1 El significado de la etiqueta A, seré aclarado mas adelante.
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Figura 6.15

dimiento de busqueda: al comenzar con la raiz del &rbol de bisqueda, comparamos un obj eto
dado x con la etiqueta de la raiz Kj. Si x es igual a Kj, la busqueda ha terminado. Si x es
menor que Kj, comparamos x con el hijo izquierdo de la raiz, y si x es mayor que Kj,
comparamos x con el hijo derecho de la raiz." Dicha comparacién se continda para nodos
rama sucesivos hasta que x concuerde con una clave o se alcance una hoja. Es evidente que
si una hoja etiquetada como K; es alcanzada, esto significa que x es mayor que la clave K;
pero menor que la clave K; - ; (si se alcanza la hoja Ko, esto significa que x es menor que Kj. Si
se alcanza la hoja K., significa que x es mayor que K,). Por ejemplo, sean AB, CF, EG, PP
las claves K; K5, K3 y K, en el arbol de bisqueda de la figura 6.15. Dado el objeto BB, los
pasos de blsqueda de acuerdo con la figura 6.15 son:

1. Compare BB con Kj, la cual es EG.

2. Como BB es menor que EG, compare BB con K; la cual es AB.
3. Como BB es mayor que AB, compare BB con K,, la cual es CF.
4. Como BB es menor que CF, se alcanza la hoja K;.

Asi, concluimos que el objeto BB es mayor que AB y menor que CF.

Un criterio obvio para medir la efectividad de un procedimiento de busqueda es el
nimero maximo de comparaciones que el procedimiento efectla en el peor caso, esto es, la
altura del arbol de busqueda correspondiente. Por tanto, para un conjunto dado de n claves,
un arbol de bdsqueda cuya altura esrlg #+1)] correspondera a un procedimiento de
busqueda que posiblemente sea el mejor. Por otro lado, ya que siempre existe un arbol de

t En un arbol binario, el hijo izquierdo (derecho) de un nodo rama es la raiz del subarbol izquierdo (derecho) del
nodo.
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busqueda binario de altura rlg (n+ 1)1 para cualquier n' el problema de disefiar un proce-
dimiento de bisqueda que posiblemente sea el mejor de acuerdo con este criterio, no es un
problema dificil.

En general, los resultados de nuestras busquedas podrian ocurrir con diferentes frecuen-
cias. Por ejemplo, en el problema de adivinar el nimero que un amigo nuestro ha seleccio-
nado, si sabemos que es mas probable que €l seleccione un ndmero menor que 20, que un
ndmero mayor o igual a 20, podriamos reconsiderar nuestra estrategia al hacer las preguntas.

Para ser especificos, supongamos que de 1 000 bisquedas nos danz;, %, . . ., #, cCOMO las
frecuencias de aparicion, los resultados de que un objeto dado sea igual a K, Ks, ..., K, ¥
nos danwy, w;, w,, . .., w,como las frecuencias de aparicion de los resultados de que un
objeto dado sea menor que K, sea mayor que K; pero menor que Ks,. . ., sea mayor que
K,. Dado un arbol de bisqueda para las claves X, X5, . . . , X,,, el nimero total de
comparaciones en 1 000 busquedas sera igual a

n H

T HK)+ 1]+ 3 w I(K) (6.3)

J=1 J=0

donde I(K;) es la longitud del paseo del nodo rama etiquetado como K; ¥ (X }es la longitud
del paseo de la hoja etiquetada con K; en el arbol de blsqueda. Observemos que I(K;) + 1 es
el nimero de comparaciones llevadas a cabo por el procedimiento de blsqueda si el objeto
dado es igual aX;, y I'(X})es el nimero de comparaciones llevadas a cabo por el procedi-
miento de busqueda si el objeto dado es mayor que K; y menor que K; . ;.
El problema de construir un arbol de bisqueda para minimizar la cantidad en (6.3) para
Uiy Uy o o v Hpy Wy, Wy, Way .« ., W, dados, fue analizado en Knuth [9]. Una variacion del
problema fue estudiada por Hu y Tucker [5] y Hu [4]. Entrar en los detalles de sus resultados
estaria fuera del alcance de nuestro analisis. El lector interesado puede consultar estos
articulos, asi como el capitulo 6 de Knuth [8].

66  ARBOLES GENERADORES Y CONJUNTOS DE CORTE

Sea G un grafo conexo donde los vértices representan los edificios de una fébrica, y las
aristas representan los tineles de conexién entre los edificios. Uno desearia determinar un
subconjunto de tuneles que debieran mantenerse abiertos todo el tiempo de manera que
pudiéramos alcanzar un edificio desde otro a través de estos tlneles. También deseariamos
determinar los subconjuntos de taneles que al ser obstruidos, separarian a algunos de los
edificios de los otros. En esta seccion estudiamos los conceptos de subconjuntos de aristas
de conexion y subconjuntos de aristas de no conexion en un grafo.

Un arbol de un grafo es un subgrafo del grafo que es un arbol. Un &rbol generador de
un grafo conexo es un subgrafo generador del grafo que es un arbol. Por ejemplo, la figura
6.16b muestra un arbol, y la figura 6.16¢c muestra un arbol generador del grafo de la figura
6.16a. Una rama de un arbol es una arista del grafo que es un arbol. Una cuerda, o un

"Véase el problema 6.15.
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b
Figura 6.16

enlace de un arbol, es una arista del grafo que no esta en el arbol. El conjunto de cuerdas de
un arbol se conoce como el complemento del arbol.

Observamos que un grafo conexo siempre contiene un arbol generador. Supongamos
que nos dan un grafo conexo. Si el grafo no contiene circuitos, entonces es un arbol. Si el
grafo contiene uno 0 mas circuitos, podemos eliminar una arista de uno de los circuitos y
aun tener un subgrafo conexo. Dicha eliminacion de aristas de los circuitos puede repetirse
hasta que tengamos un arbol generador. De este argumento se obtiene de inmediato, que un
&rbol generador es un subgrafo conexo minimo' de un grafo conexo en el sentido de que a
partir de un subgrafo conexo el cual no es un arbol generador, una 0 méas de sus aristas pueden
eliminarse, de manera que el grafo resultante aln sea un subgrafo conexo, y, por otra parte,
ninguna arista puede eliminarse de un arbol generador de manera que el subgrafo resultante
aun sea un subgrafo conexo. En el ejemplo de los edificios conectados por tdneles, si
mantenemos abiertos los tineles correspondientes a las aristas en un arbol generador, nos
aseguramos que podemos llegar desde un edificio a otro a través de estos tdneles. Ademas,
éste seria un conjunto minimo de tdneles que deben mantenerse abiertos.

Para un grafo conexo con e aristas y v vértices, existen v - 1 ramas en cualquier arbol
generador. Entonces, en relacién con cualquier arbol generador, existen e - v + 1 cuerdas.

Un conjunto de corte es un conjunto (minimo) de aristas en un grafo tal que la
eliminacion del conjunto incrementara el nimero de componentes conexas en el subgrafo
restante, en tanto que la eliminacion de cualquier subconjunto propio de éste no lo haria. De
esto se tiene que en un grafo conexo, la eliminacién de un conjunto de corte divide al grafo
en dos partes. Esto sugiere una forma alternativa de definir un conjunto de corte. Si los
vértices de una componente conexa de un grafo se dividen en dos subconjuntos, de manera
que cada dos vértices en cada subconjunto estén conectados por un paseo que solo atraviesa
vértices en tal subconjunto, entonces, el conjunto de aristas que une los vértices de los dos
subconjuntos es un conjunto de corte. Como ejemplo, para el grafo de la figura 6.17a, el con-
junto de aristas {e,, €s. 4, €3, €43€S Un conjunto de corte, ya que su eliminacion dejard un
subgrafo no conexo como se muestra en la figura 6.176, en tanto que la eliminacién de
cualquiera de sus subconjuntos propios no lo hard. Ademas, éste es el conjunto de aristas
que unen los vértices de los dos subconjuntos {vy, vs} y {v». v3, v4}. La figura 6.17a se volvi6 a
hacer en la figura 6.17c para enfatizar la division de vértices. En el ejemplo de los edificios
conectados por tuneles, si los tlneles correspondientes a las aristas en un conjunto de corte

t Un subgrafo conectado de un grafo es un subgrafo generador que es conexo.
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Figura 6.17

son blogueados, entonces los edificios quedaran separados en dos conglomeraciones sin
paso alguno desde un edificio en una conglomeracion hacia un edificio en la otra.

Los conceptos de arboles generadores, circuitos y conjuntos de corte estan muy
relacionados. Debido a que un arbol generador contiene un paseo UGnico entre dos vértices
cualesquiera en el grafo, la adicion de una cuerda al arbol generador da lugar a un subgrafo
que contiene exactamente un circuito. Supongamos que se afiade la cuerda { v, , v,} aun arbol
generador. Como el arbol generador contiene un paseo entre v, y V,, este paseo, con la arista
{ vi, vo} forman un circuito en el grafo. Por otro lado, si la adicién de la cuerda {vy, v,} da
origen a dos 0 mas circuitos, deben existir dos 0 mas paseos entre v, y v, en el arbol generador,
lo que obviamente es imposible. Para un arbol generador dado, se puede obtener un circuito
Unico al agregar al arbol generador cada una de las cuerdas. El conjunto de e - v + 1 circuitos
obtenidos de esta manera es llamado el sistema fundamental de circuitos relativo al &rbol
generador. Un circuito en el sistema fundamental es llamado un circuito fundamental. Puesto
que un circuito fundamental contiene exactamente una cuerda del &rbol generador, éste es
conocido como el circuito fundamental correspondiente a la cuerda. Por ejemplo, para el
grafo de la figura 6.17a y el &rbol generador de la figura 6.17d el circuito fundamental
correspondiente a la cuerda ey, es el circuito {e, €3, e, €g},y los otros circuitos fundamen-
tales son{es, e, eg}, {es €5, €6, €3} ¥ {e1, &, €3}

Ya que la eliminacién de cualquier rama de un arbol generador rompe el arbol generador
en dos arboles (donde cualquiera de los dos 0 ambos pueden consistir en un vértice aislado),
decimos que, correspondiente a una rama de un arbol generador, existe una division de los
vértices del grafo en dos subconjuntos correspondientes a los vértices de los dos arboles.
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Teorema 6.1

Teorema 6.2

Teorema 6.3

Entonces, se tiene que para toda rama en un arbol generador, existe un correspondiente
conjunto de corte. Por ejemplo, para el grafo de la figura 6.17a, la eliminacion de la rama e;
del arbol generador de la figura 6.17d divide a los vértices en dos subconjuntos {vi, v, s,
vs} Y {v4}. El conjunto de corte correspondiente es {es, €7, €4}. Para un arbol generador dado, el
conjunto de los v - 1 conjuntos de corte correspondientes a las v - 1 ramas del arbol
generador es llamado el sistema fundamental de conjuntos de corte relativo al arbol gene-
rador. Un conjunto de corte en el sistema fundamental de conjuntos de corte es Ilamado un
conjunto de corte fundamental. Puesto que un conjunto de corte fundamental contiene
exactamente una rama del arbol, éste es conocido como el conjunto de corte fundamental co-
rrespondiente a la rama. Para el grafo de la figura 6.17a y el &rbol generador de la figura
6.17d los conjuntos de corte fundamentales son {e; es, €.}, {€1, €s, €4} {€1, €5, €6, €7, €4} Y
{e4, €7, €3}

Ahora presentamos algunas de las propiedades de circuitos y conjuntos de corte. A
menos que se diga otra cosa, nuestro analisis se limitara a grafos conexos, ya que su extension
a grafos no conexos es directa.

Un circuito y el complemento de cualquier arbol generador deben tener al menos una
arista en comun.

DEMOSTRACION Si existe un circuito que no tenga una arista en comdn con el comple-
mento de un &rbol generador, el circuito estd contenido en el arbol generador. Sin
embargo, esto es imposible ya que un arbol no puede contener un circuito.

0

Un conjunto de corte y cualquier arbol generador deben tener al menos una arista en
coman.

DEMOSTRACION Si existe un conjunto de corte que no tenga una arista en comdn con
un arbol generador, la eliminacion del conjunto de corte dejara al arbol generador in-
tacto. Sin embargo, esto significa que la eliminacidon del conjunto de corte no divide al
grafo en dos componentes, lo cual contradice la definicion de un conjunto de corte.

]

Cada circuito tiene un nimero par de aristas en comun con cada conjunto de corte.

DEMOSTRACION Correspondiente a un conjunto de corte, existe una division de los
veértices del grafo en dos subconjuntos, los cuales son los dos conjuntos de vértices de
las dos componentes del grafo cuando las aristas del conjunto de corte son eliminadas.
Por tanto, un paseo que conecta dos veértices en un subconjunto debe recorrer las aristas
en el conjunto de corte un nimero par de veces, como se ilustra en la figura 6.18 (las
aristas en el circuito son trazadas en lineas gruesas). Debido a que un circuito es un paseo

desde algun vértice hasta él mismo, se cumple el teorema. o
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Teorema 6.4

Teorema 6.5

Subconjunto de Subconjunto de

Aristas en ¢l conjunto de corte
vértices vértices

Figura 6.18

El siguiente resultado indica la gran relacion entre el sistema fundamental de circuitos
y el sistema fundamental de conjuntos de corte relativos a un arbol generador:

Para un arbol generador dado, sea D = {ey, e,, €3, . . ., &} un conjunto de corte
fundamental, en el cual e, es una rama y e,, es,..., €& son cuerdas del arbol generador,
entonces e, esta contenido en los circuitos fundamentales correspondientes a e, para i =
2,3,... k. Ademas, e; no esta contenido en cualesquiera otros circuitos fundamentales.

DEMOSTRACION Sea C el circuito fundamental correspondiente a la cuerda e,. Obser-
Vemos que e, esta tanto en C como en D. Puesto que C y D tienen un ndmero par de
aristas en comdn y e, es la Gnica otra arista que posiblemente puede estar en C y en D'
e, debe estar contenida en C. Un argumento similar puede aplicarse a los circuitos
fundamentales correspondientes a las cuerdas ez, €s,. . ., €. Por otro lado, si C” es el
circuito fundamental correspondiente a cualquier cuerda que no estd en D. C” no puede
contener a e;. porque en otro caso, C” y D tendrian a e; como la Gnica arista en comun.

0
De modo similar tenemos:

Para un arbol generador dado, sea C = {e; e,, €3,. .., &} un circuito fundamental en el
cual e; es una cuerda y e,, €s,... ,6¢ Son ramas del arbol generador, entonces e; esta
contenido en los conjuntos de corte fundamentales correspondientes a e; parai = 2, 3,
..., k. Ademas, e; no esta contenido en cualesquiera otros conjuntos de corte funda-
mentales.

Dejamos la demostracién del teorema 6.5 como un ejercicio (véase problema 6.21), ya

que es practicamente igual a la del teorema 6.4.

T Todas las aristas en C con excepcion de e, son ramas, y todos las aristas en D con excepcion de e, son cuerdas.
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6.7 ARBOLES GENERADORES MINIMOS

Para un grafo dado, uno podria querer determinar un arbol generador del grafo. Aqui consi-
deramos el problema mas general de determinar un arbol generador minimo en un grafo
pesado, donde a las aristas se les asignan nimeros reales como sus pesos. El peso de un arbol
generador se define como la suma de los pesos de las ramas del arbol. Un arbol generador
minimo es uno con peso minimo. Una interpretacidn fisica de este problema es considerar
los vértices de un grafo como ciudades, y los pesos de las aristas como los costos de
construccién y mantenimiento de vias de comunicacién entre las ciudades. Supongamos que
gueremos construir una red de comunicaciones que conecte a todas las ciudades a un costo
minimo. Entonces el problema es determinar un arbol generador minimo. Presentamos dos
algoritmos simples para realizar esto.

Nuestro primer procedimiento se basa en la observacion de que entre todas las aristas
en un circuito, la arista con el mayor peso no esta en un arbol generador minimo.” Sea C un
circuito en un grafo pesado, y e la arista con el mayor peso en C. Supongamos que e es una
rama de un arbol generador T. Sea D el conjunto de corte fundamental correspondiente a la
rama e. Como el circuito C y el conjunto de corte D deben tener un nimero par de aristas
en comun, ademas de la arista e deberan existir al menos una 0 mas aristas que estén tanto
en C como en D. Sea f una de esas aristas. Observemos que f es una cuerda del arbol
generador T debido a que D es un conjunto de corte fundamental. Agreguemos la arista f
al arbol generador T y denotemos el subgrafo resultante como U. Es obvio que U es un
subgrafo generador que contiene exactamente un circuito, el circuito fundamental
correspondiente a f. De acuerdo con el teorema 6.4, e estd contenido en el circuito
fundamental correspondiente a f Si eliminamos e de U, obtenemos un arbol generador
Cuyo peso es menor que el de T.

Nuestra observacion sugiere un procedimiento para determinar un arbol generador
minimo de un grafo pesado conexo. Construiremos un subgrafo del grafo pesado paso por
paso, al ir examinando cada arista en orden creciente de los pesos. Se agregara una arista al
subgrafo parcialmente construido si su inclusién no origina un circuito, y serd descartada en
caso contrario. La construccién termina cuando todas las aristas han sido examinadas. Es
claro que nuestra construccion da origen a un subgrafo que no contiene un circuito. Obser-
vemos que el subgrafo también es conexo, ya que para una arista {a, b} en el grafo original,
ya sea que la arista {a, b} esté incluida en el subgrafo o bien, existe un paseo entre ay b en
el subgrafo. Asi, el subgrafo que hemos construido es un arbol. Ademas, éste es un arbol
generador debido a que el grafo original es conexo. Finalmente, el arbol generador es minimo
porque en el procedimiento de construccion una arista era excluida en favor de las aristas de
pesos mayores solo si se sabia que la arista excluida no podia estar en un arbol generador
minimo. En otras palabras, las v - 1 aristas en el subgrafo son efectivamente las v - 1 aristas
con los pesos menores que pueden ser incluidas en un arbol generador minimo.

t Para simplificar la presentacion, suponemos que los pesos de las aristas son distintos. En el caso de que los
pesos de las aristas no sean todos distintos, este resultado debe establecerse en una forma més general: de entre
todas las aristas de un circuito, una arista con el mayor peso no estd contenida en algin arbol generador
minimo.
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a) b) Figura 6.19

Como ejemplo, un arbol generador minimo para el grafo pesado de la figura 6.19a se
muestra en la figura 6.19b. Observemos como las aristas con peso 4 y peso 7 son excluidas
en la construccion paso por paso.

Un segundo procedimiento para construir un arbol generador minimo se basa en la
observacion de que entre todas las aristas incidentes con un vértice, la arista con el menor
peso debe estar en el arbol generador minimo." Sean v, un vértice y { vi, v-} la arista con el
menor peso de entre todas los aristas incidentes con vi. Sea T un arbol generador que no
contiene la arista {vy. vo}. Agreguemos la arista {v;. v,} a T y denotemos como U al subgrafo
resultante. Sefialemos que U contiene exactamente un circuito, el circuito fundamental
correspondiente a la cuerda { vy, v,}. Este circuito estd formado por la arista {v, v,} y el
paseo de v; hasta v, en T. Sea (v, Vi Vigr o+ 5 Vi v,) la sucesion de vértices de tal paseo.
Observamos que al eliminar {v,,v,-]} de U, obtenemos un arbol generador cuyo peso es menor
queel deT.

Sean G = (V, E) un grafo, y v; y v, dos vértices de V. Introducimos la nocién de obtener
un grafo G' a partir de G mediante la fusién de los vértices v, y v,. Intuitivamente, G' es un
grafo obtenido a partir de G al combinar los vértices v, y v, en un "supervértice", y al retener
todas las aristas en G. Por ejemplo, la figura 6.20; muestra un grafo obtenido a partir del
grafo de la figura 6.20a mediante la fusion de los vértices vy y v,. Debido a que G y G' son,
en general, multigrafos, identificaremos las aristas de E mediante nombres de aristas, como
e1Y e, en lugar de los vértices con los cuales ellos son incidentes. Sea G' = (V, E') tal que
V'’ contiene todos los vértices en V, excepto que los vértices v; y v, son eliminados y un
nuevo Vvértice v* es introducido, y E' contiene todas las aristas de E, excepto que si una arista
fuera incidente con v; 0 v, en G, éste es incidente con v* en G Tenemos la siguiente
observacién: sea e una arista con el menor peso que no es un lazo en G. Sea G' el grafo
obtenido a partir de G mediante la fusién de los vértices v, y v, y con los cuales la arista e
es incidente en G, y T' un arbol generador minimo de G'. Denotemos como T a un subgrafo

t De nuevo, suponemos que los pesos de las aristas son distintos. En el caso de que los pesos de las aristas no sean
todos distintos, este resultado debe establecerse en una forma mas general: de entre todas las aristas incidentes
con un vértice, una arista con el menor peso esta contenida en algin arbol generador minimo.

¥ La arista entre v, y v, se convierte en un lazo en v* (con el objetivo de construir un arbol generador minimo,
podriamos optar por eliminar a todos los lazos en G'. Sin embargo, no hacemos esto porque no queremos
desviarnos de la definicion convencional de fusion de dos vértices en un grafo).
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a) b) Figura 6.20

de G que consiste en todas las aristas de T' y la arista e. Queremos mostrar que T es un
arbol generador minimo de G. Primero, sefialemos que T efectivamente es un arbol
generador de G. En segundo lugar tenemos

W(T) = W(T") + w{e)

donde w(e) denota el peso de la arista e, y W(T) y W(T") denotan la suma de los pesos de
las aristas de T y T', respectivamente. Por Gltimo, si T no fuera un arbol generador minimo
de G, existe un arbol generador minimo de G, 7, el cual contiene la arista e de manera que

W(7,)<W(T)

Sea 7 el arbol obtenido de 7 mediante la fusion de los vértices v, y V, Yy la eliminacién
de la arista e. Es claro que, T' es un arbol generador de G'. Puesto que

W(T) = W(T") + w(e)

obtenemos
W) < W(T")

lo cual contradice la suposicion de que T™ es un arbol generador minimo del grafo G'.

Nuestras observaciones sugieren otro procedimiento para determinar un arbol generador
minimo en un grafo pesado conexo. Sea { vy, v, } la arista de menor peso en un grafo G.
Como { vy, v, } debe incluirse en un arbol generador minimo de G, podemos fusionar los dos
vértices vy y v, para obtener el grafo G', y entonces determinar un arbol generador minimo
de G'. El paso puede repetirse hasta que terminemos con un grafo que tenga un solo
vértice.

Como ejemplo, para el grafo pesado de la figura 6.19a, se muestran varios pasos de la
construccién en las figuras 6.21a a 6.21b. Observemos que las aristas con los pesos 4y 7
son excluidas en la construccion paso por paso.
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Figura 6.21
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*6.8 REDES DE TRANSPORTE

Diremos que un grafo dirigido pesado es una red de transporte si se satisfacen las siguientes

condiciones:

1. El grafo es conexo y no tiene lazos.

2. Existe uno y sélo un vértice en el grafo que no tiene una arista que llegue a él.
3. Existe uno y sélo un vértice en el grafo que no tiene una arista que salga de él.
4. El peso de cada arista es un nimero real no negativo.

En una red de transporte, el vértice que no tiene aristas que llegan a él, es llamado la
fuente y es denotado por a; el vértice que no tiene aristas que salgan de €l es Ilamado el
sumidero y se denota por z. El peso de una arista se llama la capacidad de la arista. La
capacidad de la arista (i, j) se denota por w(i,j).

Una red de transporte representa un modelo general para el transporte de material desde
el origen de los suministros hasta el destino a través de rutas de envio, donde existen limites
superiores sobre la cantidad de material que puede ser enviado a través de las rutas. La figura
6.22a muestra un ejemplo de una red de transporte.
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Figura 6.22

Un flujo en una red de transporte, ¢, es una asignacion de nimeros no negativos $(/, /)
a cada arista (%./), de manera que se satisfacen las siguientes condiciones:

1. ¢, j) = w(i, /) para cada arista (7, /).
20 Yodai 0G0 D = Y 0aak U, &) para cada vérticey excepto la fuente a 'y el sumidero z .

En términos de transporte de material, ¢(i. /) es la cantidad de material a ser enviado
a través de la ruta (i, j). La condicion 1 significa que la cantidad de material a ser enviada a
través de una ruta, no debe exceder la capacidad de la ruta. La condicion 2 significa que,
excepto en la fuente y el sumidero, la cantidad de material que fluye hacia un vértice debe
ser igual a la cantidad de material que fluye hacia afuera del vértice. Por ejemplo, la figura
6.22¢, muestra un flujo en la red de transporte de la figura 6.22a. EI primer nimero asociado
con una arista es la capacidad de la arista, y el segundo nimero asociado con una arista es
el flujo de la arista. La cantidad 3 i.4.; $(a, ©) se dice que es el valor del flujo ¢ y se denota
por ¢,. Intuitivamente, es claro que

b= D bla, ) = 3 ok, z2)
toda ¢ toda &

es decir, el flujo total que sale de la fuente es igual al flujo total que entra en el sumidero.
Este resultado se demuestra rigurosamente en la demostracion del teorema 6.6. Para un flujo
dado, diremos que una arista (7, /) esta saturada si ¢(/, /) = w(/. /) y se dice que no esta
saturada si $(/,/) < w(i, /). Un flujo méximo en una red de transporte es el fluio que alcanza
el valor més grande posible. Es concebible que pueda existir mas de un flujo méximo en una
red de transporte. En otras palabras, puede haber varios flujos diferentes, los cuales todos
alcanzan el valor mas grande posible.

Con frecuencia queremos determinar la mayor cantidad de material que puede ser
enviado desde la fuente hasta el sumidero de una red de transporte dada. Por ello, es deseable
tener un algoritmo para construir un flujo en la red que alcance el mayor valor posible. Para
realizar esto presentaremos un algoritmo, pero primero introduciremos algunos conceptos
y resultados Utiles.

Un corte en una red de transporte es un conjunto de corte del grafo no dirigido, obtenido
de la red de transporte al ignorar la direccién de las aristas, que separa la fuente del sumidero.

 Definimos ¢{x. ¥} como cero si no existe una arista desde x a y
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Teorema 6.6

.
P, P) Figura 6.23

La notacion (P, P) se usa para denotar un corte que divide los vértices en dos subconjuntos
Py P, donde el subconjunto P contiene a la fuente y el subconjunto P contiene al sumidero.
La capacidad de un corte, denotada por w(P, P), se define como la suma de las capacidades
de aquellas aristas incidentes de los vértices de P hasta los vértices de P; esto es,

wP. Py= 3 wij)
iePjel
Por ejemplo, la linea punteada en la figura 6.23 identifica un corte que separa el subconjunto
de vértices P= {a,d} del subconjunto de vértices P = {b, c, z). La capacidad de este corte
esigual a 8+ 7+ 10 = 25.
El siguiente resultado da una cota superior para los valores de flujos en una red de
transporte.

El valor de un flujo cualquiera en una red de transporte dada es menor o igual que la
capacidad de cualquier corte en la red.

DEMOSTRACION Sea t un flujo y (2, P)un corte en una red de transporte. Para la
fuente a,

2 a3 oG, a) = 3 da, D)=, (6.3)

tada § toda toda i

puesto que ¢/, ) = 0 para todo /. Para un vértice p diferente de g en P,

26D - XoG.p) =0 (6.4)

toda 1 toda f

Combinando (6.3) y (6.4), tenemos
o= T[T 6@ - 3 90, m}

pef Ltuda i toda

= X Med- X 4Gp
pePiodad p e ftodar

= ¥ )+ ¥ 6D
peliicl pebPijel

—[ DERTDRED I T80 (6.5)

pelijer pelijel
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Observemos que

2 deh= 3 ¢

pePiel pePijebf
debido a que ambas sumas corren sobre todos los vértices de P. Asi, (6.5) queda como

¢= 3 oD~ 3 .p (6.6)

péP;l‘EF pePjef

o Y s Y wpi)=wPP)

pePiiel peliielf

Pero,yaque 3, . p.; <« 5 ${/, p) siempre es una cantidad no negativa, tenemos

La ecuacion (6.6) es un resultado Util, el cual puede establecerse como: para cualquier
corte (P, P), el valor de un flujo en una red de transporte es igual a la suma de los flujos de
las aristas de los vértices de P hasta los vértices de 7 menos la suma de los flujos en las
aristas de los vértices de P hasta los vértices de P.

Ahora estamos listos para presentar un algoritmo para construir un flujo maximo en una
red de transporte. En vista del resultado de que el valor de cualquier flujo en una red de
transporte es menor o igual a la capacidad de cualquier corte, siempre que podamos construir
un flujo ¢, el valor del cual es igual a la capacidad de un corte (7, ), podemos estar seguros
de que ¢ es un flujo maximo, porque si hubiera un flujo mayor, su valor excederia la
capacidad del corte (P, P). Entonces, siempre podremos construir un flujo cuyo valor sea
igual a la capacidad de un corte con el siguiente procedimiento, conocido como el procedi-
miento de etiquetado. Para iniciar este procedimiento, debemos construir un flujo inicial ¢
en la red. No obstante, tal construccién no representa un problema puesto que siempre
podemos iniciar, trivialmente, con un flujo de cero en cada arista.

Al inicio, la fuente a es estiquetada como (-, =) (el significado de esta etiqueta se acla-
rard mas adelante). A continuacion, todos los vértices que son adyacentes desde a son ba-
rridos. Un vértice b que es adyacente desde a es etiquetado como (a”, Ab), donde Ab es igual
awl(a, b) — ¢(a, b), si wa, b) > d(a, b); no es etiquetado si w(a, b) = ¢(a, b). Después de que
todos los Vértices adyacentes desde a han sido barridos y etiquetados (si es posible), aquellos
vértices que son adyacentes hacia o desde los vértices etiquetados son barridos. Sea b un
vértice etiquetado y sea g un vértice adyacente desde b. El vértice q es etiquetado como  (4°,
Ag), donde Agq es igual a la menor de las dos cantidades Aby [w(b, g) — §(b, g)] si w(b, q) >
$(b, g). El vértice g no es etiquetado si w(b, g) = &(b, q). Sea b un vértice etiquetado, y sea
g un vértice adyacente hacia b. El vértice g es etiquetado como i[5, Ag), donde Ag es igual
a la menor de las dos cantidades Ab y (g, b) si ¢(g, b) > 0. El vértice g no es etiquetado si
¢(q, b)= 0. Este procedimiento de etiquetado no necesariamente es Gnico. El vértice q podria
ser adyacente hacia o desde mas de un vértice etiquetado. Ademas, podria existir una arista
incidente desde b hacia q también como una arista incidente desde g hacia b. En cualquier
caso, cuando un vértice puede etiquetarse en mas de una manera, se realiza una seleccion
arbitraria de alguna de estas maneras.
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Examinemos los significados de estas etiquetas antes de proceder con la presentacion
de los pasos restantes del procedimiento. Para un vértice que es adyacente desde la fuente
(como el vértice b), la etiqueta{a™, Ab)significa que el flujo hacia b puede incrementarse
por una cantidad igual a A%. Ademas, tal incremento puede obtenerse desde la fuente a.
De modo similar, para un vértice q que es adyacente desde un vértice etiquetado b, la
etiqueta (&%, Ag) significa que, al obtener el incremento desde el vértice b, el flujo total
que entra a g desde los veértices etiquetados puede incrementarse una cantidadAg.Para
un vértice q que es adyacente a un vértice etiquetado b, la etiqueta(5~, Ag)significa que, al
disminuir el flujo
desde g hacia b, el flujo total que sale desde q hacia los vértices etiquetados puede disminuirse
en una cantidadAg.En cualquiera de estos casos, se asegura un incremento en el flujo
igual aAgdesde el vértice g hacia los vértices no etiquetados. El significado de la
etiqueta de la fuente, (-, ec)debera aclararse en este momento. Esto significa que (partiendo
de aqui hacia
afuera) la fuente puede suministrar una cantidad infinita de material hacia los otros vértices.

Si repetimos el procedimiento de etiquetar los vértices que son adyacentes hacia o desde
los veértices etiquetados, surgird uno de los dos siguientes casos:

Caso 1 El sumidero z esta etiquetado, digamos, con una etiqueta {y*, Az) [desde luego, z
nunca tendra una etiqueta como (3, Az)].Podemos aumentar el flujo de la arista (y, z) desde
¢(y, z) hasta ¢(y, z) + Az, ya que el incremento esta garantizado por el vértice y. Sefialemos
que el vértice y debe ser etiquetado como{g*, Ay) o como {g~, Ay), con Ay = Az para algln
vértice g. Si y es etiquetado con (g, Ay),obtendremos, a su vez, el incremento desde el
vértice q al incrementar el flujo en la arista{g, ¥) desde $(g, ) hasta §(q, ) + Az.Por otro
lado, si y es etiquetado con{g~, Av), disminuiremos el flujo en la arista (y, q) desde $(», §)
hasta §{¥, ¢) — Az,de manera que el incrementoAz de y a z se compensa. El proceso se lleva
hasta la fuente a, y el valor del flujo en la red de transporte se incrementa una cantidadAz.
El procedimiento de etiquetado podré iniciarse de nuevo para incrementar ain mas el valor
del flujo en la red.

Caso 2 El sumidero z no esta etiquetado. Denotemos todos los vértices etiquetados por P
y todos los vértices no etiquetados porP.El hecho de que el sumidero z no esté
etiquetado significa que el flujo en cada una de las aristas incidentes desde los vértices en
P hasta los vértices en P,es igual a la capacidad de tal arista, y que el flujo en cada una de
las aristas incidentes desde los vértices de® hasta los vértices de P es igual a cero. Asi,
hemos obtenido un flujo, cuyo valor es igual a la capacidad del corte (P, P).EI flujo, luego
entonces, es un flujo maximo.

Consideremos el siguiente ejemplo. Para la red de transporte de la figura 6.24a,
iniciamos con un flujo de cero en cada arista (el primer nimero asociado con una arista es
su capacidad, y el segundo nimero es el flujo de la arista). La figura 6.24b muestra el primer
paso del procedimiento de etiquetado.Observemos que el sumidero z puede ser etiquetado ya
sea con (d*, 3), o con (b*, 2). Escogemos arbitrariamente la etiqueta {d*, 3). La figura 6.24c
muestra el segundo paso, y la figura 6.24d el tercer paso. En la figura 6.24d el vértice b es
etiquetado con (c*, 6) y el vértice d es etiquetado con (c*, 4); esto es, el vértice ¢ tiene
garantizado un flujo total de 10 hacia los vértices b y d, aun cuando Ac sélo es igual a 9. No
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obstante, ya que el vértice ¢ podria proporcionar un suministro hacia el incremento del flujo
en b, o hacia el incremento del flujo en d, pero no en ambos, en el paso de aumento no se
tiene ninguna dificultad. La figura 6.24e muestra el Gltimo paso del procedimiento de

etiquetado, el cual origina un flujo maximo de 13.

Como otro ejemplo, consideremos la red de transporte de la figura 6.25a, donde se halla
un flujo inicial. La figura 6.25b muestra como obtenemos un flujo maximo mediante el

procedimiento de etiquetado.
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Figura 6.25

6.9  NOTASY REFERENCIAS

Véase en el capitulo 2 de Knuth [7] y el capitulo 6 de Knuth [8] un tratamiento completo
sobre arboles y arboles de bisqueda. VVéase Ford y Fulkerson [1], Hu [2], Hu [3], Lawler
[10], Papadimitriou y Steiglitz [12], y Syslo, Deo y Kowalik [13] para mas detalles sobre
problemas de flujo en redes. De hecho; existen procedimientos "mas eficientes” para en-
contrar un flujo maximo en una red de transporte. Escogimos el presentado en la seccién 6.8
no sélo por ser un resultado clasico, sino también porque ilustra con claridad cémo podemos
resolver un problema de optimizacion discreta en la modalidad de paso por paso; esto es,
siempre mejoraremos la solucién encontrada en cada paso y, mas adn, existe un criterio que
indica que quizad hemos alcanzado una mejor solucién y que podemos detener nuestro
procedimiento de mejorar paso a paso. Véase en el capitulo 7 de Liu [11] un analisis mas
extenso sobre circuitos y conjuntos de corte.

1 Ford, L.R., Jr.,y D. R. Fulkerson: Flows in Networks, Princeton University Press, Princeton,
N.J., 1962.

2. Hu, T. C: Combinatorial Algorithms, Addison-Wesley Publishing Company, Reading, Mass.,
1982.

3. Hu, T. C: Integer Programming and Network Flows, Addison-Wesley Publishing Company,
Reading, Mass., 1969.

4. Hu, T. C: "A New Proof of the T-C Algorithm", SIAM Journal on Applied Mathematics, 25:
83-94(1971).

5. Hu, T. C, y A. C. Tucker: "Optimum Computer Search Trees", SIAM Journal on Applied
Mathematics, 21: 514-532 (1971).
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Determine todos los arboles que tienen exactamente dos hojas.

Un arbol tiene 2n vértices de grado 1, 3n vértices de grado 2, y n vértices de grado 3. Determine

el nimero de vértices y aristas en el arbol.

a) Un arbol tiene dos vértices de grado 2, un vértice de grado 3 y tres vértices de grado 4.
¢ Cuantos vértices de grado 1 tendra el arbol?

b) Un arbol tiene n, vértices de grado 2, nz vértices de grado 3, . . ., y ny vértices de grado k.
¢ Cuantos vértices de grado 1 tendrd el arbol?

Sea T un arbol con 50 aristas. La eliminacion de una cierta arista de T origina dos arboles disjuntos

T,y T,- Puesto que el nimero de aristas en T, es igual al nimero de aristas en T,, determine el

numero de Vértices y el nimero de aristasen Ty y en To.

a) Demuestre que la suma de los grados de los vértices de un arbol con n vértices es 2n - 2.

#) Paran2 2, seand, d, .. ., d, enteros positivos tales que 2 7. | &= 21 — 2. Muestre que
existe un arbol cuyos vértices tienen grados oy, s, . . ., d,

El centro de un grafo (conexo) se define como el vértice v con la propiedad de que la distancia

maxima entre v y cualquier otro vértice es tan pequefia como sea posible (véase el problema 5.16

para la definicion de la distancia entre dos vértices de un grafo).

a) Muestre un ejemplo de un grafo que tenga un centro.

b) Muestre un ejemplo de un grafo que tenga dos o mas centros.

¢) Muestre que un arbol tiene bien uno o dos centros. Mas adn, si existen dos centros éstos deben
ser adyacentes. Muestre un ejemplo de un arbol que tenga dos centros.

Sea v un vértice en un arbol T. Se puede asignar direccion a las aristas de T para obtener un arbol

enraizado, siendo v la raiz. Denotemos por vy, Vs,..., Vi a los hijos de v, y denotemos con sy, s,

..., S al nimero de vértices en los subarboles con vy, v, . . ., vy como raices. El peso de v se

define como el maximo de s; Sy, ..., Sk.

a) Parael arbol de la figura 6P.1, calcule los pesos de todos los vértices.

b) Diremos que un vértice que tiene un peso minimo es un centroide del arbol. Dé un ejemplo
de un arbol que tenga un centroide, y un ejemplo de un arbol que tenga dos centroides.

c) Demuestre que un arbol tiene uno o dos centroides; si existen dos centroides, éstos deben ser
adyacentes.
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Figura 6P.1

d) Demuestre que v es el Unico centroide de un arbol si
S5 tst - ts—s paratoda j, 1575k
e) Demuestre que un arbol con dos centroides tiene un nimero par de vértices. Ademas, el peso
de cada centroide es igual a la mitad del nimero de vértices en el arbol.

6.8 Demuestre que un arbol binario regular tiene un nimero impar de vértices.
6.9 Demuestre el resultado de la ecuacién (6.2) mediante induccion sobre i.
6.10 Por recorrer un arbol, entendemos visitar cada uno de los vértices del arbol exactamente una vez

6.11

6.12

en algln orden secuencial. Describimos aqui tres de las principales maneras de recorrer un arbol
binario.

1 Recorrido preordenado: visitamos la raiz, recorremos el subarbol izquierdo, y entonces
recorremos el subérbol derecho.

2. Recorrido en orden (orden simétrico): recorremos el subarbol izquierdo, visitamos la raiz, y
entonces recorremos el subarbol derecho.

3. Recorrido postordenado: recorremos el subarbol izquierdo, recorremos el subarbol derecho,
y entonces visitamos la raiz.

Muestre los 6rdenes secuenciales en los cuales se visitan los vértices del arbol de la figura 6P.2
en un recorrido preordenado, en un recorrido en orden, y en un recorrido postordenado.

Figura 6P.2

Sea A un conjunto de sucesiones binarias. Particione A en dos subconjuntos Ayy A; donde A es
el conjunto de sucesiones en A cuyo primer digito es un 0y A, es el conj unto de sucesiones en A
cuyo primer digito es un 1. Luego particione Ay en dos subconjuntos de acuerdo con el segundo
digito de las sucesiones, y también A; de la misma manera. Utilice esta idea de
particionar repetidamente un conjunto de sucesiones en subconjuntos para mostrar que si A es
un codigo de prefijos, entonces existe un arbol binario, con las dos aristas incidentes desde
cada uno de los nodos rama etiquetados con 0y 1, de manera que las sucesiones de nimeros 0
y 1 asignadas a las hojas son las sucesiones en A.

Por una lista clasificada de nimeros entendemos una lista de nimeros arreglados en orden
ascendente. Por la mezcla de dos listas clasificadas entendemos el combinarlas en una sola lista
clasificada. Describimos una manera para mezclar dos listas clasificadas: ya que el mas pequefio
de los nimeros menores de las dos listas debe ser el menor de todos los nimeros, podemos quitar
este nimero de la lista en que esta, y colocarlo en algin otro lugar como el primer nimero de la

lista mezclada. Ahora podemos comparar los nimeros menores de las dos listas de nimeros
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6.13

6.14

restantes, y colocar al mas pequefio de los dos como el segundo nimero de la lista mezclada. Este

paso puede repetirse hasta que la lista mezclada esté completamente construida. Es obvio que

esto tomard #; + n, — 1 comparaciones para mezclar dos listas clasificadas con #, y #, nimeros,

respectivamente. Dadas m listas clasificadas, podemos seleccionar dos de ellas y mezclar estas

dos listas en una. Entonces seleccionamos dos listas de las m - 1 listas clasificadas y las mezclamos

en una. Mediante la repeticion de este paso, al final terminaremos con una lista mezclada. Sean

Ay, Ay, A3 v Aycuatro listas con 73, 44, 100 y 55 nimeros, respectivamente.

a) Determine el nimero total de comparaciones que tomara mezclar las cuatro listas mezclando
A1y A,, mezclando la lista resultante con Ag, y luego mezclando la lista resultante con A,.

b) Determine el nimero total de comparaciones que tomara mezclar las cuatro listas mezclando
A,y 44, mezclando 45 ¥ 4,, y luego mezclando las dos listas resultantes.

c) Determine un orden para mezclar las cuatro listas de manera que el nimero total de compa-
raciones sea un minimo.

d) Describa un procedimiento general para determinar el orden en el cual m listas clasificadas

Ay, Ay oo, A, se mezclen de manera que el nimero total de comparaciones sea minimo
(Sugerencia: ¢cudl es la manera conveniente de describir cierto orden en el cual se mezclen
las listas?).

Para cada uno de los siguientes conjuntos de pesos, construya un cédigo de prefijos binarios

optimo. Para cada peso en el conjunto, dé la palabra cédigo correspondiente.

a) 8,9,12,14,16,19.

b) 1,2,4,5,6,9,10,12.

c) 5,7,8,15,35,40.

a) ¢Coémo puede extenderse el procedimiento para la construccién de un arbol binario 6ptimo
de la seccion 6.4, de manera que se construya un arbol m-ario 6ptimo?

b) Construya un arbol ternario dptimo para los pesos 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9.

c) Construya un arbol ternario 6ptimo para los pesos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. En general, cuando
t- 1, donde t es el nimero de pesos, no es un multiplo de m - 1 [véase ecuacion (6.2)], ;cdmo
deberemos proceder para construir un arbol m-ario 6ptimo?

Figura 6P.3
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6.15

6.16

6.17

6.18

6.19

6.20

6.21
6.22

6.23

Muestre cdmo puede construirse un arbol de bisqueda binario de altura [g(n+ D] para n claves,
KiK. ... K,

Definimos un arbol 3-2 como un arbol enraizado en el cual el grado de salida de un nodo rama
es 3 0 2. Ademas, las longitudes del paseo de todas las hojas deben ser las mismas. Por ejemplo,
la figura 6P.3a muestra un arbol 3 - 2. Un arbol 3 -2 puede usarse para describir una clase de
procedimientos de busqueda en los cuales comparamos un objeto con una o dos claves en cada
paso de la busqueda. Para el arbol 3 - 2 de la figura 6P.3b como un ejemplo, explique en detalle
cémo trabaja este procedimiento de bdsqueda. ;Como podemos estar seguros de que el nimero
de hojas en un arbol 3-2 siempre es igual al nimero de claves mas uno?

Demuestre que el complemento de un arbol generador no contiene un conjunto de corte y que el
complemento de un conjunto de corte no contiene un arbol generador.

Sea L un circuito en un grafo G. Sean a 'y b dos aristas cualesquiera en L. Demuestre que existe
un conjunto de corte C tal que LNC= {a, b).

Sean T, y T, dos arboles generadores de un grafo conexo G. Sea a una arista que esta en T, pero
no en T,. Demuestre que existe una arista b en T, pero no en 7", tal que tanto {7, — {a}} w {b}
como{T, — £b}) {a} son arboles generadores de G.

a) Sean L,y L,dos circuitos en un grafo G. Sea a una arista que esta tanto en L, comoen L, y
sea b una arista que esta en L, pero no en L,. Demuestre que existe un circuito L; tal que L3
chiwiy-layybel,

b) Repita el inciso a) remplazando el término circuito por el término conjunto de corte.

Demuestre el teorema 6.5.

En este problema mostramos que existen n" - 2 arboles generadores en un grafo completo con n
vértices diferentemente etiquetados. Sin pérdida de generalidad, consideremos que las etiquetas
de los vértices son 1,2,... ,n. Demostraremos una correspondencia uno a uno entre los arboles
generadores y las n" -> n - 2 sucesiones de digitos sobre el alfabeto{1,2,. .., #}.Sea T un &rbol
generador cuyos Vvértices estan etiquetados como 1,2, ...,n. Construimos una sucesion a;a, ..
a, ., de lasiguiente manera:

1 Seai=1.SeaT el arbol actualmente bajo examinacion.

2. De entre todos los vértices de grado 1 en el arbol que se examina, seleccionamos uno con
la etiqueta méas pequefia. Eliminamos la arista que es incidente con este vértice y hacemos
aj igual a la etiqueta del otro vértice con el cual esta arista es incidente.

3. El arbol resultante en (2) es ahora el arbol que se examina. Incrementamos i por 1, y
repetimos (2) hasta que se haya formado una sucesion de n - 2 digitos.

a) Determine las sucesiones de 4 - digitos correspondientes al arbol de la figura 6P.4.

b) Demuestre que el grado de un vértice con la etiqueta i en T es igual al nimero de veces que
la etiqueta i aparece en a; a, ... a,., Mas uno.

c) Determine un algoritmo para reconstruir un arbol a partir de una sucesion a; a; ... a, . ».

d) Demuestre que el arbol reconstruido mediante el algoritmo del inciso c) es el tnico arbol que
generara la sucesion a;a, ... a, ., de acuerdo con el procedimiento anteriormente descrito.

L
$—
o

Figura 6P.4

a) Demuestre que cualquier arista de un grafo conexo G es una rama del algun arbol generador
de G.
b) ¢Es verdad que cualquier arista de un grafo conexo G es una cuerda de algin arbol generador
de G?
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6.24 Sean G, y G, dos arboles. Sean v; y v, dos vértices distintos en G; y vs y v, dos vértices distintos en

G,. Sea G un grafo obtenido a partir de G; y G, al conectar v, con v; y v, con v, COMO se
muestra en la figura 6P.5.

a) ¢Es G un arbol? Demuestre la respuesta.
b) ¢Es G un grafo conexo? Demuestre la respuesta.
¢) ¢Qué puede decir acerca de G, y G, si resulta que G tiene un circuito euleriano?

G, G,
Figura 6P.5

6.25 ¢Cuantos arboles generadores diferentes hay en cada uno de los grafos de la figura 6P. 6? (Observe
que los vértices son distintos).

al By

Figura 6P.6

6.26 Determine un arbol generador minimo para el grafo mostrado en la figura 6P.7.



ARBOLES Y CONJUNTOS DE CORTE 225

Figura 6P.7

6.27 Determine un arbol generador minimo para el grafo mostrado en la figura 6P.8.

5

6.28 Determine un arbol generador minimo para el grafo mostrado en la figura 6P.9.

Figura 6P.8

Figura 6P.9

Figura 6P.10
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6.30 Determine un arbol generador minimo para el grafo mostrado en la figura 6P.11

n
i

Figura 6P.11

6.31 La compaiiia de teléfonos cometié un error y tendié demasiadas lineas telefonicas entre un grupo
de casas. En el grafo mostrado en la figura 6P.12, los vértices son las casas y las aristas son las
lineas telefonicas. Las longitudes de las aristas son las longitudes de la lineas. Para subsanar el
problema, la compafiia de teléfonos quiere eliminar las lineas telefonicas extra, de manera que la
suma de las longitudes de las lineas restantes sea la mas pequefia posible, sujetos a la condicién
de que cada casa esta conectada a cualquier otra casa mediante un paseo de lineas telefdnicas.
Cortense las lineas que deben ser eliminadas y determine la longitud total de las lineas restantes.

Figura 6P.12

3|
B
!
—

6.32 Utilice el procedimiento de etiquetado para encontrar un flujo maximo en la red de transporte de
la figura 6P.13. Determine el correspondiente corte minimo.

T4 24 )/\ |}_ »
- |/.,' ‘ | /";

~y s N Figura6P.13
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6.33 Utilice el procedimiento de etiquetado para encontrar un flujo maximo en la red de transporte de
la figura 6P.14. Determine el correspondiente corte minimo.

Figura 6P.14

6.34 Utilice el procedimiento de etiquetado para encontrar un flujo maximo en la red de transporte de
la figura 6P. 15. Determine el correspondiente corte minimo.

3 3 5
— - _— 9.._—
i 4] 4 2 ..
10 . V8 ¥ A] 10
7 A L _
> 5 i — 3
) 4 2 SN
4 6 &7 Y10 6
"] T /ﬁ}_‘ 4 10,
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+ — - =/ S

6.35 Cierto equipo es manufacturado en tres fabricas xy, X, y X, Y €s enviado a tres depdsitos _y; y» Y Y3
a través de la red de transporte mostrada en la figura 6P. 16.

Figura 6P.15

20y m _T_'." —_ 410
O h:-T] 10 1\1{1 m .‘-.r
m L( . 30 2n
\-_,Jr —e ),

Figura 6P.16

La fabrica x; puede producir 40 unidades, la fabrica x, puede producir 20 unidades, y la
fabrica x; puede producir 10 unidades. El dep6sito y; necesita 15 unidades, el depésito y,
necesita 25 unidades, y el depdsito y; necesita 10 unidades. ;Cuantas unidades debera producir
cada fabrica de manera que éstas puedan ser transportadas a los depésitos?

6.36 Encuentre un flujo maximo en la red de transporte de la figura 6P.17 en la cual el flujo de las
aristas no orientadas puede realizarse en cualquier direccion.

Figura 6P.17
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6.37

6.38

6.39

6.40

6.41

a) Siete tipos de equipo militar seran enviados a un determinado destino mediante cinco
aeroplanos de carga. Hay cuatro unidades de cada tipo, y los cinco aeroplanos pueden cargar
ocho, ocho, cinco, cuatro y cuatro unidades, respectivamente. ¢Puede cargarse el equipo de
manera que no haya dos unidades del mismo tipo en un aeroplano?

b) Dé una solucioén al inciso a) cuando las capacidades de los aeroplanos son siete, siete, seis,
cuatro y cuatro unidades, respectivamente.

Construya un grafo dirigido con cuatro vértices y con no méas de dos aristas desde un vértice a

otro de manera que los grados de salida y de entrada de los vértices sean (5, 4), (3, 3), (1,2) y

(2, 2), respectivamente, mediante la correspondiente solucion al problema de flujo en la red.

Dada una red de transporte, deseamos encontrar un flujo tal que el flujo en cada arista sea mayor

o igual que la capacidad de la arista y el valor del flujo es minimo.

a) Defina la "capacidad de un corte", y establezca la condicién de flujo-minimo corte-maximo,
la cual es andloga a la condicién de flujo-maximo corte-minimo presentada en la seccion 6.8.

b) Demuestre la condicion de flujo-minimo corte-maximo mediante el disefio de un algoritmo
para encontrar un flujo minimo.

Ingenieros y técnicos seran contratados por una compafiia para participar en tres proyectos. Los

requerimientos para el personal de estos tres proyectos se listan en la siguiente tabla:

Nuomero minimo Nuamero minimo en cada categoria

de personas - ) ) - T

necesarias en Ingenieros [écnicos Ingenieros Técnicos

cada proyecto mecanicos mecdnicos eléatricos eléctricos
Proyecto | 40 5 10 10 5
Proyecto 11 40 10 5 15 5
Proyecto 111 40 5 0 10 5

Ademaés, preparandose para una futura expansion, la compafiia quiere contratar al menos 30
ingenieros mecanicos, 20 técnicos mecanicos, 20 ingenieros eléctricos y 20 técnicos electricistas.
¢Cual es el ntmero minimo de personas de cada categoria que debera contratar la compafiia? y

¢como debera distribuirlas en los tres proyectos?

En el grafo de la figura 6P.18, un conjunto minimo de aristas sera seleccionado de manera que
cada vértice sea incidente con al menos una de las aristas en el conjunto. Solucione este problema

como un problema de flujo-minimo asociado con una red de transporte.

Figura 6P.18
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6.42 A los tres candidatos x; X, y X3 les han sido prometidas para su campafia, cantidades minimas de
dinero de $40 000, $23 000 y $50 000, respectivamente. Cada candidato, a su vez, ha prometido
tres areas de campafia con al menos las cantidades de dinero mostradas en la tabla siguiente.
Ademas, cada candidato necesitara al menos $5 000 para sus propios gastos.

Area de campafia

Candidato Cy o) Cy

X $20 000 $10 000 $10 000
Xa 10000 5000 2000
X3 5000 10 000 20 000

Si las tres areas de campafia C; C, y Cs requieren un minimo de $30 000, $25 000 y $50 000,
respectivamente, para llevar a cabo la campafia completa, ;cual es una cantidad minima de dinero
para campafia que debe obtener cada candidato? y, ;como debera ser distribuida?



CAPITULO

SIETE

Maquinas de estado finito

7.0 INTRODUCCION

Una méquina procesadora de informacidn es un dispositivo que recibe un conjunto de
sefiales de entrada, y produce en correspondencia un conjunto de sefiales de salida, como se
ilustra en la figura 7.1. Por tanto, podemos considerar que una lampara de mesa es una
maquina procesadora de informacidn: la sefial de entrada es la posicion ENCENDIDO o la
posicion APAGADO del interruptor, y la sefial de salida es la ILUMINACION o la OSCURIDAD.
Otro ejemplo de maquina procesadora de informacion es un sumador, cuyas sefiales de
entrada son dos nimeros decimales y la sefial de salida su suma. En un automovil, que es
una maquina procesadora de informacion, las sefiales de entrada son la presién sobre el
acelerador y la posicién angular del volante, y las sefiales de salida corresponden a la
velocidad y direccion del vehiculo. En una maquina vendedora, también una maquina
procesadora de informacidn las sefiales de entrada son las monedas depositadas y la seleccion
de la mercancia, las sefiales de salida son la mercancia y, posiblemente, el cambio. Por Gltimo,
una computadora digital es una maquina procesadora de informacién; el programa del
usuario y los datos son las sefiales de entrada, y los resultados impresos del calculo son las
sefiales de salida.

En general, las sefiales de entrada para una maquina procesadora de informacion
cambian con el tiempo. En ese caso, las sefiales de salida también variaran con el tiempo,
‘en la forma correspondiente. Asi, una maquina procesadora de informacién recibe una serie
(temporal) de sefiales de entrada y produce una correspondiente serie (temporal) de sefiales
de salida. Consideremos el ejemplo de una ld&mpara de mesa: la sefial de entrada es una de
las dos posibles posiciones del interruptor, ENCENDIDO o APAGADO, y la sefial de salida es
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Méquina
Sefiales de entrada =~ —— 8 | procesadora b Sefiales de salida
de informacion

Figura 7.1

una de las dos posibles condiciones, ILUMINACION u OSCURIDAD. Por tanto, en correspon-
dencia con la serie de sefiales de entrada

ENCENDIDO APAGADO APAGADO ENCENDIDO
APAGADO ENCENDIDO ENCENDIDO ...

existe la serie de sefiales de salida

ILUMINACION OSCURIDAD OSCURIDAD ILUMINACION
OSCURIDAD ILUMINACION ILUMINACION

En el ejemplo del sumador, donde las sefiales de entrada son dos nimeros de un digito y la
sefial de salida es un nimero de dos digitos, a las series de sefiales de entrada son

3 503 3 9 2
4 4 6 1 4 55
y la correspondiente serie de sefiales de salida es
7 9 6 4 7 14 7

Consideremos el ejemplo de la maquina vendedora, donde las sefiales de entrada son
monedas de cinco, diez o veinticinco centavos, y la sefial de salida es un paquete de goma
de mascar o nada. Suponga que un paquete de goma de mascar cuesta 30 centavos. Entonces,
como corresponde a la serie de sefiales de entrada

DIEZ DIEZ DIEZ VEINTICINCO VEINTICINCO
CINCO VEINTICINCO CINCO

existe la serie de sefiales de salida’

NADA NADA GOMA DE MASCAR NADA GOMA DE MASCAR
NADA GOMA DE MASCAR NADA

T Suponemos que la maquina vendedora no regresa cambio.
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Advirtamos que existe una diferencia significativa entre las maquinas de estos ejemplos.
En el caso de la lampara de mesa, siempre que la sefial de entrada es ENCENDIDO, la sefial
de salida es ILUMINACION, y siempre que la sefial de entrada es APAGADO, la sefial de salida
es OSCURIDAD. Es decir, la sefial de salida en depende en cualquier momento sélo de la
sefial de entrada activada en tal instante, y no de las sefiales de entrada anteriores a dicho
instante. En el caso del sumador sucede lo mismo, la sefial de salida en cualquier momento
siempre es la suma de los dos nimeros dados como entrada en tal instante, y es independiente
por completo de los nimeros que fueron sumados con anterioridad. Por otro lado, en el caso
de la maquina vendedora, la sefial de salida obtenida en cualquier instante depende no sélo
de la sefial de entrada dada en tal instante, sino, ademas, de las sefiales de entrada precedentes.
Asi, para las tres sefiales de entrada sucesivas

DIEZ DIEZ DIEZ
las correspondientes sefiales de salida son
NADA NADA GOMA DE MASCAR

En forma mas especifica, en el primer instante la entrada es DIEZ y la correspondiente salida
es NADA; en el segundo instante la entrada es DIEZ y la salida correspondiente es NADA,
pero en el tercer instante, la entrada es DIEZ y la salida correspondiente es GOMA DE MASCAR.
Es obvio que esta observacion no sorprende a nadie, porque todos estamos enterados de que
una maquina vendedora es capaz de recordar la cantidad total que ha sido depositada,
mientras que una lampara de mesa no es capaz (0 no necesita ser capaz) de recordar las
sefiales de entrada previas.

Es por esto que dividimos a las maquinas en dos clases -unas con memoria y otras sin
memoria. Para una maquina sin memoria su salida en cualquier instante, s6lo depende de la
entrada en tal instante. Tanto la lampara de mesa como el sumador analizados, son ejemplos
de maquinas que no tienen memoria. Para una maquina con memoria, su salida en cualquier
instante depende de la entrada en dicho instante como de las entradas en instantes previos
debido a que la maquina puede recordar "qué ha sucedido en el pasado”. Es claro que una
maquina vendedora puede recordar qué ha sucedido en el pasado. No obstante, ésta no
recuerda (0 no puede recordar) todo lo que ha sucedido en el pasado. En un instante, la
magquina recuerda la cantidad total que ha sido depositada hasta entonces. Es decir, mientras
la cantidad total-sea, digamos, 25 centavos, la maquina no hace diferencia alguna acerca de
si se depositaron cinco monedas de cinco centavos, dos monedas de diez centavos y una de
cinco centavos, una moneda de veinticinco centavos, u otras combinaciones posibles. Para
describir los pasados eventos, introducimos el concepto de estado. Un estado representa un
resumen de la historia pasada de una maquina. En el ejemplo de la maquina vendedora
existen siete estados diferentes, que corresponden al deposito total acumulado -a saber, 0,
5, 10, 15, 20, 25 y 30 0 mas centavos. En consecuencia, el estado de la maquina junto con
las sefiales de entrada en un instante particular, determinaran las sefiales de salida corres-
pondientes a dicho instante. Siguiendo con el ejemplo de esta maquina, en un instante
cualquiera, el estado en que se encuentra la maquina mas el nuevo depdsito, permitiran a la
méaquina determinar si deberd tener NADA 0 GOMA DE MASCAR como salida. Ademas,
conforme llega otra sefial de entrada, la maquina pasara desde un estado a otro, puesto que
necesita actualizar el resumen de su historia. Es decir, debe actualizar la cantidad total que ha
sido depositada. Asi, por ejemplo, cuando la maquina se encuentra en el estado de 15 cen-
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Deposito I D_epi_)s_itc nueve Depésito | Mercancia
total 5¢ 10¢ 25¢ total | entregada
O¢ 5¢ 10¢ 25 O¢ l Nada
5¢ 10¢ 15¢ 30¢ 5¢ Nada
0 més ||
10¢ 15¢ 20¢ 30¢ 10¢ | Nada
0 mas
15¢ 20¢ 25¢ 30¢ 15¢ Nada
i 0 mas |
20¢ I 25¢ 30¢ 30¢ 20¢ MNada
[ 0 méas 0 mas |
25¢ 30¢ 30¢ 30¢ 25¢ Nada
. 0 mas 0 més 0 més |
30¢ | 5¢ 10¢ 25¢ ¢ | Gomade

0 mas ] 0 mas mascar

Depésito total nuevo
a) b)
Figura 7.2

tavos, una entrada de 10 centavos llevaria a la maquina al estado de 25 centavos o una entrada
de 25 centavos la llevaria al estado de 30 centavos o0 mas, etcétera. EI comportamiento de la
méaquina vendedora puede resumirse como se muestra en la figura 7.2 (las notaciones de la
figura 7.2, aunque son obvias, seran introducidas formalmente en la seccion 7.2).

Como otro ejemplo, consideremos una maquina que acepta una sucesion de enteros
positivos entre 1 y 100, y produce como salida en cualquier instante el entero mas grande
que ha recibido hasta ese momento, como se ilustra en la figura 7.3. Observemos que en
tanto la maquina pueda recordar el mayor entero que ha recibido, cuando llega una nueva
entrada, la maquina puede comparar el mayor entero recibido hasta el momento con la nueva
entrada, y determinar la salida correspondiente, la cual es el "nuevo" entero més grande
recibido hasta el momento. Asi, para esta maquina, un resumen de la historia pasada puede
ser representado mediante un entero igual al mayor entero que haya recibido. Por tanto, la
maquina debera tener 101 estados correspondientes a los enteros 0, 1, . . ., 100, que
representan el mayor entero que la maquina ha recibido (es claro que el estado 0 significa

....34975734 ....999.1,7144

Figura7.3
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gue ningdn entero ha sido recibido). Desde luego, uno podria disefiar una maquina que
recuerde el mayor y el segundo mas grande enteros recibidos. El lector podria estar de
acuerdo con que a pesar de que la maquina se comportaria correctamente, ésta mantendria
alguna informacién redundante (el segundo entero méas grande recibido), lo cual no contri-
buye a la correcta operacion de la maquina.

Una maquina puede tener un cierto nimero de estados correspondientes a un cierto
nimero de clases distintas de historias pasadas. Una maquina con un nimero finito de
estados se llama maquina de estado finito. Por otro lado, una maquina con un ndmero
infinito de estados se llama maquina de estado infinito. En este capitulo restringiremos
nuestro estudio a maquinas de estado finito.

7.2 MAQUINAS DE ESTADO FINITO

Ahora introducimos un modelo abstracto de una maquina de estado finito, la cual esta
especificada por:

Un conjunto finito de estados S = {sg, 51, 55, . . .}.
Un elemento especial del conjunto S, s;, €s conocido como estado inicial.
Un conjunto finito de caracteres de entrada 7= {i;, i, .. .}.
Un conjunto finito de caracteres de salida O = {o}, 0, . . .}.
Una funcién f de Sx | a S, conocida como funcién de transicion.
Una funcién g de S a O, conocida como Juncién de salida.

SO WD

En un instante cualquiera, una maquina de estado finito se encuentra en uno de sus
estados. Al llegar un carécter de entrada, la maquina pasaré a otro estado de acuerdo con la
funcién de transicion. Ademas, en cada estado la maquina produce un carécter de salida de
acuerdo con la funcion de salida. Al principio, la maquina se encuentra en su estado inicial.
Una forma conveniente para describir una maquina de estado finito es la forma tabular usada
en la figura 7.4. Para la maquina de estado finito de la figura 7.4, el conjunto de estados es
{50, 51, 53, 53, 54, 55, 56, €l conjunto de caracteres de entradaes {a, b, ¢}, y el conjunto de
caracteres de salida es {0, 1}. La doble flecha que apunta hacia s, indica que s, s el estado
inicial. La funcion de transicidn/esta especificada en la figura 7.4a, donde el estado en la
interseccion de una fila (correspondiente al estado s,) y una columna (correspondiente al

}__ __ Entrada
Bstado| o b ¢ Estado | Salida_
= So 5 55 5 S 0
8 | 5y 54 S 5\ 0
S |5 £y Sg 55 L0
Sy Sy 5 S 5

84 85 86 85 54
S5 | S5 S Sg S5 0
S5 8§ 5, 85 s

=1

Figura7.4
) ) g
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__ Entrada 4‘
Estado a b ¢ | Salida
|
—t S b % S5 0
5 L) 53 Jg 0
55 53 84 S5 0
85 54 S5 S ll 0
84 L3 Sg 55 l 0
8g Sg Sg S5 ]
f6 51 52 5 ! Figura 7.5

caracter de entrada i,), es el valor /s, i,)" La funcion de salida se especifica en la figura
IADb. Por lo regular, las figuras 7.4a'y 7.46 pueden combinarse en una sola tabla, como en
la figura 7.5. De hecho, la maquina de estado finito de la figura 7.4 es precisamente la
maquina vendedora mostrada de la figura 7.2. En especifico, los estados i sq, 57, 57, 83, 54, 55
Yy S, corresponden a los estados 0,5,10,15,20,25 y 30 0 méas centavos. Los caracteres de

Figura 7.6

tPara ser exactos, la notacion debe ser,f{{s,.i,¥}. No obstante, seguimos la practica comdn de omitir un par de
paréntesis dado que no existe confusién como ya sefialamos en el capitulo 4.
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entrada a, b y ¢ corresponden a las monedas de CINCO, DIEZ y VEINTICINCO centavos. Los
caracteres de salida 0 y 1 corresponden al momento en que la maquina entregard -NADA o
GOMA DE MASCAR.

Podemos describir una maquina de estado finito en forma grafica, como se muestra en
la figura 7.6. En el grafo dirigido de la figura 7.6, cada vértice corresponde a un estado de
la maquina. De nuevo, el estado inicial se identifica por una doble flecha que apunta hacia
él. La salida asociada con un estado se coloca bajo el nombre del estado, separada de éste
por una barra horizontal. La transicion desde un estado a otro se indica mediante una arista
dirigida y etiquetada con el(los) correspondiente(s) caracter(es) de entrada. Efectivamente,
las figuras 7.5 y 7.6 describen la misma méaquina de estado finito, como puede verificar
rpidamente el lector.

73 MAQUINAS DE ESTADO FINITO COMO MODELQS DE SISTEMAS FiSICOS

Una maquina de estado finito puede ser Gtil para modelar un sistema fisico. En la seccién
7.1 vimos como una maquina vendedora puede ser modelada como una méaquina de estado
finito. Mostraremos mas ejemplos en esta seccion.

Consideremos el problema de disefiar un contador médulo 3 que reciba una sucesién
de nimeros 0,1 y 2 como entrada, y produzca una sucesion de nameros 0,1 y 2 como salida,
de manera que en cualquier instante la salida sea igual al médulo 3 de la suma de los digitos
de la sucesién de entrada " La maquina de la figura 7.7 generara la sucesion de salida como

| Entrada |
Estado| 0 1 2 |Salida
— A A B C 0
B B C A 1
C C A B 2
Figura 7.7

T El modulo 3 de la suma de un conjunto de nimeros enteros es el residuo de la suma de los enteros cuando ésta
es dividida por 3.
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Entrada
I stado il H L Salida

C 4 IGUAL
8 B C B |MAYOR
c ‘ c ¢ B |MEN0R
Figura7.8
} _ Enrada
MAL
__ Estado TAREA  FIESTA  EXAMEN |Salida
= A(lFl 1Z) l A A #CANI‘AR
B (ENOJADO) C A B MALDECIR
C (DEPRIMIDO) | C A C DORMIR )
| | Figura7.9

se especifica. Observe que A es un estado correspondiente a la situacion en que el médulo
3 de la suma de todos los digitos de entrada es 0; B es un estado que corresponde a la situacion
en que el mddulo 3 de la suma de todos los digitos de entrada es 1, y C es un estado que co-
rresponde a la situacién en que el médulo 3 de la suma de todos los digitos de entrada es 2.

Ahora analicemos otro ejemplo, en el cual se disefia un dispositivo que compara dos
nameros binarios para determinar si éstos son iguales, o cuél de los dos es mayor. Suponemos
que los digitos de los dos nimeros llegan uno por uno, empezandose con los digitos de orden
inferior. Asi, el alfabeto de entrada es {00,01, 10,11}, donde los dos digitos de cada pareja
son los digitos correspondientes en los nimeros a ser comparados. El alfabeto de salida es
{IGUAL, MAYOR, MENORY}. La figura 7.8 muestra la maquina.

Por dltimo, la figura 7.9 muestra un ejemplo de una maquina de estado finito que modela
el comportamiento de un estudiante. EI conjunto de estados es {FELIZ, ENOJADO, DEPRI-
MIDO}, el conjunto de entradas es {TAREA, FIESTA, MAL EXAMEN}, y el conjunto de salidas
es {CANTAR, MALDECIR, DORMIR}. Aunque éste es un modelo muy simplificado, de hecho,
abarca un cierto aspecto de como reacciona un estudiante bajo diversas condiciones (debe-
mos sefialar que éste no es un ejemplo vano incluido aqui para impresionar al lector. En
realidad, los psicologos, soci6logos, economistas y cientificos de diversas disciplinas hacen
uso de maquinas de estado finito para modelar los sistemas que ellos estudian).

74 MAQUINAS EQUIVALENTES

Diremos que dos méaquinas de estado finito son equivalentes si, a partir de sus respectivos
estados iniciales, producen la misma sucesion de salida cuando se les da la misma sucesion
de entrada. En otras palabras, maquinas equivalentes poseen comportamientos terminales
idénticos aunque sus estructuras internas pueden ser diferentes. Por ejemplo, las dos
maquinas de las figuras 7.10a y 7.106 son equivalentes. Exhortamos al lector a confirmar
que, por ejemplo, para la sucesion de entrada 1122212212 ambas maquinas producen la
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| ___Entrada _[ L\ _Entrada_
_Estado 1 2 |_Sa1ida Estado | 2 | Salida

= 4 B c | o = 4 | B c 0
B F D ‘ 0 B c n | o
C G E 0 c Ja) E 0
D H B 0 D E B 0
£ ‘ B F ‘ l E B C I
F D H 0
G | E B 0
AR

b)

Figura7.10

sucesion de salida 00010100001." Es deseable que seamos capaces de determinar cuando
dos maquinas de estado finito son equivalentes, 0 dada una méaquina de estado finito como
encontrar una maquina equivalente que tenga menos estados, si es posible.*

Para identificar maquinas equivalentes, introducimos la nocion de estados equivalentes.
En una maquina de estado finito, diremos que los estados s; y s; son equivalentes si para
cualquier sucesion de entrada la maquina producird la misma sucesién de salida, inde-
pendientemente de que ésta inicie en s; 0 en s;. Es obvio que dos estados equivalentes pueden
combinarse en uno solo sin cambiar el comportamiento terminal de la maquina. En especi-
fico, si s; y s; son estados equivalentes, podemos modificar la funcion de transicion al
eliminar el estado s; y al remplazar todas las transiciones hacia el estado s; con otras hacia ;.
Por ejemplo, para la maquina de estado finito de la figura 7.10a, puesto que son estados
equivalentes Cy F, Dy Gy E y H, podemos eliminar F, G y H para obtener la
méaquina de la figura 7.106.

Debemos recordar que el estado de una maquina representa el resumen de la historia de
la méquina. Asi, dos estados son equivalentes si representan resimenes equivalentes en lo
que al comportamiento terminal de la maquina se refiere. Por ejemplo, la maquina de la
figura 7.10a acepta una sucesion de nimeros 1 y 2 como entradas, y producird un 1 si la
suma de todos los digitos que ha recibido es divisible por 4. En efecto, los estados E y H
representan que la suma de los digitos que la maquina ha recibido sea un multiplo de 4, los
estados C y F representan que la suma de los digitos que la maquina ha recibido sea un
multiplo de 4 més 2, y los estados D y G representan que la suma de los digitos que la maquina
ha recibido sea un multiplo de 4 méas 3 (el estado B representa que la suma de digitos que la
maquina ha recibido sea un mdaltiplo de 4 méas 1). En consecuencia, podemos combinar
estados equivalentes sin cambiar el comportamiento terminal de la maquina.

t De acuerdo con nuestro modelo de la seccion 7.2, una maquina de estado finito produce un simbolo de salida
(aquel del estado inicial), antes de la llegada del primer simbolo de entrada. En consecuencia, siempre habra un
simbolo més en la sucesion de salida que en la correspondiente sucesion de entrada.

1 Aunque aqui no abarcamos el punto de la construccion de maquinas de estado finito mediante dispositivos
electronicos, intuitivamente es claro que serd menos costoso construir maquinas de estado finito con menores
estados.
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Estado Entrada Salida

P PP OOOO O

IOTMMmMUO®™>
>>IT>IO>P Wo
OUO0O@O@X>T T+~

Figura7.11

Nuestra pregunta inmediata es como determinar cuando dos estados son equivalentes;
de acuerdo con la definicion, para comprobar si dos estados son equivalentes es necesario
un examen exhaustivo de todas las posibles sucesiones de entrada de longitud arbitraria.
Ahora mostraremos un procedimiento efectivo para alcanzar ese prop6sito. Diremos que dos
estados son O-equivalentes si tienen la misma salida; dos estados son 1 -equivalentes si tienen
la misma salida y si, para todo caracter de entrada, sus sucesores son O-equivalentes. En
general, diremos que dos estados son k-equivalentes si tienen la misma salida y si, para cada
carécter de entrada, sus sucesores son (k - 1)-equivalentes. Por ejemplo, para la maquina de
estado finito de la figura 7.11, los estados A y C son O-equivalentes, y los estados G y H
son 1-equivalentes. De la definicion se obtiene directamente que si dos estados s; y s; son
k-equivalentes, entonces para cualquier sucesion de entrada de longitud k 0 menor laméquina
producira sucesiones de salida idénticas sin importar si est4 en el estado s; 0 en el s;. Es
evidente que dos estados son equivalentes si son ¢-equivalentes para toda k.

Observamos que si s; y S; son k-equivalentes, y que si s; y S, son k-equivalentes, entonces
S; ¥ sy también son k-equivalentes; podemos definir una relacion de equivalencia sobre el
conjunto de todos los estados de modo que dos estados estan relacionados si son ¢-equiva-
lentes. Por tanto, esta relacion induce una particion sobre el conjunto de todos los estados.
Denotaremos esta particién mediante 7. Por ejemplo, para la maquina de estado finito de
la figura 7.11, notamos que

ny = {ABCDE FGH)
x, = {ABE CD F GH)

n,={4B CDE F GH}

Mostraremos cdmo calcular estas particiones en el
siguiente teorema.

Dos estados estan en el mismo bloguem, si y sélo si estan en el mismo bloque ;- ¥,
para todo caracter de entrada, sus sucesores estan en el mismo bloque 7 _ .

DEMOSTRACION Sean s; y s; dos estados k-equivalentes. De acuerdo con la defini-
cién tienen la misma salida vy, para todo caracter de entrada, sus sucesores son (¢, -1)-
equivalentes. Observemos que de acuerdo con la definicion, s;y s; también son
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(k - I)-equivalentes. Asi, concluimos que los dos estados son k-equivalentes si y s6lo
si son (k - I)-equivalentes, y para todo caracter de entrada, sus sucesores también son
(k - )-equivalentes. Por tanto, el teorema se cumple.

El teorema 7.1 sugiere un procedimiento para calcular las particionesn,, ®;, s, - . .,
m en forma sucesiva. Por ejemplo, para la maquina de estado finito de la figura 7.11, primero
notamos que

o= {ABCDE FGH}

debido a que A, B, C, D y E tienen la misma salida, y F, G y H tienen la misma salida.
Observamos que A y B estan en el mismo bloquenyy, ademas, para la entrada O sus
sucesores son B y A, los cuales estan en el mismo bloque ®g, y para la entrada 1 sus
sucesores son F, los cuales, trivialmente, estdn en el mismo bloque deTy. Asi, podemos
concluir que A y B estan en el mismo bloque . De modo similar, debido a que Ay E
estan en el mismo bloque 7iy, para la entrada O sus sucesores A y B estan en el mismo
bloquem,, y para la entrada 1 sus sucesores F y G estan en el mismo bloquet,, sabemos
que A 'y E estarén en el mismo bloquen,.Por otro lado, aun cuando A y C estan en el
mismo bloque mg,sus sucesores B y G para la entrada O no estan en el mismo
bloqueny, lo que significa que Ay C no estaran en el mismo bloquex,.Obtenemos

n, = {ABE CDF GH}
De manera similar,

n,={AB CDE F GH)

ny={4AB CDE F GH}
Observemos lo siguiente:

1. Si m, esigual a m,_4, entonces m,, es igual a 7, _; paratodo m = k (porque m;, , se
construye a partir de mexactamente de la misma manera como m, Se construye a partir
de m,_ ).

2. @ esun refinamiento de m,_,; (debido a que no es posible que dos estados sean
k-equivalentes a menos que sean (k — 1)-equivalentes).

La observacién 1 nos permite terminar el procedimiento de construccién siempre que
alcancemos un punto en que dos particiones sucesivas sean idénticas. En ese caso, todos los
estados que sean ¢-equivalentes son equivalentes. Ademas, la observacién 2 garantiza que
nuestro procedimiento de construccion no ira mas alla den,, .. ,,donde n es el nimero de
estados en la maquina, dado que m,. tiene al menos dos bloques ym,_,tendra n
bloques si el procedimiento de construccion no se termina antes. Para el ejemplo de la figura
7.11, como 7, es igual a =y, podemos concluir que los estados A y B son equivalentes, C
y D son equivalentes, y G y H son equivalentes.

Para una determinada maquina de estado finito, podemos emplear el procedimiento
presentado con anterioridad para determinar los estados equivalentes, y asi obtener una
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maquina equivalente que podria tener menos estados. Por tltimo, una vez que sabemos como
determinar estados equivalentes en una maquina, estamos capacitados para determinar cuan-
do dos maquinas dadas son equivalentes. Exhortamos al lector a revisar el problema 7.9.

75  MAQUINAS DE ESTADO FINITO COMO RECONOCEDORES DE LENGUAJE

Ejemplo 7.1

Ejemplo 7.2

En la seccion 7.3 analizamos varios ejemplos de como modelar sistemas fisicos mediante
maquinas de estado finito. Ahora veremos que las maquinas de estado finito también pueden
usarse naturalmente como instrumentos para reconocer (aceptar) enunciados de un lenguaje.
Sea O = {0,1} el alfabeto de salida de una maquina de estado finito. Diremos que un estado
es de aceptacion si su salida es 1; y un estado es de rechazo si su salida es 0. Por tanto, una
sucesidn de entrada es aceptada por una maquina de estado finito si tal sucesion conduce a
la maquina desde el estado inicial hasta un estado de aceptacion. Por otro lado, diremos que
una sucesion de entrada es rechazada por una maquina de estado finito, si la sucesion
conduce a la maquina desde el estado inicial hasta un estado de rechazo. Analicemos los
siguientes ejemplos.

La figura 7.12 muestra una maquina de estado finito que acepta todas las sucesiones
binarias que terminan con los digitos 011 (cuando una méaquina de estado finito es
utilizada como un aceptor, los estados de la maquina se dividen en sdlo dos clases, a
saber, estados de aceptacion y de rechazo. Por tanto, introducimos la notacién ligera-
mente mas simple, de inscribir en circunferencias los nombres de los estados de
aceptacion -en lugar de escribir la salida de cada estado- como en la figura 7.12, donde
D es el Unico estado de aceptacion).

La figura 7.13 muestra una maquina de estado finito que acepta todas las sucesiones
binarias que tienen la forma de cualquier cantidad de ndmeros 0, seguido por un uno o
mas ndmeros 1, seguido por uno o méas nimeros 0, seguidos por un 1, seguido por
cualquier cantidad de nimeros 0, seguidos por un 1, y entonces seguidos por cualquier
cosa.

Figura7.12
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Ejemplo 7.3

Figura 7.13

Diremos que un lenguaje es un lenguaje de estado finito si existe una maquina de estado
finito que acepte exactamente todos los enunciados del lenguaje. Asi, de acuerdo con el
ejemplo 7.1, el lenguaje consistente en todas las sucesiones binarias que terminan con 011
es un lenguaje de estado finito. El ejemplo 7.2 muestra otro lenguaje de estado finito. Es
claro que cualquier maquina de estado finito define un lenguaje de estado finito. Por otro
lado, un lenguaje dado podria 0 no podria ser un lenguaje de estado finito. Ahora mostrare-
mos que existen lenguajes que no son lenguajes de estado finito." En la seccién 7.6,
mostraremos la forma de construir una maquina de estado finito para aceptar un lenguaje
dado, el cual se sabe que es un lenguaje de estado finito.

Demostremos que el lenguaje
L={dbkz1}

no es un lenguaje de estado finito. Supongamos lo contrario -existe una maquina de
estado finito que acepta los enunciados de L. Esta maquina tiene Agestados. Es obvio
que la maquina acepta el enunciado a"b". A partir del estado inicial, la maquina visitara
N estados después de recibir las N letras a en la sucesién de entrada como se ilustra en la

figura 7.14a, donde s. es el estado inicial y s;, s,, . . ., 5; son los estados en que la
maquina estuvo despues de haber recibido la sucesion . Tambien, s, es el estado en
que la maquina se encuentra después de haber recibido la sucesion a"b‘ Es obvio
que, 5;, es un estado de aceptacion. De acuerdo con el principio del "palomar”, de entre

los N+ 1 estados s,, 5. 5,, - . ., 5;,, hay dos de ellos que son el mismo. Supongamos

que la maquina alcanza eI estado s; dos veces como se muestra en la figura 7.140, y hay

N N
aaaaaaa - .- aaaabbbbbbbb.---bbbb
i Sh i T Sy o St
a)
N N

_ AN
aaanaalaa --- ajlaaabbbbbbbb---bhbb

) Figura7.14

T De nuevo, tenemos otro ejemplo de como demostrar que alguna tarea (en este caso, encontrar una maquina de
estado finito que acepte un lenguaje dado) es imposible.
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Ejemplo 7.4

Teorema 7.2

X letras a entre la primera y segunda visita al estado sj. Entonces la sucesion,
- X

aN»— be
la cual no es un enunciado del lenguaje, también ser& aceptada por la maquina de estado

finito. En consecuencia, podemos concluir que el lenguaje L no es un lenguaje de
estado finito.

Demostremos que el lenguaje

L={d|k=2iz1}

no es un lenguaje de estado finito. Supongamos de nuevo que existe una maquina de
estado finito que acepta al lenguaje L. Denotemos como N el nimero de estados de la
magquina. Sea i un entero lo suficientemente grande de manera que

(f + ])2 — >N
Consideremos la situacion ilustrada de la figura 7.15. Puesto que entre la 2-ésima a
y la (i + )*-ésima a, la maquina de estado finito visitara un cierto estado s, mas de una
vez, la eliminacién de las letras a entre estas dos visitas daré lugar a una sucesion que
también seré aceptada por la méaquina de estado finito. No obstante, esta sucesion no es
un enunciado en el lenguaje debido a que contiene méas dei* pero menos de (i + I)?
letras a. Asi, concluimos que L no es un lenguaje de estado finito.

Estos dos ejemplos ilustran un resultado general, conocido en la literatura como el lema

de bombeo para lenguajes de estado finito.

Sea L un lenguaje de estado finito aceptado por una méquina de estado finito con N
estados. Para cualquier sucesion a en el lenguaje, cuya longitud es mayor o igual a N,
a puede escribirse como uvw de manera que v es no-vacia y #wtambién esta en
el lenguaje para i z 0, donde v denota la concatenacion de i copias de la sucesién v
(en otras palabras, #w, uvw, wvvw, uvvww, . . . estan todas en el lenguaje).

DEMOSTRACION Sin pérdida de generalidad, consideramos que la longitud de a es N.
Sea o = gyitya; - + - gy Sean s, 85, 5;, . . ., 8;,, 10s estados que la maquina visita, donde
Sio €s el estado inicial y sjy es un estado de aceptacion. Ahora de nuevo, de entre los N + 1
estados s, , s;,, S5, - - - » 855, €XiSten dos de ellos que son el mismo. Supongamos que es el
estado s,, como se muestra de la figura 7.16. Si dividimos a en tres segmentos como se
muestra de la figura 7.16, observamos que las sucesionestw, uvw, uvww, uvivw, . . .,
uv'w, . .. conduciran a la maquina desde el estado inicial s, hasta el estado de acepta-
cions;,.

(i+ 12

u W W
—_
P 4 NS \/ \
s ay ap dy a, g dy
o is Sia 5y Sk

Figura 7.15 Figura7.16
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*7.6 LENGUAJES DE ESTADO FINITO'Y LENGUAJES TIPO-3

Algo que sorprende, es la estrecha relacion que hay entre los lenguajes de estado finito y los
lenguajes tipo-3. En efecto, mostraremos que un lenguaje de estado finito es un lenguaje
tipo-3 y que un lenguaje tipo-3 es un lenguaje de estado finito.” Para ello, introducimos la
nocion de maquina de estado finito no-deterministica. Una maquina de este tipo difiere de
una maquina de estado finito deterministica, como se defini6 con anterioridad, en que la
funcidn de transicion para una maquina no-deterministica es una funcion desde S x | hasta
#(5). Ademés, debido a que las maquinas de estado finito no-deterministicas tienen un uso
exclusivo como reconocedora de lenguaje, los caracteres de salida se restringen por lo
comudn a 0 y 1. Una maquina de estado finito no-deterministica se especifica formalmente
€omo sigue:

Un conjunto finito de estadosS = {sg, 51, 83, . . .}

Un elemento especial del conjunto S, sg,conocido como el estado inicial.
Un conjunto finito de caracteres de entrada £ = {7, #, . . .}

Un conjunto finito de caracteres de salida & = {¢y, 05, - . .}.

Una funcion F desdeS x f a 22(S), conocida como la funcion de transicion.
Una funcion g desde: & hacia O, conocida como la funcién de salida.

ok wpdpE

Cuando una méaquina de estado finito no-deterministica se encuentra en cierto estado y recibe
algun carécter de entrada, ésta puede tener mas de un estado siguiente. En realidad, la Unica
distincién entre una maquina de estado finito no-deterministica y una deterministica es que
en la funcion de transicion mapea un par ordenado de un estado y un carécter de entrada (el
estado de la méquina y el caracter de entrada) hacia un subconjunto de estados (todos los
posibles estados siguientes) en lugar de un solo estado. Podemos imaginar que la maquina
entrard en todos estos posibles estados siguientes (una forma util de visualizar esto es
imaginar que la maquina hace varias copias de ella misma, y cada copia se encuentra en uno
de los posibles estados siguientes). A partir de cada uno de los estados siguientes y al recibir
otro carécter de entrada, la maquina entrara de nuevo en todos los posibles estados siguientes.
La figura 7.17a muestra una maquina de estado finito no-deterministica, donde una transi-
cién puede tener méas de un estado siguiente. Por ejemplo, cuando la maquina inicia en el
estado A y recibe una entrada de 1, la maquina ingresara en los estados B y C de modo
simultaneo. La figura 7.17b muestra los estados de la maquina correspondientes a la sucesion
de entrada 000100001.

T Permitasenos hacer aqui una pequefia observacion: si el estado inicial de una maquina de estado finito es de
aceptacion; entonces, de acuerdo con la definicion de aceptacion, la sucesion nula (una sucesion que no contiene
simbolos) es un enunciado en el lenguaje aceptado por la maquina de estado finito. No obstante, de acuerdo con
nuestro analisis en el capitulo 2, ignoramos la posibilidad de tener a la sucesién nula como un enunciado en un
lenguaje tipo-3. Seremos consistentes si ignoramos a la sucesion nula como una sucesién que conduce a una
maquina de estado finito desde el estado inicial hasta un estado de aceptacion cuando el estado inicial de la
maquina es un estado de aceptacion.
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Entrada |
Estado 0 1 _. Salida
= 4 B BC| 0
B | 4Cc C | o0
C A B.C 1
a)
0 1 0 0 0
A B A B A A A A B
z C B B B C
C C
b)

Figura 7.17

Uno puede sefialar de inmediato que una maquina de estado finito no-deterministica no
es un buen modelo para cualquier sistema fisico, puesto que ningln sistema fisico puede
hacer una réplica de si mismo para cada transicion y de modo indefinido. No obstante,
veremos que una maquina no-deterministica es un modelo abstracto muy (til, y estamos
particularmente interesados en utilizarla como un reconocedor de lenguaje. Diremos que una
sucesion es aceptada por una maquina de estado finito no-deterministica si al comenzar desde
el estado inicial, de entre todos los estados finales a los que la sucesion conducird a la
maquina, uno de ellos es un estado de aceptacion. Por ejemplo, para la maquina de estado
finito no-deterministica de la figura 7.17a, la sucesién 0001 es aceptada, en tanto que la
sucesion 11100 no lo es.

Uno podria preguntarse naturalmente, en lo que a un reconocedor de lenguaje se refiere,
si en verdad una maquina de estado finito no-deterministica es mas poderosa que una
deterministica, en el sentido de que existen lenguajes que pueden ser reconocidos por una
no-deterministica, pero no pueden ser reconocidos por una deterministica (debido a que el
modelo de una maquina no-deterministica incluye el modelo de una maquina deterministica
como un caso especial, una maquina no-deterministica es al menos tan poderosa como una
deterministica). Sin embargo, resulta que las maquinas no-deterministicas no son mas
poderosas que las maquinas deterministicas. Ahora mostraremos que para cualquier maquina
de estado finito no-deterministica, existe una maquina de estado finito deterministica que

acepta exactamente el mismo lenguaje. Sea Mufia maquina de estado finito no-determinis-
tica con:

{35, 81, 89, . . .} como el conjunto de estados.

5, es el estado inicial.

{i}, i5, . . .} es el conjunto de caracteres de entrada.
{0, 1} es el conjunto de caracteres de salida.

Fde S xIa #2(S) es la funcién de transicion.

gde Sa {0, 1} es la funcién de salida.

= R
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| Entrada I
Estado 0 | Salida
= A B B, C 0
B A, C —_ 4]
C 1 B, C |
a)
Entrada
__ Lstado (1 1 Salida
= {4} 1B} {8, 0} 0
Iy 1A, C ) 0
{C} 14} {B,C} |
1A, B) (A, B.C} {B.C) 0
{4, C} 1A, B} {B,C} 1
{8, C} {4.CY {B.C} 1
{A. B, C} (4.B,Ct B, C} 1
- . L) 0
k)

Figura 7.18
Construimos la correspondiente maquina de estado finito deterministica M como sigue. Sean

#(S) el conjunto de estados.

{54} el estado inicial.

{i,, 5, . . .} el conjunto de caracteres de entrada.

{0, 1} el conjunto de caracteres de salida.

F de 2(S) x I a #(S) la funcion de transicion tal que # ({ }, i,) = { } para cualquier
caracter de entrada 7,y para cualquier subconjunto no vacio S, de S, F"(Sp._ i,
s Fls i)

6. & de #(S)a {0, 1} lafuncion de salida tal que para cualquier S, S, &(S,) es igual a 1
si existe un s, en S, tal que g(s,) sea igual a 1, y sea igual a 0 en otro caso.

R

La figura 7.18 muestra un ejemplo. Para la méquina de estado finito no-deterministica
-mostrada en la figura 7.18a- la maquina de estado finito deterministica correspondiente
i se muestra en la figura 7.18b (en la figura 7.18a seguimos la convencién en la de usar
un "—" en lugar del simbolo de conjunto vacio). Una vez que el lector entienda la
construccion, se convencera de que las méaquinas Ay Afaceptan exactamente el mismo
lenguaje, puesto que una sucesion de entrada aceptada por M conducira asa un estado, el
cual es un sub-conjunto de estados de M, en el que existe al menos uno que es un estado de
aceptacion en M. Por tanto, aqui no incluiremos la demostracion formal.

Ahora mostramos que la clase de lenguajes de estado finito es exactamente la clase de
lenguajes de tipo-3; también, que dada una maquina de estado finito, podemos tener una
gramatica tipo-3 que especifique el lenguaje aceptado por la méquina de estado finito. Tam-
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bien demostraremos, que a partir una gramatica tipo-3, podemos construir una maquina de
estado finito no-deterministica que acepte el lenguaje especificado por la gramatica. Consi-
deremos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 7.5 Para la maquina de estado finito mostrada de la figura 7.19a, construimos una gramatica
que especifica el lenguaje aceptado por la maquina de la siguiente manera.

Sea {0, 1}, el conjunto de caracteres de entrada, el conjunto de terminales.

Sea {4, B, C, D, E}, el conjunto de estados, el conjunto de no-termmales.

Sea A, el estado inicial, el simbolo de inicio.

Correspondiente a la transicion f (s, i,) = s;, existe una produccion s, — i, s; si s,
no es un estado de aceptacion, y existen dos producciones s, —> i, 5, ¥ 5, => i, i 5;
es un estado de aceptacion. Por ejemplo, correspondiente a la transicién (A, 0) =
B, tenemos la produccién A — 0B, y correspondiente a la transicion f(C, 1) = D,
tenemos las producciones C —» 1Dy C — 1.

WD

Al obtener la gramética mostrada de la figura 7.19;, observamos que cada no-terminal
en la gramatica representa un conjunto de sucesiones que conducen a la maquina de
estado finito, desde el estado correspondiente hasta un estado de aceptacién. Uno podria
estar de acuerdo con que la gramética de la figura 7.19b especifica el lenguaje aceptado
por la méquina de la figura 7.19a.

A—=08
A—~14
B —+ 0B
B—=IC
C 08B
C=1D
C—=1
D = 0E
D-+0
D—+14
E = 0D
E—+1
E = 1C

Figura7.19
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Ejemplo 7.6 Para la gramética de la figura 7.20a, construimos una maquina de estado finito que acepte los
enunciados del lenguaje especificado por la gramatica de la siguiente manera.

1. Sea {0, 1}, el conjunto de terminales, el conjunto de caracteres de entrada.
2. Existe un estado que corresponde a cada no-terminal, con el estado correspondiente
al simbolo de inicio como el estado inicial (el estado A en este caso). Existe un
estado adicional E, el cual es un estado de aceptacion. Ademas, existe otro estado,
T, que es llamado un estado de atrapamiento. Siempre que una maquina entra en
un estado de atrapamiento, permanecera en dicho estado y no podra pasar a ningln
otro estado. Asi, si una sucesién de entrada conduce a la maquina de estado finito
hacia un estado de atrapamiento, posiblemente tal sucesién de entrada no puede ser
una porcion de un enunciado en el lenguaje.
3. Para una produccion de la forma N, — i, N, existe una transicion del estado N,
hasta el estado Nk cuando la entrada es i,. Por ejemplo, en correspondencia con la

A—~04
A—+1B
B=0C
B —0D
=0
C-+ |8
C— 1D
D=1
D14

Figura 7.20
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Produccion A~ 1B existe una transicion desde el estado A hasta el estado B, cuan-
do el caracter de entrada es 1. Para una produccion de la forma N, — i, existe una
transicion del estado N, al estado de aceptacion E cuando la entrada es i,. Por
ejemplo, en correspondencia con la produccion C — 0, existe una transicion del
estado C al estado E cuando el caracter de entrada es 0. Por otro lado, si no hay una
produccion de la forma N, — i, Ny o N, — i, para el estado N, y la entrada i , existe
una transicién desde N, hasta el estado de atrapamiento T cuando la entrada es i,.
Por ejemplo, existe una transicion desde el estado B hasta el estado T cuando el
caracter de entrada es 1. Por Gltimo, para cualquier caracter de entrada, existe una
transicion desde el estado de aceptacién E hasta el estado de atrapamiento T.

Asi, obtenemos la maquina de estado finito no-deterministica mostrada en la figura
7.20b. De nuevo, confiamos en que la construccion se representa con la suficiente
claridad para convencer al lector de que la maquina de estado finito no-deterministica
que hemos construido acepta exactamente los enunciados del lenguaje especificado por
la gramética de la figura 7.20a. Puesto que con anterioridad hemos demostrado que
cualquier lenguaje que puede ser aceptado por una maquina de estado finito no-deter-
ministica, también puede ser aceptado por una deterministica, el lenguaje especificado
por la gramética de la figura 7.20a es en verdad un lenguaje de estado finito.
o
Esperamos que los ejemplos 7.5y 7.6 tengan la suficiente claridad para convencer al
lector de nuestra aseveracion: la clase de lenguajes de estado finito es exactamente la clase
de lenguajes tipo-3. Por tanto, no escribiremos aqui una demostracién general.

7.7 NOTAS Y REFERENCIAS

Existen varias razones para la introduccion del topico de maquinas de estado finito: (1) para
representar cdmo pueden ser descritos los sistemas fisicos mediante un modelo abstracto,
(2) para ver la forma en que pueden ser descritos los dispositivos de reconocimiento de
lenguajes mediante un modelo abstracto (un tépico de suma importancia en la construccion
de un compilador), y (3) para observar la estrecha y fina conexién entre maquinas y
lenguajes. De hecho, existe una jerarquia de maquinas -a saber, maquinas de estado finito,
autématas pushdown, autématas linealmente acotadas y maquinas de Turing. También existe
una jerarquia de lenguajes correspondiente -a saber, los lenguajes tipo 3, 2, 1 y 0, como
fueron brevemente descritos en el capitulo 2. Las maquinas de estado finito pueden usarse
como reconocedores para lenguajes tipo-3, las autdématas pushdown como reconocedores
para lenguajes tipo-2, las autématas linealmente acotadas como reconocedores para lenguaje
tipo-1, y las maquinas de Turing como reconocedores de lenguaje tipo-O. Como referencias
sobre el tépico de maquinas de estado finito, véase Gili [1], Hennie [3] y Kohavi [5]. Como
referencias generales sobre maquinas y lenguajes formales, véase Harrison [2], Hopcroft y
Ullman [4] y Lewis y Papadimitriou [6].

1. Gill, A.: Introduction to the Theory of Finite-State Machines, McGraw-Hill Book Company,
Nueva York, 1962.
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Disefie una maquina de estado finito con {0, 1} como alfabeto de entrada y {0, 1, 2} como su
alfabeto de salida, de modo que para cualquier sucesion de entrada la correspondiente sucesion
de salida consista en dos nimeros 2 seguidos por la sucesién de entrada retrasada por una unidad
de tiempo. Por ejemplo, podriamos tener:

Sucesion de entrada: 10001011001
Sucesion de salida: 22100010110

Observe que el primer simbolo de salida es la salida del estado inicial que ocurre antes del primer
simbolo de entrada.

Disefie una maquina de estado finito con {0, 1} como alfabeto de entrada y de salida, tal que la
salida 1 sera producida al empezar con el tercer 1 en cualquier blogue de tres 0 mas nimeros 1
en la sucesion de entrada.

Por ejemplo, podriamos tener:

Sucesién de entrada:  001111010110011111010

Sucesién de salida:  0000011000000000111000

Una maquina de estado finito de tres estados tiene {0, 1} como sus alfabetos de entrada y salida.
A partir de la siguiente sucesion de entrada y su correspondiente sucesion de salida, determine
la maquina.

Sucesion de entrada: 00010101

Sucesion de salida: 011001110

Para la maquina mostrada en la figura 7P.1, la aplicacion del simbolo de entrada O requiere 1
unidad de energia y la aplicacion del simbolo de entrada 1 requiere 2 unidades de energia.
Determine una sucesion de entrada de energia minima que Ileve a la maquina desde el estado A
al estado H.

Estado Entrada

IOTMMUOUO W >
OmMmIMMwmMm W o
QUOOTOO O+

Figura7P.1
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7.5 Una variacion del modelo de una maquina de estado finito es el siguiente:

7.6

1.7

7.8

Un conjunto finito de estados S = {sg, §}, §2, - - -}-

Un elemento especial del conjunto .5, 54, €s conocido como el estado inicial.
Un conjunto finito de caracteres de entradaf = {i,, f,. . .} Un conjunto
finito de caracteres de salida = {oy, ¢4,. . .}

Una funcidn f'de § x { a S,conocida como la funcion de transicion.

Una funciong de $ x /a O, conocida como la funcién de salida.

En este modelo la salida se asocia con cada transicion de estado, en lugar de estarlo con cada

estado, como en el modelo introducido en la seccién 7.2.

a) Parala maquina de la figura 7P.2, las transiciones de estado y la salida asociada son separadas
por una diagonal (/), determine la sucesion de salida correspondiente a la sucesion de entrada
110101.

b) Determine la sucesion de entrada que producira la sucesion de salida 110101.

c) Muestre un procedimiento general para determinar una sucesion de entrada que produzca
una sucesion de salida dada.

Entrada
Estado| 0 1
= A B/l (o))
B B i
s Dil ol
D BIO DI .
! Figura 7P.2

Para el modelo de maquina de estado finito del problema 7.5, disefie una maquina de estado finito

con{0, I'} como sus alfabetos de entrada y salida, que produzca una sucesion de salida en que

los simbolos de salida 3°, 6% . . . , 3%%™ sean complemento de los simbolos de entrada

correspondientes, mientras que los otros simbolos de salida sean idénticos a los correspondientes

simbolos de entrada.

Sea {sy: 51, - - - » $,) €l conjunto de estados de una maquina de estado finito con s, como estado

inicial. Sea 4™ el conjunto de todas las sucesiones sobre el alfabeto de entrada”!. Definiremos

una relacion binaria R sobreA* tal que para a, ¥ a,en A%, (&), &3} € R si y s6lo si ambose,y

a, llevan la maquina de estado finito del estados;, 2 s, para algin s5;. Demuestre que R es una

relacién de equivalencia.

Para la maquina de estado finito mostrada en la figura 7P.3:

a) Liste todos los estados 0-equivalentes.

b) Encuentre todos los estados equivalentes y obtenga una méaquina de estado finito con el menor
nimero de estados.

Entrada
Estado | 0 1 Salida

= 4 | F B 0
B | b C 0

C ll G B 0

D | E A ]

E D A 0

Fol o4 G ]

G | C oo

H 1

H l A Figura 7P.3

7.9 Demuestre que las dos maquinas de estado finito mostradas en la figura 7P.4 son equivalentes.
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.[ Entrada _ ' Entrada
Estado | 0 1| Salida Estado| 0 1 | Salida
= 4 B C 0 = 4 H C 0
B B D 0 B G B 0
C A E 0 C A B 0
D B E 0 D D C 0
E F E 0 E H B 0
E A D 1 F D E 1
G B C 1 G | H c oo
: H | 4 E 0
a) ' Figura 7P.4

b)

7.10 Acerca de una particion sobre el conjunto de estados de una maquina de estado finito n, diremos

que es una particion preservada si para cualesquiera dos estadoss; ¥ s, que estan en el mismo
bloque de n, entonces los dos estadosf (s;, ) ¥ f (54, fytambién estan en el mismo bloque de n para
cualquier simbolo de entrada i. Por ejemplo, para la maquina de estado finito mostrada en la figura
7P.5a, {AB CD} €s una particion preservada. Observe que tanto {ABC‘D} como {4 B C D}sen
particiones trivialmente preservadas.
a) ¢Puede encontrarse otra particion preservada sobre el conjunto de estados?
b) Para la maquina de estado finito mostrada en la figura 7P.5b, encuentre dos particiones
preservadas®, y 7, tales que

={4 BCDEF}

c) Demuestre que si &, ¥ ®, son dos particiones preservadas, también lo sonx, - 7, ¥ &, + 5.
| Entrada Entrada

Estado| 0 1 Estado | O 1
A B C A4 | F B
B A D B | B A
C D A C C E
D C B D E F
E D C
a) F A D
Figura 7P.5
b)

Para cada uno de los conjuntos descritos enseguida, encuentre una maquina de estado finito

deterministica que reconozca los conjuntos:

ay L={(01Y1¥iz1,jz1}

by L={0C10|iz 1,z 1}

¢y L={0"0]|izL jz1}w{0Fikz3)

d) L= {todas las cadenas binarias terminadas en 001} w {1}

Para cada uno de los conjuntos descritos abajo, halle una maquina de estado finito deterministica

que reconozca los conjuntos:

a) El conjunto de cadenas de nimeros 0y 1 en cada una de las cuales hay una cantidad par de
numeros 0.

b) El conjunto de cadenas de nimeros 0 y 1 en cada una de las cuales la cantidad de nimeros
1 no es maltiplo de 4.

c) El conjunto de cadenas de nimeros 0y 1 en cada una de las cuales la cantidad de nimeros
0 es pary la cantidad de nimeros 1 es un maltiplo de 3.

d) El conjunto de cadenas de nimeros 0, 1 y 2 en cada una de las cuales cada 1 es seguido
inmediatamente por al menos dos nimeros 2 y cada 0 es precedido inmediatamente por al
menos dos nimeros 2.
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e) El conjunto de cadenas de nimeros 0 y 1 cada una de las cuales es una representacion binaria
de unentero de la forma 4k + 3, para k > 1.

f)  El conjunto de cadenas de nimeros 0 y 1 cada una de las cuales es una representacion binaria
de un entero de la forma. 8%+ 1, para & z 1.

g) El conjunto de cadenas de nimeros 0 y 1 cada una de las cuales inicia con un 1y termina
con 010.

h) El conjunto de cadenas de nimeros 0y 1 cada una de las cuales termina con®1%, & 2 1.
i) El conjunto de cadenas de nimeros 0y 1 en las que cada 0 es seguido por tres 0 mas ndmeros
1, con el 0 como primer simbolo.

j) El conjunto de cadenas de nimeros 0y 1 en las que cada bloque de nimeros 1 contiene tres
0 mas nimeros 1y es seguido por exactamente un 0, y los tres primeros o mas simbolos son
ndmeros 1.

k) EI conjunto de cadenas de nimeros 0y 1, de las cuales ninguna contiene la subcadena 010.

7.13 Dé una descripcién (verbal o en notacién de conjuntos) de los conjuntos de cadenas reconocidos
por cada una de las maquinas de estado finito en la figura 7P.6.

Figura 7P.6
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Figura 7P.6 (Cont.)

d)

7.14 Dada una maquina de estado finito deterministica con su estado inicial no especificado, una sucesion
de entrada es aceptada por la maquina si se puede escoger un estado inicial que permita a la
sucesion de entrada llevar a la maquina desde el estado inicial escogido hasta un estado de
aceptacion.

a) ¢Aceptard la maquina de estado finito mostrada en la figura 7P.7 a la sucesion de entrada
0110 de acuerdo con esta nueva definicion de aceptacion?

b) Todos los lenguajes aceptados por méquinas de estado finito que usan esta definicion de
aceptacion, ¢son lenguajes regulares? Demuestre su aseveracion.

l _Entrada .|
Estado | 0 1 |Salida

= 4 A C |0
B c 4! 0
c |p B o
D B D ‘ I

Figura 7P.7
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c) Repita los incisos a) y b) si la definicion de aceptacion se cambia a la siguiente forma: una
sucesion de entrada es aceptada por la maquina de estado finito si para cualquier eleccién
arbitraria de un estado inicial, la sucesién de entrada llevara a la maquina desde el estado
inicial elegido hasta un estado de aceptacion.

7.15 a) El estado inicial de la maquina de estado finito mostrado en la figura 7P.8 es desconocido.
Disefie una sucesion de entrada que lleve a la maquina al estado B sin tomar en cuenta el
estado inicial.

b) Una sucesion sincronizada es una sucesion de entrada que lleva a una maquina de estado
finito a un estado final especifico. Demuestre que si una maquina de estado finito con n
estados tiene una sucesion sincronizada, entonces tiene una sucesion sincronizada de longitud
menor o igual a 2" - 2.

c) Dé un ejemplo de una maquina de estado finito que no tenga una sucesion sincronizada.

_ Enrada
Estado | 0 1

A | B A
B A D
¢ lc 4
D B C

Figura 7P.8

7.16 Dos maquinas de estado finito con alfabetos de entrada y salida {0, 1}, pueden ser conectadas en
serie como se muestra en la figura 7P.9a, donde el simbolo de salida de M, se utiliza como el
simbolo de entrada de M,. Para las maquinas M; y M, mostradas en la figura 7P.9b, determine
una maquina de estado finito cuyo comportamiento terminal sea idéntico a la conexion en sucesion

de My M,.
|
—‘! M, l l M, ———
(I ]
a)
|_Entrada_| |_Entrada_|
Estado | 0 1 |Salida _Estado | 0 1 |Salida
= 4 A(.“O = D D E 0
5 | C B 0 E | E ool
cC | B 4 ‘ 1
M, M,
b)

Figura 7P.9

7.17 Dos maquinas de estado finito con alfabetos de entrada y salida {0, 1} pueden ser conectadas en
paralelo como se muestra en la figura 7P. 10a, donde cada simbolo de entrada es enviado simul-
taneamente a ambas maquinas, y la salida total es la "disyuncién I6gica” de los simbolos de salida
de las dos maquinas. Para las maquinas M; y M, mostradas en la figura 7P.10b, determine una
maquina de estado finito cuyo comportamiento terminal sea idéntico a la conexion en paralelo
de M,y M,.
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a)
| Envada | Entrada_|
Estado | 0 1 'gn_ii_da_ l:;stauic)_1 01 rs_and_a_
= 4 |4 C10 = D | D E 0
n C Bl 0 E | £ D1
‘ 28
Figura 7P.10
M M
I b} 2

7.18 Demuestre que si una maquina de estado finito acepta una sucesion de entrada "suficientemente
larga”, entonces también acepta un nimero infinito de sucesiones de entrada.
Sugerencia: ¢como definiria de manera precisa "suficientemente larga?
7.19 Demuestre que cada uno de los siguientes lenguajes no es un lenguaje de estado finito.
a) L={0V|izj}
by L={0V]isj}
¢y L={0F|k=2iz1}
dy L={V0¥1Y|iz1, 521}
7.20 Demuestre que el lenguaje
L = {xx| x es una cadena de ceros y unos}

no es un lenguaje de estado finito.

7.21 Construya una gramatica para cada uno de los lenguajes aceptados por las maquinas de estado
finito de los problemas 7.13y 7.23.

7.22 Convierta cada una de las maquinas de estado finito no-deterministicas de la figura 7P. 11 ala
forma deterministica.

| Enl.rada_l I __mr__mi.i I Entrada
Estado | 0 1 |Salida Estado | 0 1 |Salida  Estado 1 | Salida
= 4 | B AC| 0 = A BC - 0 = 4 A4.C AB 0
B c oAl B D B | 0 B E -1 o0
c |4 -0 c 4 Cc 1o c - E| 0
D | 4 BC| 1 D | - - 1
E - - ‘ 1
|
. by
Figura 7P.11 ¢)

7.23 Dé una descripcion (verbal o en notacion de conjuntos) del conjunto de cadenas aceptadas por cada
una de las maquinas de estado finito no-deterministicas de la figura 7P. 12 (si una transicion
conduce a un estado al conjunto vacio, la arista correspondiente es omitida).
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Figura 7P.12

b}

7.24 En este problema, mostramos que la nocién de las maquinas de estado finito no-deterministicas
es muy Util para el disefio de maquinas deterministicas.
a) Disefie una maquina de estado finito deterministica con {0, 1} como su alfabeto de entrada
que acepta todas las sucesiones terminadas tanto en 1010 como en 001.
b) ¢Cual es el conjunto de sucesiones aceptadas por la maquina de estado finito no-determinis-
tica de la figura 7P.13? Convierta la maquina no-deterministica en una deterministica.

Figura 7P.13
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7.25 Una sucesion que no contiene simbolos es referida como una sucesion nula, la cual cominmente se
denota pori.La nocién de una sucesion nula puede entenderse facilmente si observamos que (1)
para una sucesion de entrada a, la concatenacion de}. ¥ o, het, y la concatenacion de ot y A.
ok, ambas levaran a la maquina de estado finito al mismo estado como lo hacee, y (2) si el estado
inicial de una méaquina de estado finito es un estado de aceptacién, entonces 2 esta entre las
sucesiones aceptadas por la maquina de estado finito.

El modelo de una maquina de estado finito puede extenderse, tal que permita la inclusién de

flechas %.como se muestra en la figura 7P. 14a. Notemos que la maquina de estado finito puede ir

desde el estado B hasta el estado C "gratis".

a) Para la maquina de estado finito de la figura 7P. 14b, ¢cudles de las siguientes sucesiones son
aceptadas por la maquina de estado finito: 101, 10101, 110, 11010, 11001? Describa con
palabras el conjunto de sucesiones aceptadas por la maquina.

b) Lamaquina de estado finito de la figura 7P. 14b se obtiene a partir de la maquina de la figura
7P. 14a por fusion de los estados B y C. Demuestre que las dos maguinas no aceptan el mismo
conjunto de sucesiones a partir de un ejemplo de sucesiones que son aceptadas por una pero
no por la otra.

Figura 7P.14 b}

c) (Como puede transformarse la maquina de la figura 7P. 14a en una maquina que acepte el
mismo conjunto de sucesiones sin usar flechas? Establezca un procedimiento general
para tal transformacion.

7.26 Seanl,y I, lenguajes de estado finito. Demuestre queest, «s £, también un lenguaje finito.

7.27 Sea L un lenguaje.Si L¥ esta dado por

={x"xel}
donde x* denota la inversa de la sucesion x. Demuestre que si L es un lenguaje de estado finito,
también lo es L%
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7.28 Sea L un lenguaje que esta especificado por una gramética en la cual las producciones son de la
formad — ay A — Ba,donde Ay B son no terminales y a es un terminal. Demuestre que L es
un lenguaje de estado finito.

Sugerencia: utilice el resultado del problema 7.27.

7.29 Sea L un lenguaje especificado por una gramética en la cual las producciones son de la forma
A= vy A—yBdende 4y 8<son no terminales y y es una cadena de terminales. Demuestre
que L es un lenguaje de estado finito.



CAPITULO

OCHO

Analisis de algoritmos

81  INTRODUCCION

Un algoritmo es una especificacion paso por paso sobre como realizar una cierta tarea.
Aunque lo siguiente suena un poco técnico, una receta para preparar una comida es un
algoritmo; también la hoja de instrucciones que acomparia a una bicicleta recién comprada,
contiene un algoritmo para ensamblarla. Tenemos interés en estudiar el disefio y analisis de
algoritmos por una razon. Al usar una computadora para realizar cualquier tarea, debemos
especificar los pasos que deberd llevar a cabo, esto es, el algoritmo para realizar la tarea. De
hecho, el lector ya ha visto varios algoritmos. En la seccion 5.5, presentamos un algoritmo
para determinar el paseo mas corto entre dos vértices en un grafo pesado; en la seccion 5.8,
presentamos un algoritmo para determinar el itinerario de un agente viajero en un grafo
pesado; en la seccion 6.7 presentamos dos algoritmos diferentes para determinar un arbol
generador minimo de un grafo, y en la seccién 8.8, también presentamos un algoritmo para
determinar un flujo méximo en una red de transporte.

Ya sea que hayamos disefiado un algoritmo nosotros mismos o que nos presenten un al-
goritmo disefiado por otra persona, existen varias consideraciones importantes acerca del
algoritmo. Primero, el algoritmo debe ser correcto -debe realizar su tarea asignada en forma
correcta. Por ejemplo, un algoritmo para determinar un paseo mas corto entre dos vértices
dados debe producir efectivamente un paseo entre estos dos vértices y ademas, el paseo mas
corto entre los dos vértices. Segundo, nos gustaria conocer qué tan correcto es el resultado
producido por el algoritmo. Esta pregunta es muy significativa aunque el algoritmo no
prometa producir el mejor resultado posible. En caso de encontrar el paseo mas corto entre
dos Vvértices, y una vez que se ha comprobado que el algoritmo produce el paseo mas corto
entre los dos vértices, desde luego que el resultado es uno de los mejores posibles. Por otro



ANALISIS DE ALGORITMOS 261

lado, consideremos el algoritmo del vecino mas cercano para el problema del agente viajero
presentado en la seccidn 5.8. Puesto que el algoritmo no siempre produce el mejor resultado
posible, lo deseable es tener la capacidad de evaluar la validez de su resultado. Recordemos
que la longitud del itinerario producido por el algoritmo del vecino mas cercano puede ser
medida con respecto al itinerario mas corto posible, como se mostro en el teorema 5.6. Como
otro ejemplo, recordemos el algoritmo de programacion de tareas presentado en la seccion
4.7. Ahi, de nuevo, el algoritmo no siempre produce la mejor programacion posible. No
obstante, nos fue garantizado que el tiempo de ejecucion total de acuerdo con la programa-
cién producida por nuestro algoritmo, nunca excedera el doble del menor tiempo de
ejecucion posible (teorema 4.2). Tercero, queremos determinar “el costo” de ejecucion del
algoritmo. Puesto que un algoritmo en verdad produce el resultado deseado, queremos
conocer el costo de obtener el resultado. La medida del costo de ejecucion de un algoritmo
gue cominmente se usa mas es la cantidad de tiempo que se lleva. No obstante, también
existen otras medidas como el espacio de memoria requerido para ejecutar el algoritmo.

El estudio de los diferentes aspectos del disefio y analisis de algoritmos de computo es
un tdpico que debemos estudiar en este momento. Por otro lado, ya hemos dado al lector un
bosquejo del material. En particular, como se sefiald, el lector ya se ha visto ante algunas
consideraciones sobre la exactitud y funcionalidad de los algoritmos en diversas ocasiones.
En este capitulo, presentaremos algunos conceptos ligados con el costo de ejecutar un
algoritmo, no s6lo como una introduccion al campo del analisis de algoritmos sino también
como evidencia de que las matematicas que hemos aprendido, efectivamente nos ayudaran
a encarar muchos problemas.

82  COMPLEJIDAD TEMPORAL DE LOS ALGORITMOS

Algoritmo
MAYOR1

Como se dijo, nos gustaria determinar el costo de la ejecucion de un algoritmo dado. Es
obvio, el tiempo que toma ejecutar un algoritmo es una de las medidas mas importantes del
costo de ejecucidn. Para el resto de este capitulo, nos restringiremos a la medicion del tiempo
gue toma la ejecucién de un algoritmo, el cual también es conocido como la complejidad
temporal del algoritmo.

Iniciemos con un ejemplo simple. Tenemos n ndmeros que son almacenados en n
registros Xy, Xo,- - ., Xp. Un nimero almacenado en un registro sera referido como el contenido
del registro. Sin pérdida de generalidad, supongamos que estos nimeros son distintos.
Queremos disefiar un algoritmo para determinar el mayor de estos n nimeros. Podemos usar
el siguiente algoritmo, al cual nos referiremos como el algoritmo MAYOR1.

1. En principio, coloque el nimero del registro x, en un registro llamado max.

2. Parai=?2,3,...,mn, haga lo siguiente: compare el nimero en el registrox;con el
nimero en el registro max. Si el nimero enx; es mayor que el nimero en max,
cambie el nimero en el registrox; al registro max. En otro caso no haga nada.
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Algoritmo
MAYOR2

3. Por dltimo, el nimero en el registro max es el mayor de los n ndmeros que hay
en los registrosxy, x5, . - . , X,

No es dificil para el lector convencerse de que el algoritmo coloca efectivamente
el mayor de los n nimeros que hay en los registros x;, x3,. . . , x, en el registro max.
Daremos, no obstante, una demostracion formal de la efectividad del algoritmo.

DEMOSTRACION  Queremos demostrar mediante induccién la siguiente proposicion:
para cualquier i, 2 = i £ n, despueés de la ejecucion del paso 2 el nimero en méx es el
mayor de entre los nimeros que estan en los registros xy, xs,. - . , X;.

1. Base. Parai=2, el nimero en méx es el mayor quex; ¥ x;.

2. Paso de induccion. Supongamos que la proposicion es verdadera para i = k; esto es,
el nimero en max después de la ejecucion del paso 2 para i = k (pero antes de la
ejecucion del paso 2 para i = k + 1) es el mayor de entre los nimeros en los
registros xy, X3, . . . , Xg. .La ejecucion del paso 2 para i = k+ 1 compara el nimero
en el registrox; , ; con el mayor de entre los nimeros en los registrosx;, xa, . . - 5 X
Por tanto, el mayor de estos dos nimeros sera el mayor de entre los nimeros en los
registroS Xy, Xoy. « .+ 5 Xgs Xgu |-

Asi, podemos concluir que el algoritmo MAYORL en verdad coloca en el registro max
al mayor de los n nimeros almacenados en los registrosxy, X, . . ., X,,. a

En cuanto al tiempo que toma ejecutar el algoritmo, observemos que cada uno de los
nameros en los registros xs, x3, . . . , X, €s comparado una vez con el nimero del registro
max. Si denotamos con ¢ el tiempo que toma comparar dos ndmeros, el tiempo total para las
comparaciones es{# — 1)c. Desde luego, si somos extremadamente meticulosos, debemos
notar que segun sea el resultado de cada comparacion, podemos necesitar o no, colocar un
nuevo ndmero en el registro max, lo cual puede tomar un tiempo adicional. Sin embargo,
tomar en cuenta esta variacion nos conduciria a un analisis mucho mas complicado, puesto
que el nimero de veces que necesitamos para colocar un nimero nuevo en el registro max,
depende de la distribucion de los n nimeros en los registrosxy, x, . - . , x,.Por tanto,
suponemos que el tiempo aplicado en colocar un ndmero en el registro max es insignificante o
ha sido incluido en la cantidad c. En consecuencia, decimos que el tiempo total que toma
gjecutar el algoritmo es {# - 1)¢. Debido a que ¢ es una cantidad que depende de la compu-
tadora que se use, con frecuencia decimos que el tiempo que toma ejecutar el algoritmo es
proporcional an - 1.

Ahora presentamos otro algoritmo para determinar el mayor de n nimeros en los registros
Xy, X3, - - ., X, al cual nos referiremos como el algoritmo MAYOR2.

1. Haga losiguiente parai=1,2, ..., s — l:compare los nimeros en los registros x;
¥ x; . 1- Coloque el mayor de los dos nimeros en el registrox; . ; y el menor en el
registro x;.

2. Por dltimo, el nimero en el registrox, es el mayor de los n nimeros.
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Figura 8.1

Primero presentamos un ejemplo ilustrativo que muestra como trabaja el algoritmo. La
figura 8.1 muestra los pasos.

Para confirmar que el algoritmo es efectivamente correcto, exhortamos al lector a
realizar una demostracion por induccion de que para cualquieri, I £ /% n - 1, después de la
ejecucion del paso 1, el nimero en el registrox; , ; es el mayor de entre los i + 1 nimeros
en los registrosxy, ¥, - . ., X5 ¥;1 1.En cuanto a la complejidad temporal del algoritmo, que
éste
también es proporcional a n - 1 ya que realizar ~ 1comparaciones de niameros (el
paso 1 es ejecutado n - 1 veces, y se hace una comparacion cada vez).

En este momento deseamos sefialar una ligera diferencia entre los dos algoritmos. El
algoritmo MAYOR1 no perturba el contenido de los n registros y siempre coloca al nime-
ro mayor en el registro max. Por otro lado, el algoritmo MAYOR2 no sélo coloca al nimero
mayor en el registro x, sino que ademas rearregla el contenido de los otros registros como
lo muestra el ejemplo anterior. Una razén para introducir un segundo algoritmo es mostrar
al lector que algoritmos diferentes pueden solucionar el mismo problema. En el presente
caso, sucede que los dos algoritmos tienen la misma complejidad temporal. Como veremos
después, algoritmos diferentes que resuelven el mismo problema pueden tener complejida-
des temporales bastante diferentes. De la misma manera, algoritmos distintos pueden tener
diferentes "efectos secundarios" aun cuando produzcan el mismo resultado. En este caso,
el algoritmo MAYORL no rearregla los nimeros en los registrosxy, x,, - - - , x,,.€n tanto que el
algoritmo MAYOR2 si lo hace.

Ahora consideremos otro ejemplo. Por el ordenamiento de los n nimeros almacenados
en los registros xy, X1, . . . ,X,,entendemos un rearreglo tal que los contenidos rearreglados en
los registrosx;, xs, . . . ,X,,, S€ €ncuentren en orden ascendente. Un algoritmo de ordenamien-
to, conocido como ordenamiento burbuja, funciona de la siguiente manera.

Algoritmo
ORDENAMIENTO
BURBUJA

1. Hagalosiguiente parai =n,n—1,n-2,...,4,3,2:utilice el algoritmo MAYOR2
para colocar en el registro xj al mayor de los i nimeros en los registros X}, X3, . . . , X;.

2. Por dltimo, los nimeros en los registrosxy, x,, . . . , X, S€ encuentran en orden
ascendente.
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Figura 8.2

Para aseverar que el algoritmo ORDENAMIENTO BURBUJA en verdad ordena los n
nameros en los registrosx;, x,, . . . , X, NOtamos que para i = n, la ejecucién del paso 1 coloca
el mayor de los n nimeros en el registrox,; para i = n - 1, la ejecucién del paso 1 coloca
el segundo nimero mas grande de los n nUmeros en el registrox,_,etcétera. Por
altimo, para i = 2, la ejecucion del paso 1 coloca el (n - I)-ésimo mas grande (esto es, el
segundo méas pequefio) de los n nimeros en el registrox,.Por tanto, el nimero que queda
en el registro x; es el menor de los n nimeros. Asi, podemos concluir que el algoritmo si
rearregla los contenidos de los registrosx;, xs, . . ., X, en orden ascendente. La figura 8.2
muestra los pasos de un ejemplo.
Consideremos la complejidad temporal del algoritmo. La primera ejecucion del paso 1

utiliza M - 1 comparaciones, la segunda ejecucion del paso 1 utiliza n - 2 comparaciones,

., ¥y la (n - 1)-ésima ejecucion del paso 1 utiliza una comparacion. Asi, el nimero total
de comparaciones utilizadas es

(n—-1+(n 2)1--,-2_1.—,.ﬂ(”2;11
En consecuencia, concluimos que la complejidad temporal del algoritmo es proporcional a

m(n— 1)/2.

83  ALGORITMO DEL PASEO MAS CORTO

Algoritmo
MASCORTO

Presentamos otro ejemplo que ilustra cdmo analizar un algoritmo para determinar su
complejidad temporal. Examinemos con minuciosidad el algoritmo que encuentra el paseo
mas corto de un vértice a a un vértice z en un grafo pesado presentado en la seccion 5.5.
Repetimos el algoritmo a continuacion.

1. Primero, seanP = {a} y T= ¥ — {a}.Para todo vértice ten T, sea #(£} = w{a, ?).

2. Seleccione el vértice de T que tiene el menor indice con respecto a P. Denote como
X ese vértice.
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3. Sixes el vértice que deseamos alcanzar desde a, pare. Sino lo es, sean? =P U
{x} y T" =T - {x}. Paratodo vértices en T", calcule su indice con respecto a P' de
acuerdo con (5.1).
4. Repitalospasos2y3,useaPcomoPyaT comoT

El algoritmo comienza con P = {a},incrementa el conjunto P un vértice a la vez,
y termina cuando el conjunto P contiene al vértice z. Denotemos por n al nimero de
vértices en el grafo. Asi, el nimero maximo de iteraciones (de veces que se repiten los
pasos 2 y 3) que realizard el algoritmo es n - 1. Durante cada iteracion, necesitamos
seleccionar el vértice de T que tiene el menor indice y recalcular los indices de los
vértices en T". Més especifico, durante la primera iteracion, necesitamos seleccionar un
veértice de los n -1 vértices y recalcular los indices de los n - 2 vértices. Durante la
segunda iteracion, necesitamos seleccionar un vértice de los n - 2 vértices y recalcular
los indices den-3 vértices, y asi sucesivamente. No obstante, siendo generosos, diga-
mos que durante cada iteracion seleccionamos un vértice de entre (no mas de) n - 1
vértices y recalculamos los indices de (no mas de) n - 1 vértices. Observemos que
mediante un algoritmo similar al algoritmo MAYOR1, podemos seleccionar al menor
de n - 1 nimeros en un tiempo proporcional a n - 1; ademas, para calcular el indice de
un vértice de acuerdo con (5.1) se requiere un tiempo constante que es independiente
del nimero de vértices del grafo. Asi, la complejidad temporal para recalcular los indices
de n - 1 vértices también es proporcional a n - 1. En consecuencia, la complejidad
temporal de los célculos realizados en cada iteracién es proporcional a (z — 1).¥

Como que habré a lo més n -1 iteraciones, concluimos que la complejidad temporal
del algoritmo MASCORTO es proporcional a{# — 1)2. Cuando n es grande, la diferencia
entre ny n - 1 se vuelve insignificante (¢realmente le importaria poseer mil millones
de dolares o mil millones y un dolares?, ¢le importaria que un programa de computadora
tarde 10 000 segundos 0 10 001 segundos en ejecutar un programa?). De hecho, cuando
n es grande, la diferencia entren? y (n — 1)? también se vuelve insignificante. Asi, a
menudo decimos que la complejidad temporal del algoritmo MASCORTO es propor-
cional a n* (analizaremos este resultado con més detalle en la seccion 9.3).

84  COMPLEJIDAD DE LOS PROBLEMAS

Regresemos al problema simple de encontrar el mayor de n nimeros almacenados en los
registrosx,, x,, . . . , x,.En la seccion 8.2, vimos dos algoritmos que tienen una complejidad
temporal proporcionala » — 1. Algo que nos podriamos cuestionar de inmediato es:
¢podemos encontrar otro algoritmo con una complejidad temporal menor? Existen dos
posibilidades. Supongamos que después de un esfuerzo considerable no logramos obtener

T Por supuesto, el lector debe comprender que si la complejidad temporal es proporcional a n - 1, también es
proporcional a 2(n - 1); esto Ultimo es ligeramente redundante.
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un algoritmo de complejidad temporal menor. ;Qué podemos concluir?, ;Somos incompe-
tentes o no existe un algoritmo con complejidad temporal menor? Por otro lado, si descu-
brimos un algoritmo con complejidad temporal menor; podriamos preguntarnos: ¢es posible
hacerlo alin mejor? Entonces, seria deseable determinar la complejidad temporal de un
problema, la cual se define como la complejidad temporal del "mejor" algoritmo posible
para resolver el problema. En otras palabras, debido a la complejidad temporal del problema,
debemos saber que existe un algoritmo que soluciona el problema de tal complejidad tem-
poral, y que no existe un algoritmo con menor complejidad temporal que también solucione
el problema. En la practica, determinar la complejidad temporal de un problema es una tarea
bastante dificil. En muchos casos, tan sélo nos es posible determinar una cota superior y una
cota inferior para la complejidad temporal del problema. Una cota superior significa que un
mejor algoritmo posible para solucionar el problema tendra una complejidad temporal menor
o igual a la cota. Una manera com(n para establecer una cota superior es simplemente disefiar
un algoritmo que solucione el problema. Es claro que la complejidad temporal de cualquier
algoritmo que solucione el problema es una cota superior para la complejidad temporal del
problema. Por otro lado, para determinar una cota inferior debemos establecer que ningln
algoritmo para solucionar el problema tendra una complejidad menor que ésta.” En las
contadas ocasiones en que la cota superior es igual a la cota inferior, hemos determinado la
complejidad del problema. Ademas, si en verdad hemos disefiado un algoritmo para
establecer una cota superior, este algoritmo es el mejor algoritmo posible. Ahora presenta-
remos dos ejemplos.

Ante el problema de determinar al mayor de n nimeros dados, hemos establecido una
cota superior para la complejidad del problema como n - 1 pasos de comparacién, al
demostrar un algoritmo para solucionar el problema que utiliza n - 1 pasos de comparacion.
Ahora deseamos establecer que n - 1 pasos de comparacién también es una cota inferior
para la complejidad del problema. En otras palabras, queremos mostrar que es imposible di-
sefiar un algoritmo para solucionar el problema que use menos de n - 1 pasos de compara-
cién. Supongamos un algoritmo que pretende solucionar nuestro problema usando menos
de n - 1 pasos de comparacion. Construyamos un grafo con n vérticesvy, v, . . ., v, que
corresponden a los n nimeros. Si el algoritmo compara dos nimeros que corresponden a los
dos vérticesv; y v, habré una arista que una a los vérticesv; ¥ v;. En consecuencia, si el
algoritmo usa menos de n - 1 pasos de comparacion, el grafo tendra menos de n - 1 aristas.
De acuerdo con nuestro analisis de la seccién 6.1, el grafo debe ser un grafo no conexo. Esto
significa que existen dos subconjuntos disjuntos de nimeros entre los n nimeros, de manera
que ningun ndmero en un subconjunto es comparado con algin nimero del otro subconjunto.
Si éste es el caso, no importa cuantos nimeros en cada subconjunto sean comparados uno
con otro, el algoritmo no puede determinar cual de los dos nimeros mayores de los
subconjuntos es el mayor. Asi, el algoritmo no puede ser el algoritmo correcto que determine
al mayor de n nimeros.

Acerca de la complejidad del problema de determinar al menor de n nimeros, hagamo-
nos una pregunta trivial: ;es obvio, mediante un argumento similar al anterior, que podemos
concluir que la complejidad del problema también es proporcional a# — 17

T Una vez mas, ;,como demostramos que ningln algoritmo serd mejor?
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Algoritmo
MAYORMENOR

Ahora preguntémonos acerca de la complejidad del problema de determinar tanto el
mayor como el menor de n nimeros dados. En principio, estableceremos una cota superior
para la complejidad del problema mediante el disefio de un algoritmo que solucione el
problema. Consideremos a los n nimeros almacenados en 10s registrosx, xs, . . . , X,
Podemos usar ya sea el algoritmo MAYORL1 o bien el algoritmo MAYOR2 para determinar
al mayor de los n nimeros. Después, usamos un algoritmo "similar" para determinar al
menor de los# — 1 nimeros restantes. Es claro que este algoritmo posee una complejidad
temporal proporcional a

(n-1)+(@n-2)=2n-3

Portante, 2w - 3 es una cota superior para la complejidad del problema. Resulta que existe
un algoritmo maés eficiente para este problema. En otras palabras, existe una cota superior
mas estricta para la complejidad del problema. Por simplicidad en la presentacion, supone-
mos que n es un ndmero par.” Sean X1, Xz, - « + , Xy, lne n ranictrac on Inc Aualac actin
almacenados los n nimeros. Consideremos el siguiente algoritmo.

1 Parai=1,2,...,#n/2, compare los dos nimeros de l0s registrosx; ¥ x; . g2y ¥
cologue al menor en el registro Xj y al mayor en el registro x; . ¢,».

2. Use el algoritmo MAYOR1 para determinar al mayor de los n/2 nimeros en los
FEQiStroS Xz + 1s ¥y 25 - - - » Xp- EStE €5 el mayor de los n niimeros dados.

3. Use unalgoritmo similar a MAYOR1 para determinar al menor de los n/2 nimeros
en los registros x,, Xy, . . . , X,. Este es el menor de los n nimeros dados .

En principio necesitamos convencer al lector de que el algoritmo si determina el mayor
y el menor de los n nimeros dados. Después del paso 1 el mayor de los n ndmeros esta en
uno de 10s registros X,m, ¥+ 15 - - - » %» Y €l menor en uno de los registrosxy, 3, . « « , Xpn
[un ndmero en el registro x;, 1 £ # £ #/2,n0 puede ser el mayor de los n nimeros debido a
gue es menor (al menos) que uno de los n nimeros. De modo similar, un nimero en el registro
x; #/2+1 £ < n, no puede ser el menor de los n nimeros debido a que es mayor (al menos)
que uno de los n nimeros]. Por tanto, el paso 2 si determina al mayor de los n nimeros y el
paso 3 determina al menor.

En cuanto a la complejidad temporal del algoritmo, el paso 1 requiere n/2 pasos de
comparacion; el paso 2 requiere (n/2) -1 pasos de comparacion, y el paso 3 requiere (n/2) - 1
pasos de comparacion. Asi, el nimero total de pasos de comparacion es(3#/2} — 2,lo cual es
una mejora sobre el algoritmo sugerido al inicio.

T Dejamos al lector el caso donde n es impar.
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Concluiremos nuestro analisis (y dejaremos al lector el reto de intentar mejorar ain mas
el resultado del parrafo anterior) mostrando que (3#/2) — 2 es una cota inferior para la
complejidad del problema. Emplearemos lo que se conoce como un argumento del adver-
sario el cual cuenta los pasos de un algoritmo con resultados desfavorables. Mostraremos
que sin importar el disefio del algoritmo, el argumento del adversario forzara al algoritmo a
usar al menos{3#/2) ~ Zpasos de comparacion para determinar tanto al mayor como al
menor de los n ndmeros dados. Supongamos que nos presentan un algoritmo que soluciona
nuestro problema. Seanay, a,, . . ., 4, los n nimeros dados. En un momento cualquiera
durante la ejecucion del algoritmo, denotamos como A al conjunto de nimeros que ain no
han sido comparados con cualquier otro nimero; denotamos como B al conjunto de nimeros
gue se ha confirmado que no son el mayor, y denotamos como C al conjunto de nimeros
gue se ha confirmado que no son el menor. Al inicio de la ejecucion del algoritmo, A =
fa, ay ..., 4,0, B=¢yC=4¢. Alfinal de la ejecucion,| 4 [=0,| B|=n-1y|Cl=n-1.
Observemos que un nimero podria aparecer tanto en B como en C. Por otro lado, es claro
que Ay B son disjuntos, como lo son A y Cha idea del argumento del adversario es que
siempre que el algoritmo compare dos nimeros, el argumento del adversario informara el
resultado del algoritmo. El argumento del adversario selecciona los resultados de tal manera
que el algoritmo no podra determinar al mayor y al menor de los n nimeros hasta que haya
efectuado al menos (3»/2) — 2 pasos de comparacion. En otras palabras, el algoritmo no
podra construir los conjuntos By Ctalque |B{=n-1y|C|=#n-1,hasta que haya realizado
al menos (3#/2) - 2 pasos de comparacién. Desde luego, la respuesta del argumento del
adversario siempre debera ser consistente (esto es, si el argumento del adversario indica al
algoritmo quea; < a;y a; < a, entonces debe responder con «; <ay siempre que el algoritmo
pregunte por el resultado de compararg; ¥ a,. El argumento del adversario utiliza las
siguientes reglas:

1. Siel algoritmo compara dos nimeros a; y a; tales que a, esté en B pero no en C, entonces
a; < a; (Si tanto a; como a;- estan en B pero no en C, el resultado es arbitrario en tanto sea
consistente).

2. Si el algoritmo compara dos nimeros &; y g tales que a; esté en C pero no en B, entonces
a;> a; (Si tanto a; como a; estan en C pero no en B, el resultado es arbitrario en tanto sea
consistente).

3. Para cualquier otra comparacion, el resultado es arbitrario siempre que sea consistente.

Primero observemos que la respuesta del argumento del adversario siempre es consistente.
Si el nimero aj esta en B pero no en C, esto significa que aj nunca ha sido comparado con
un nimero menor que aj. Por tanto, la regla 1 nunca dara una respuesta inconsistente. Si el
nimero aj esta en C pero no en B, esto significa que a, nunca ha sido comparado con un
ndmero mayor que aj. Asi, la regla 2 nunca dara una respuesta inconsistente.

Segundo, notemos que al comparar dos nimeros en A, ambos deben eliminarse de A, el
menor de los dos debe afiadirse a B, y el mayor afiadirse a C. Asi, tanto | B | como | C | seran
incrementados por 1. Cualquier otra comparacion causara bien que \ B | se incremente por 1
o0 bien que \ C | se incremente por 1. En consecuencia, para incrementar | B | desde 0 hasta



ANALISIS DE ALGORITMOS 269

n - 1y para incrementar | C | desde 0 hasta n- 1, lo mejor que cualquier algoritmo puede
hacer es usar n/2 comparaciones para los n nimeros que estaban inicialmente en A y usar
otras2{n — 1) — ncomparaciones, de manera que los tamafios de | B |y | C | lleguenan-1
al final. Asi, el nimero total de comparaciones es al menos

3n

3+ -1 -n =2

Podemos concluir que (3n/2) - 2 es una cota inferior para la complejidad temporal del
problema de encontrar al mayor y al menor de entre n nimeros.

85  PROBLEMAS TRATABLES Y NO TRATABLES

Una vez que hemos comprendido la nocién de la complejidad temporal de los problemas,
podemos adquirir un sentido intuitivo sobre la nocidn de la dificultad o facilidad computa-
cional de los problemas. Cuando empezamos a usar las computadoras digitales, de inmediato
aprendimos que una computadora puede llevar a cabo operaciones aritméticas y logicas a
una velocidad muy rapida, a saber, millones o mas, operaciones por segundo. Debido a que
casi todos los problemas que encontramos en computacion digital son finitos por naturaleza,
parece ser que no hay razén para no poder solucionar cualquier problema. Entonces, no existe
problema que no pueda ser resuelto en su totalidad. Regresemos al problema del agente
viajero analizado en la seccién 5.8. Si en total hay (n - 1)! posibles itinerarios (;por qué?),
el siguiente algoritmo seguramente solucionara el problema: calcule el costo de cada uno de
los (n - 1)! itinerarios y escoja el que tiene menor costo.

Asi, si nuestro problema tiene cinco ciudades, simplemente podemos examinar todos los
41 = 24 itinerarios; si tiene 10 ciudades, podemos examinar todos los 9! = 362 880
itinerarios, y si tiene 70 ciudades, podemos examinar todos los 69! itinerarios. La Unica falla
en esta solucidn es que n! se vuelve muy grande inclusive para n moderadamente grande.
Tomemos como ejemplo el problema con 70 ciudades, y supongamos que nuestra compu-
tadora puede examinar 10" itinerarios por segundo. Dado que

691 =1.71122 x 10°8

le tomara a la computadora 1.71122 x 10% segundos, cerca de 5.42626 x 107 siglos para
examinar todos los itinerarios, jy hasta entonces seleccionaremos el de menor costo!

Examinemos otro problema. Supongamos n enteros &y, a,. . . - , &,y una constante K.
Queremos encontrar un subconjunto de enteros &;;, . - - . tales que su suma sea menor o
igual y tan cercana como sea posible a K. Por ejemplo, dados los 11 enteros

4,7,8,10,12,17,25,29,31,36

y K =63, exhortamos al lector a seleccionar algunos de estos enteros de manera que su suma
sea menor o igual a 63 y tan cercana como sea posible a 63. Este problema, conocido como
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Tabla8.1
| 2 5 10 50 60 100

n 2 5 ] 50 60 102
n’ ‘ 4 25 102 2.5 % 109 3.6x 107 10t
e | 8 125 107 1.25 = 10% 2.16 % 10° 100
n 32 3125 109 312 108 7.78 x 108 1010
P 4 32 g 113 % 101 1.15 % 1088 1.27 x 1074
" 9 243 5.9 % 10° 7.18 x 103 424 % 10%8 515 x 10V
o 2 120 3.63 x 108 3.04 % 105 .32 x 108! 9.33 % 10177

el problema de la mochila, proviene de la siguiente situacidn: tenemos una mochila de
excursionista de tamafio K y n objetos de tamafio «y, a, . . . , a,. Queremos guardar algunos
objetos dentro de la mochila de manera que ocupen el minimo espacio posible. Existe un
algoritmo para solucionar el problema: para cada subconjunto de{a,, a,, . . ., a,},, calcule
la diferencia entre la suma de los elementos en el subconjunto y K. Es obvio que el
subconjunto que dé lugar a la menor diferencia no negativa es la solucién. Dado que el
conjunto{ay, ay, .. ., a,} tiene 2" subconjuntos, examinar todos los subconjuntos nos permite
seleccionar al subconjunto que proporcione la menor diferencia no negativa. De esto se
cumple que la complejidad temporal de tal algoritmo es proporcional a2". Para # = 100, 2"
= 1.26765 x 10 Incluso si suponemos que nuestra computadora puede examinar 10*°
subconjuntos por segundo, le tomara 4.01969 x 10* afios en completar el calculo.

Observemos que#, #2, #*y, paraun X fijo, #*, crecen lentamente conforme se incrementa
n, en tanto que !, 2" y 3 crecen con rapidez al incrementar n, como se muestra en la tabla
8.1 (en la seccion 9.3 analizaremos con detalle la razén de crecimiento de funciones). Asi,
un algoritmo con una complejidad temporal que no crece mas rapido que #*es eficiente, en
tanto que un algoritmo con una complejidad temporal que crece mas rapido que r*es
ineficiente. Asi, los dos algoritmos presentados son ejemplos de algoritmos ineficientes.
Por otro lado, los algoritmos presentados en la seccion 8.2 para determinar al mayor de n
nameros y el algoritmo del paseo mas corto presentado en la seccion 8.3 son ejemplos de
algoritmos eficientes.

De esto se obtiene que un problema se considera tratable (computacionalmente sencillo)
si puede ser resuelto mediante un algoritmo eficiente y no tratable (computacionalmente
dificil) si no existe un algoritmo eficiente para solucionarlo. Para mostrar que un problema
es tratable, sélo necesitamos demostrar un algoritmo eficiente para solucionar el problema.
Asi, ya hemos demostrado que los problemas de determinar al mayor de n ndmeros, ordenar
n nimeros y encontrar el paseo mas corto entre dos vértices dados en un grafo, son problemas

T n es el tamafio de la muestra del problema que debe ser resuelto. Por ejemplo, en el caso de hallar al nimero mas
grande de entre un conjunto determinado de nimeros, n es la cantidad de nimeros que hay en el conjunto. Para
el caso del ordenamiento, n es la cantidad de nimeros que seran ordenados. En el caso de hallar el paseo mas
corto en un grafo, n es el nimero de vértices en el grafo.
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tratables. Para sefialar que un problema es no tratable, debemos mostrar que no existe un
algoritmo eficiente para solucionarlo (en otras palabras, debemos mostrar una cota inferior
para la complejidad del problema que crezca maés rapido que #*}.En efecto, se ha
demostrado que existen problemas que son no tratables, pero un analisis detallado de este
topico se encuentra fuera del alcance de este libro. Sin embargo, nuestro analisis nos
conduce hacia uno de los mas importantes problemas no-resueltos en la teoria de la ciencia
de la computacién. Existe una clase de problemas, que incluyen el problema del agente
viajero y el problema de la mochila, para los cuales, hasta el momento no se conoce algln
algoritmo eficiente. Por otro lado, no se ha demostrado que no puedan existir algoritmos
eficientes para su solucién. En otras palabras, no podemos confirmar si esta clase de
problemas es tratable o no. Lo que hace a esta clase de problemas muy importante es que se
ha demostrado que son todos tratables o todos no tratables. Esto es, si podemos encontrar
un algoritmo eficiente para solucionar cualquier problema de esa clase, deberiamos
entonces tener algoritmos eficientes para solucionar todos los problemas de esa clase. O
si podemos demostrar que cualquier problema de esa clase es no tratable, demostramos
gue todos los problemas de esa clase son no tratables. Esta clase de problemas es conocida
como la clase de problemas NP completos [NP es la abreviatura de nondeterministic
polynomial (o polinomios no deterministicos). En la seccion 8.6 encontrard algunas
referencias].

86  NOTASY REFERENCIAS

Los libros de Knuth [8, 9, 10] presentan varios aspectos del analisis de algoritmos. Véase
también Aho, Hopcroft y Ullman [1, 2], Baase [3], Horowitz y Sahni [6], Hu [7], Reingold,
Nievergelt y Deo [11], y Sedgewick [12]. La nocidn de problemas tratable y no tratable es
uno de los conceptos mas importantes en la teoria de las ciencias de la computacién. La
nocién de NP completos fue introducida por S. A. Cook [4]. La referencia mas completa del
tema es la obra de Garey y Johnson [5]. Consulte también las referencias generales citadas
arriba.
1 Aho, A. V., .1. E. Hopcroft y .1. D. Ullman: The Design and Analysis of Computer
Algorithms,
Addison-Wesley Publishing Company, Reading, Mass., 1974.
2. Aho, A. V., J. E. Hopcrofi y J. D. Ullman: Data Structures and Algorithms, Addison-Wesley
Publishing Company, Reading, Mass., 1983.
3. Baase, S.: Computer Algorithms: Introduction to Design and Analysis, Addison-Wesley Publi
shing Company, Reading, Mass., 1977.
4. Cook, S. A.: "The Complexity of Theorem-proving Procedures", Proceedings of the Third
Annual ACMSymposium on the Theory of Computing, 151-158, (1971).
5. Garey, M. R. y D. S. Johnson: Computers and Intractability: A Guide to the Theory ofNP-
Completeness, Freeman, Nueva York, 1979.
6. Horowitz, E. y S. Sahni: Fundamentals of Computer Algorithms, Computer Science Press,
Potomac, Md., 1978.
7. Hu, T. C: Combinatorial Algorithms, Addison-Wesley Publishing Company, Reading, Mass.,
1982.
8. Knuth, D. E.: The Art of Computer Programming, Vol. I, Fundamental Algorithms, 2d ed.,
Addison-Wesley Publishing Company, Reading, Mass., 1973.
9. Knuth, D. E.: The Art of Computer Programming, Vol. 2, Seminumerical Algorithms, Addison-
Wesley Publishing Company, Reading, Mass., 1968.
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10. Knuth, D. E.: The Art of Computer Programming, Vol. 3, Sorting and Searching, Addison-Wesley
Publishing Company, Reading, Mass., 1973.

11. Reingold, E. M., J. Nievergelt y N. Deo: Combinatorial Algorithms: Theory and Practice,
Prentice-Hall, Englewood Cliffs, N.J., 1977.

12. Sedgewick, R.: Algorithms, Addison-Wesley Publishing Company, Reading, Mass., 1983.

8.1 a) Disefie un algoritmo que determine si n bolas de color situadas en n cajas son del mismo
color. La operacion basica es comparar dos bolas en cualquiera de dos cajas y encontrar si son
del mismo color. Determine la complejidad del algoritmo en términos del nimero de
operaciones basicas usadas. También determine la complejidad del problema.

b) Disefie un algoritmo que determine si n bolas son de uno o de dos colores. ;Cuél es la
complejidad del algoritmo?

8.2 Dada una sucesion de n nimeros 0y 1, se desea organizados de manera que los nimeros 0 queden
agrupados a la izquierda y los nimeros 1 a la derecha. La operacién basica es comparar dos digitos
adyacentes e intercambiar sus posiciones, si se quiere. Disefie un algoritmo y determine su
complejidad.

8.3 Disefie un algoritmo que seleccione el nimero mas grande y el segundo mas grande de n ndimeros.
La operacién basica es comparar dos nimeros y determinar el mas grande y el mas pequefio de
los dos. ¢Cual es la complejidad del algoritmo?

8.4 Dado un arbol m-ario completo de altura h con un peso asignado a cada arista (por ejemplo, el

arbol ternario de la figura 8P.1), disefie un algoritmo que encuentre un paseo de peso minimo de
la raiz del &rbol a cualquiera de sus hojas. ¢Cual es la complejidad del algoritmo?

Figura 8P.1

85 Cual es la complejidad del algoritmo del vecino mas cercano para el problema del agente viajero
de la seccién 5.8?

8.6 Examinemos el problema de ordenacion de n nimeros,x,, x3. . . ., X, Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que los n nimeros son distintos. Considere una clase de algoritmos de
ordenamiento en los que la operacion bésica sea comparar dos nimeros y acomodarlos de acuerdo
con el resultado de la comparacién. Esto es, podemos comparar cualquier par de
NUmMerosx; ¥ X;.

Si.x, > x; entonces un curso de accion seré seguido. Sin embargo,si x; < x;, « entonces otro curso
de accién sera seguido. Cualquier algoritmo puede ser convenientemente representado por un
arbol binario, donde cada nodo interno corresponde a una operacion de comparacion y cada hoja
corresponde a una salida final con el orden de los n nimeros determinado por completo.
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¥y > X3 Xy X2 X320 Figura 8P.2

a)

b)
©)

La figura 8P.2 muestra parte de un arbol binario que describe un algoritmo para ordenar tres
ntmeros. Complete la descripcion del algoritmo. ¢ Cudl es la complejidad del algoritmo, en
términos del nimero de comparaciones hechas?

Disefie un algoritmo para ordenar cuatro nimeros y determine su complejidad.

Determine una cota inferior de complejidad de cualquier algoritmo que ordene n nimeros en
esta clase.

8.7 De entre n monedas, a lo mas una de ellas es defectuosa (una moneda defectuosa puede ser mas
pesada o mas ligera que una moneda en buen estado). También hay una fuente de monedas que
se sabe que son buenas. Se nos da una balanza que nos permite comparar los pesos totales de las
monedas colocadas en los dos lados de la balanza. Queremos disefiar algoritmos que determinen
si es que todas las monedas estan en buen estado, y si no, queremos identificar la moneda
defectuosa y determinar si ésta es mas pesada o0 mas ligera que una en buen estado. En particular,
investigaremos una clase de algoritmos que nos permitan tres maneras de proceder después de
haber usado la balanza. Esto es, seguin sea el peso total de las monedas en el plato izquierdo de
la balanza, mayor, igual o menor que el peso total de las monedas en el plato derecho, diferentes
cursos de accion seran seguidos. La complejidad de tales algoritmos se medira mediante el nimero
de veces que la balanza sea usada.

a)

b)

<)
d)

Para n = 1, muestre un algoritmo que solucione el problema cuando la balanza se usa una
vez, y concluya (trivialmente) que, en esta clase de algoritmos, la complejidad del problema
en realidad es usar la balanza una vez.
Para n = 4, muestre un algoritmo que solucione el problema cuando la balanza se usa dos
veces. Una manera conveniente para describir el algoritmo podria ser un arbol ternario en el
cual cada uno de los nodos internos represente el uso por una vez de la balanza. Determine
una cota inferior para la complejidad de todos los algoritmos en esta clase.
Demuestre que la cota inferior en la complejidad de todos los algoritmos en esta clase es usar
la balanza k veces, donde k es el entero més pequefio tal que » = (3% - 1)/2.
¢Puede encontrarse un algoritmo no bifurcable para n = 4 que también use la balanza s6lo
dos veces, es decir, un algoritmo en el cual las mismas comparaciones de pesos sean hechas
para el segundo uso de la balanza sin tomar en cuenta el resultado del primer uso? ¢Puede
encontrarse un algoritmo no bifurcable para n = 13 que use la balanza tres veces?, ;paran =
(3f— 1)¥2 que use la balanza k veces?

Sugerencia: esta parte es no trivial.
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8.8

8.9

Dados los valores deay, 4, @3, . . . , 4, ¥ X, queremos evaluar el polinomio
pr)=ax" +a, )" '+ +axta
En forma més directa, podemos calcular el valor de cada término « y sumarlos. Ya que el
productoax’ =a; - x - x . . . - x puede calcularse en i operaciones de multiplicacién, necesitamos
un total de n(n - \)/2 operaciones de multiplicacion y n de suma. ;Puede hacer algo mejor?
Considere el siguiente algoritmo que obtiene la suma dex,, X,, . . ., Xg;
suma = x,
de i=2hasta 8

suma ;= suma + x,
La ejecucion de este algoritmo requiere de siete unidades de tiempo, si suponemos que éste toma
una unidad de tiempo para sumar dos nimeros. Ahora, supongamos que tenemos un gran nimero
de procesadores que pueden usarse para realizar la suma en paralelo. Podemos emplear el siguiente
algoritmo, donde todas las operaciones de suma con la orden "hagase en paralelo"”, se realizaran en
forma simultanea en distintos procesadores. En consecuencia, la ejecucion de este algoritmo
requiere tres unidades de tiempo.

1. Hagase en paralelo

Xp =X+

X3:=x3F Xy

X5 = x5t x5

X7 =x7txg
2. Hagase en paralelo

X=X tx;

X5 7= X5 + X7

3. suma\=xj + Xs

Supongamos un modelo de célculo en paralelo con un ndmero infinito de procesadores que operan

simultaneamente. En una unidad de tiempo, un procesador puede accesar un nimero fijo de

registros, llevar a cabo una operacion aritmética, légica o de comparacion, y almacenar los

resultados en un nimero fijo de registros.

a) Mediante un modelo de calculo en paralelo, disefie un algoritmo similar al presentado para
encontrar la suma de 2* nimeros. ;Cual es la complejidad del algoritmo?

b) Disefie el algoritmo en paralelo que determine el maximo de 2 niimeros. ¢ Cuél es la com
plejidad del algoritmo?

c) Disefie un algoritmo en paralelo que determine el nimero de nimeros positivos de entre 2*
numeros. ¢ Cudl es la complejidad del algoritmo?

8.10 Unapila es un arreglo de nimeros en los nodos de un arbol binario tal que las siguientes condiciones

se satisfacen:
Todas las hojas estan en el mas bajo o en el penultimo nivel.

Todas las hojas del nivel mas bajo estan en las posiciones mas cercanas a la izquierda del arbol.
El nimero en cualquier nodo interno es mas grande que los nimeros en sus dos hijos.

Por ejemplo, el arbol binario de la figura 8P.3a es una pila, mientras que el de la figura 8P.36 no lo

es.

a) Dado un arbol binario con n nimeros tales que las dos primeras condiciones de arriba se
satisfacen, disefie un algoritmo que convierta al arbol en una pila. ;Cual es la complejidad
del algoritmo?

b) Suponga que nos han dado una pila con n nimeros. Si reemplazamos el nimero de la raiz
con el nimero de la hoja de més a la derecha en el nivel mas abajo, ya no tendremos una pila
(por ejemplo, la figura 8P.3c se obtiene a partir de la figura 8P.3a de esta manera). Disefie un
algoritmo para rearreglar un arbol en una pila. ; Cuél es la complejidad del algoritmo?
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Figura 8P.3

c) Dada una pila de n nimeros, ¢qué puede decir acerca del nimero de la raiz? Los algoritmos
disefiados en los incisos a) y b) pueden combinarse para obtener un algoritmo de ordenamiento,
¢de qué manera? ;Cuél es la complejidad del algoritmo de ordenamiento?
8.11 Estudiamos el problema de calcularx” para x y #; supongamos que todos los resultados
intermedios del calculo estan disponibles para nosotros.

a) Dado x, ;se puede calcular x'®en cuatro multiplicaciones?

b) Dado X, con cuantas multiplicaciones se puede calcularx'® y x%?

c) Para un enterow, sea &; b _ - -+ b1by la representacion binaria del nimero. Para cada b;
reemplazamos &, por SX si b; = 1, y reemplazamos bj por,s si & = 0. Por ejemplo, dado que
la representacion binaria para el nimero 29 es 11101, obtenemos la secuencia SXSXSXSSX.
Al eliminar el primer SX, obtenemos la secuencia SXSXSSX. Si sustituimos cada S por un
cuadrado, y cada X por multiplicar por x, obtenemos una secuencia de pasos {cuadrado,
multiplicar por x, cuadrado, multiplicar por x, cuadrado, cuadrado, multiplicar por x}, don-
de cuadrado significa calcular el cuadrado del resultado actual, y multiplicar por x significa
multiplicar el resultado actual por x. Demuestre que si se inicia con x como el resultado actual,
para n = 29, esta secuencia de pasos efectivamente calcularé x*°.

d) Muestre cémo se puede calcular x*° con el algoritmo presentado en el inciso c).

e) Demuestre que el algoritmo presentado en el inciso c) es en efecto correcto.

f) Dado un entero n, una cadena de adicion para n es una sucesion de enteros

Ay Ay dy + - dy
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9)

tal que ay=1,a,=ny = a;+a;para k<j< 1. Por gjemplo,

12357142829

e

12367142829

ambas son cadenas de adicion para 2. ;Cudl es la relacion entre las cadenas de adicion
y la evaluacion de las potencias de x?

Determine las cadenas de adicién para 19, 33, 46, 79 y 87. ¢En cuantas multiplicaciones
pueden evaluarse: ¥', x%, 198, x7, x¥77



CAPITULO

NUEVE

Funciones numericas discretas y funciones generatrices

9.1 INTRODUCCION

Recordemos que una funcién es una relacién binaria que asigna a cada elemento en el
dominio un valor Gnico, el cual es un elemento del rango. En éste y el siguiente capitulo,
estudiaremos una clase de funciones cuyo dominio es el conjunto de los nimeros naturales
y cuyo rango es el conjunto de los nimeros reales. Nos referiremos a estas funciones como
las funciones numéricas discretas o funciones numéricas. Las funciones numéricas son de
particular interés para nosotros debido a que las encontraremos con frecuencia en la com-
putacion digital.
Para denotar las funciones numéricas usaremos letras mindsculas en negritas. Para una
funcion numérica a usamos gy, 4y, @5, - . -, 45 . . . para denotar los valores de la funcién en
0,12 ...,r..1

En principio, podemos especificar una funcion numérica al listar exhaustivamente sus
valores (ag. @y, 4, . . .), pero en la practica necesitamos usar una representacion que no sea
infinita. Asi,

a=T7+1 rz0

b= 2r 0srsll

U K Ly rz1l

c -4 r=3,5,7

r 0 en otro caso
[2+r 0<rss

d.=42 —p r>5 resimpar
lJ’r ¥>5 respar

+ Esto es una notacion mas simple que la que se dio en la seccion 4.8, donde usamos a(0), a(l), a(2),...

alr), ... .
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Ejemplo 9.1

—————

Ejemplo 9-2

son ejemplos de especificaciones concisas para funciones numéricas. Cuando exista una
expresion simple para el valor de una funcién numérica para cada valor de r tal como las a,
anteriores, también usaremos la notacion

a=7r -

Consideremos los siguientes ejemplos:

Suponga que depositamos $100 en una cuenta de ahorros a una tasa de interés del 7 por
ciento anual. Al final del primer afio, la cantidad total en la cuenta es $107; al final del
segundo afio, la cantidad total es $114.49; al final del tercer afio, la cantidad total es
$122.50, etcétera. La cantidad en la cuenta al final de cada afio puede ser descrita
mediante una funcién numérica a, la cual puede especificarse como (100, 107, 114.49,
122.50,...) o como

a,= 100(1.077  rz

(1A%
=

o también
a=100(1.07)

Sea a, la altitud de una aeronave a miles de pies en el r-ésimo minuto. Supongamos que
la aeronave despega después de estar 10 minutos sobre tierra, asciende a una velocidad
uniforme hasta una altitud de crucero de 30 000 pies en 10 minutos, comienza a descen-
der uniformemente después de 110 minutos de tiempo de vuelo, y aterriza 10 minutos
después. Luego tenemos que

0 0=r=10
3(r—10) 1M2r=20
a, = <30 212r=120
}3(130—}’) 121272130
0 rz 131 "

9-2 MANIPULACION DE FUNCIONES NUMERICAS

La suma de dos funciones numéricas es una funcién numérica cuyo valor en r es igual a la
suma de los valores de las dos funciones numéricas en r. El producto de dos funciones
numeéricas es una funcion numérica cuyo valor en r es igual al producto de los valores de
las dos funciones numéricas en r. Por ejemplo, consideremos las funciones a y b donde
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Si ¢ es la suma de las dos funciones a y b, la cual denotaremos por a + b, entonces

32"

0zr=li
c,:a,.+b,.= 4 r=2
27+r+7 rz3

Sea d el producto de las funciones a y b, que denotaremos por ab, entonces

0 0=r=2
Fe2T 4271 154 10 rz3

d,:ﬂ,br:{

Por ejemplo, si a denota el ingreso mensual del marido y b el ingreso mensual de su
esposa, entonces a + b serd su ingreso mensual conjunto. Si a denota el balance de una cuenta
de ahorros en cada mes y b la tasa de interés mensual, la cual fluctia mensualmente, entonces
ab sera el interés ganado en cada mes.

Sea a una funcion numérica y a un ndmero real. Con oca denotamos la funcion numérica
cuyo valor en r es igual a a veces a; A la funcidon numérica a a la llamamos version escalada
de a con factor de escala a. Por ejemplo, sea a una funcion numérica con valor en r de
(1.07)", entonces 100a es una funcién numérica cuyo valor en r es 100(1.07)". Es obvio, si
a describe la cantidad total de una cuenta de ahorros a través de los afios, a partir de un
deposito inicial de $ 1, entonces 100a describe la cantidad total en la cuenta para un depdsito
inicial de $100.

Para denotar una funcion numérica usamos |a| cuyo valor en r es igual a a;, si a, es
no-negativo, y es igual a—a, si a, s negativo. Por ejemplo, sea

—(-1y[2 >
a,=(-1) LJJ r=0

si b es |a], entonces

b=2  r20
F

Por ejemplo, a es una funcién numérica donde a, es la diferencia entre el voltaje de salida
de una fuente de poder eléctrica, después de r horas de operacion, y un voltaje nominal de
referencia. Asi, un a, positivo significa que el voltaje después de r horas de operacion esta por
arriba del voltaje de referencia, en tanto que un a, negativo significa que el voltaje después
de r horas de operacion esta por debajo del voltaje de referencia. Asi, |a| nos da la desviacion
del voltaje de salida respecto al voltaje de referencia. .

Sea a una funcién numérica e i un entero positivo. Usamos S'a para denotar una funcién
numérica tal que su valor enresOparar=0,1,2,...,i~1yesa, ;pararzi. Porejemplo,

1 0srgi0
712 rz11
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Si b es S%a, entonces

Como otro ejemplo, si a describe la altitud de una aeronave como se sefialé en un ejemplo
anterior, entonces S'7a describe la altitud cuando el despegue se retrasé 17 minutos.

Sea a una funcién numérica e i un entero positivo. Usamos S-ia para denotar una
funcién numérica tal que su valor en * es g, ; para » Z 0. Por ejemplo, sea

Sibes §7a,
entonces

Como otro ejemplo, sea a una funcion numérica donde a, es el nimero de aspirantes cuya
altura es r pulgadas por arriba de la altura minima requerida para enrolarse en el ejército. Se
tiene que la funcion numérica S2a describe al nimero de aspirantes de los grupos de
estaturas si se han agregado dos pulgadas a la altura minima requerida.

La suma acumulada de una funcion numérica a es una funcién numérica cuyo valor en
res igual a E[_ o a. Por ejemplo, si a describe los ingresos mensuales de una empleada,
y si b es la suma acumulada de a, entonces b da sus ingresos acumulados por mes. Otro

a,=100(1.07y  rz0

Si b es la suma acumulada de a, entonces

b= a = 9, 100(1.07) = %U-qmm)f—‘ -1 r20
=10 i=0

ejemplo

Si depositamos $100 cada afio en una cuenta de ahorros con una tasa anual de interés
compuesto del 7 por ciento, entonces by es la cantidad total que tenemos en la cuenta después
de r afios.

La diferencia hacia adelante de una funcién numérica a es una funcién numérica,
denotada por Aa, cuyo valor en r es igual 4, | — a,.La diferencia hacia atras de una funcion
numeérica a es una funcién numeérica, denotada por Va, cuyo valor es igual agzgen 0 y es
igual aa,—a,_,enrz 1.Asi, si a describe el ingreso total de una compafiia en cada mes,
Aa describira el incremento de ingreso del r-ésimo mes hasta el (» + 1)}-ésimo mes, y Va
describira el incremento de ingreso del r-ésimo mes respecto del (r - 1)-ésimo mes. Por
ejemplo, sea a una funcién numérica que

_{0 0<r<2
“T2res or23

|
L
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[Ejemplo9-3]

iEjempIo 9-4|

Si b denota la diferencia hacia adelante de a ,Aa; entonces

0 0srsl
brz EET] r:2
~2—(r+1) Fz3

Si ¢ denota la diferencia hacia atras de a, ¥Va ; entonces

<

O=sr=l
=4y r=2
rz3

(LA |

Observemos que S-1(Va) = Aa.
Sean a y b dos funciones numéricas. La convolucion de a'y b, denotada por a * b, es una
funcion numérica ¢ que

r
Cr=agb, + ﬂlb,_l +a2br—2 Foe +a"b,-_,'+ v +a,._1b1 +a,bu=2a,-b,._,-
i=0

Por ejemplo, sean a y b dos funciones numéricas tales que

a,=3" rz0
y
b,=2r rz0
Entonces, parac=a*b
.
=, 3027 rz0
i=0

Consideremos el problema de determinar c, el nimero de sucesiones de longitud r que
se construyen con las letras{x, y, z, &, B}, con la primera porcion de cada sucesion
formada con letras del castellano y la segunda porcidn con letras griegas. Puesto que

a,=3"
es el nmero de sucesiones de longitud r formadas con las letras  {x, y, z} y
b=2r

es el niamero de sucesiones de longitud r formadas con las letras {a, B},

r
c,.=z 3ir-i
i=0

es la respuesta a nuestra pregunta.
o

De nuevo consideremos el ejemplo de la cuenta de ahorros que recibe intereses
compuestos a una tasa del 7 por ciento anual. Supongamos que al inicio depositamos
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Ejemplo 9.5

$100 en la cuenta, $110 al final del primer afio, $120 al final del segundo afio, $100(1
+ 0.1r) al final del r-ésimo afio, y asi sucesivamente. Queremos saber la cantidad que
hay en la cuenta al final del r-ésimo afio. Si la funcion numérica a describe el depdsito
anual, esto es,

a,=100(1 +0.17) rz0
Si b es una funcién numérica tal que
b,=(1.07y rz0

Observamos que b, es la cantidad en la cuenta de ahorros al final del r-ésimo afio si se
deposita $1 en la cuenta al inicio (o al final del 0-ésimo afio). Asi, si a; dolares se
depositaron en la cuenta de ahorros al final del i-ésimo afio, éstos se convertiran en
ab,_; dolares en r - i afios después (o al final del r-ésimo afio). Se tiene que

r

i=0

es la cantidad total en la cuenta de ahorros al final del r-ésimo afio.
-

Consideremos la operacion financiera de una compafiia. Por cada $100 000 en 6rdenes
que recibe, la compafiia debe tomar prestados $70 000 como capital activo para mate-
riales, maquinaria, salarios, etcétera. En especifico, la compafiia necesitara $30 000 de
inmediato, $20 000 en el siguiente mes y $5 000 en cada uno de los cuatro meses si-
guientes. Asi, las necesidades de nuevo capital activo, en miles de ddlares, pueden ser
descritas mediante una funcién numérica a tal que

30 r=0

- 20 j":l
TV 2<rss

0 rz6

Por cada $ 1000 que la compafiia toma prestados, debe liquidar un total de $ 1100 en 11
pagos de $100 para cada uno de los 11 meses a partir del mes siguiente a aquel en que
se tomo el préstamo. Sea b una funcién numérica que describe el calendario de pagos,
en miles de dolares. Tenemos que

(0 r
br:TO.] ¥
r

I

0

0
1,2,...,11
L 1

o

Supongamos que la compafiia tiene en érdenes un total de $200 000 en cada uno de los
10 primeros meses y en los meses siguientes un total en 6rdenes de $300 000. Queremos
saber el total de pago en el r-ésimo mes. Sea ¢ una funcién numérica tal que

_j2 0=r=9
r7Y3  rz10
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representa las 6rdenes recibidas en el r-ésimo mes, en cientos de miles de délares. Ob-
servemos que a * b dard el pago mensual correspondiente a una sola orden por $ 100 000
al inicio. Exhortamos al lector a verificar quea*b=(0, 3,5,55,6,6.5,7,7, 7,7, 7,
7,4,2,1.5,1, .5,0,0,...). En consecuencia, ¢ * (a * b) dara el calendario de pagos de
todas las deudas en miles de dolares.* Exhortamos al lector a verificar que ¢ * (a * b)
=(0, 6, 16, 21,...\

Lr

93  COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LAS FUNCIONES NUMERICAS

Sea a una funcion numérica que describe el valor en el mercado de una propiedad de tierra
de cultivo que hemos adquirido. En particular, sea a, el valor de la propiedad después de r
afios. Si compramos la propiedad como una inversién a largo plazo, deberiamos estar mas
interesados en como se incrementa o decrece a, para un r muy grande. Sea b una funcién
numeérica en la cual b, es el tiempo que le toma a una computadora procesar la némina de r
empleados. Para asegurar la eficiencia de la operacién de procesamiento de datos, estamos
mas interesados en saber la cantidad de tiempo que toma procesar las néminas con un ndmero
grande de empleados, porque si se tiene un nimero pequefio de empleados, el tiempo de
procesamiento total no seré prohibitivo bajo ninguna circunstancia y, en consecuencia, no
es un problema serio. Sea ¢ una funcién numérica en la cual c, es el tiempo que le toma a
cierto algoritmo de ordenamiento ordenar r nimeros. Estamos interesados en cémo se
incrementa ¢, cuando queremos usar el algoritmo para ordenar decenas de miles de nombres
durante la preparacion de un directorio telefénico. Por comportamiento asintético de una
funcién numérica, entendemos el modo en que varia el valor de la funcién para r muy grande.
Por ejemplo, para

a=35 rzo
el valor de la funcion numérica permanece constante conforme se incrementa r. Para
h,=52 rzi

el valor de la funcion se incrementa conforme se incrementa r, y es proporcional a r?, en
tanto que para
e, =5logr rz0

el valor de la funcién se incrementa conforme se incrementa r, y es proporcional a log r. Por
Gltimo, para
3
.= ';" r é 0

el valor de la funcién decrece conforme se incrementa r, es proporcional a 1/r, y se aproxima
a0 como un limite.

T Exhortamos al lector a verificar que si expresamos a, y b, en miles de ddlares y c, en cientos de miles de ddlares
obtendremos el calendario de pagos en miles de ddlares.
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En muchas ocasiones estamos interesados en comparar el comportamiento asintético
de dos funciones numéricas. Para esto, introducimos la nocidn de dominio asintético. En las
funciones numéricas a y b, decimos que a domina asintdticamente a b o b es asintdticamente
dominada por a, si existen las constantes positivas k y m, tales que’

|&] & ma, pararzk

Por ejemplo, sean a y b dos funciones numéricas que

a=r+1 rz0
b,=l+7 rz0
¥

Entonces a domina asintéticamente a b porque, parak=7ym=1,
|blsa, pararz’

Por otro lado, b no domina asintdticamente a a, ya que para cualquier eleccion de ky m,
existe un ro tal que #g 2 kY |a,gf > mb,q. Para otro ejemplo, sean a y b dos funciones numéricas
tales que

1
= — 2 _
a, IOOr 1000

b= -1 000 000 0zr=z10
" ]-100 000~ r> 10

Debidoaquepara  f =106+ 1y m= 10,

|6,] = 10a, pararz 10®+ 1

podemos concluir que a domina asintéticamente a b.

Si a domina asintdticamente a b, podemos intuir que a crece mas rapido que b. Asi,
para una r suficientemente grande, el valor absoluto de b, no excede una proporcion fija de
a,. Por ejemplo, supongamos un deposito de 1 délar en dos cuentas bancarias separadas.
Después de r afios, nuestro deposito total en la cuenta A esta dado por 1 + 0.2r dolares, y
nuestro deposito total en la cuenta B es de(1 + 0.03)* délares.¢ Si

a,=1+02r rz0
b=(1+003) rz20
Observamos que b domina asintéticamente a a puesto que, parak =9y m=1,

11 +0.27 5 (1 +0.03)% pararz9
Esto es, la razon de crecimiento de nuestro dinero en la cuenta B es mayor que la de la cuenta

A. Aungue durante algunos de los primeros afios el total en la cuenta B es menor que el de
la cuenta A, el total en la cuenta B supera al de la cuenta A a largo plazo.

t Algunos autores utilizan la condicién; [, £ mla/ para » Z & en lugar de la que hemos dado aqui. No obstante,
como verd el lector mas adelante, es muy significativo el insistir en que a, sea positivo.

} Esto es, la cuenta .4 paga el 20 por ciento anual de interés simple (una practica bancada en cierta forma antigua),
y la cuenta B paga el 12 por ciento anual de interés compuesto cada cuatro meses.
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Dejamos las demostraciones de las siguientes proposiciones al lector:

1. Para cualquier funcion numérica a, [a| domina asintoticamente a a.

2. Si b es dominada asintéticamente por a, entonces para toda constante a, ab también es
dominada asintéticamente por a.

3. Si b es dominada asintéticamente por a, entonces para todo entero i, S‘bes dominada
asintéticamente porS‘a.

4. Sitanto b como c son dominadas asintéticamente por a, entonces las constantes
arbitrarias &y B, ob + Be también es dominada asintGticamente por a.

5. Si ¢ es dominada asintéticamente por b, y b es dominada asintéticamente por a, entonces
c es dominada asint6ticamente por a.

6. Es posible que a sea dominada asintéticamente por b, y que b sea dominada asintdtica-
mente por a. Por ejemplo, si

a.=rt+r+| rz0

b,=0.05¢2 -3 -9 ,z0

7. Es posible que a no domine asintéticamente a b, y que b tampoco domine asintotica-
mente a a. Por ejemplo, si

o= 1 ¥ es par
Y10 r es impar

p=]0  respar
" r es impar

8. Es posible que tanto a como b dominen asintéticamente a ¢, en tanto que a no domina
asintéticamente a b, y b tampoco domina asintéticamente a a. Por ejemplo, si

o = I r=3i03i+1
0 r=3i+2

b= 1 r=3i03i+2
" 10 r=3i+1

N r=3i
Cp =
10 en otro caso

Para una funcién numérica discreta dada a, denotaremos por G{a)al conjunto de todas
las funciones numéricas que son dominadas asint6ticamente por a.O(a}se lee como "orden
a" o como "o-grande de a". Asi, si b es dominada asintéticamente por a, entonces b esta
en el conjunto (a).En lugar de decir que b esta en el conjunto de con O{a}, frecuencia
diremos que b es(¥a). Por ejemplo,

a=r

b= 10r2 +25

e=5-r
1
2

Notamos que b es O(a), ces O(a’perod noes O(a)Tambiénaes O(d), comolosonby-c.

d==rlogr-+
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Ejemplo 9-6

Ejemplo 9.7\

Cuando una funcién numérica a puede ser expresada en una forma cerrada simple, como

a=r?, también escribiremosO(a) como O(r?). Asi, cuando decimos que una funcién numé-
ricab es O(r log #}significa que b es asint6ticamente dominada por la funcién numérica
a =r log r. Queremos recordar al lector que si h es O{a), solo significa que b no crece mas
rapido que a, en realidad, b puede crecer mucho mas lentamente que a. Asi, una proposicion
como "b crece demasiado rapido porqueb €s G(27)" no es valida porque sélo sabemos que
b no crece mas rapido que 2". Es posible que b crezca mucho méas lentamente que 2".

Observemos que las relaciones establecidas con anterioridad, en términos de dominio

asintotico, también pueden reestablecerse en términos de las notaciones de "o-grande" de
la siguiente manera:

Hpwpdp

© N oo

Para toda funcion numérica a, a es O{la[}.

Si b es O(a), entonces para toda constante a, ab también esO(a).

Si b es ({a), entonces para todo enterof, S°b es O{S'a).

Si tanto b como ¢ sonOfa),entonces para cualesquiera constantesct ¥ B arbitrarias, o.b
+ (e también es O(a).

Sices O(b) y b es O(a), entonces ¢ es O(a).

Es posible que a sea O(b), vy b sea ((a).

Es posible que a no sea O(b) y b no sea Oa).

Es posible gue ¢ sea tanto G{a} como (O(b), en tanto a no sea (b) y b no sea (Ka).

Consideremos los siguientes ejemplos:
Mostremos que para i <j, o es O(y). Observamos que para &= 1y m = 1,

s pararz |

De esto se obtiene que » es O(#). En consecuencia, or' es O(#).

Sea
a=0g+oyrtor? . ta,”
Queremos demostrar que a es O(*"). Observamos que
lotg + a7+ ogr? + - o) £ ol + oy + foglr? + -+ o
S (lool + Joug) + Joug] + - -+ + oy, r”
Puesto que para & = 1y m = |oig| + oy | + o + - - - + oy,
log + oy + apr? + - - 4+ 0P £ mr parar = 1

a es dominada asintéticamente por #”. Por tanto, a es O(*").
De hecho, el resultado también puede obtenerse més directamente. De acuerdo con
el ejemplo 9.6, para i = n, o, ' es O(r"). Si usamos el resultado en la relacion 4 anterior,

podemos concluir que a es O("). a
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Ejemplo 9-8 Observemos que O(1) < O(log rY = O(r) c O(ry = Oy < O(r!). Exhortamos al

lector a confirmar los resultados. -

Sean Ay B dos conjuntos de funciones numéricas. Usamos las siguientes notaciones
para denotar conjuntos de funciones numéricas:
A+B={at+blae A, be B}
oA = {cala € A}
A-B={ablac A,be B}
Establecemos los siguientes resultados y dejamos las demostraciones al lector:
1. Si b es O(a), entonces O(b) es un subconjunto de O(a). Por tanto, si b es O(a) y a es
O(b), entonces los conjuntos (G(a) y O(b) son iguales.
Para toda a, O(a) + O(a) = O(a).
Si b € O(a), entonces O(a) + O(b) = O(a).
Para cualquier constante o, aO(a) = O(aa) = O(a).
Para cualquier a y b, O(a)O(b) = O(ab).
Consideremos los siguientes ejemplos:

arwbd

Ejemplo 99 Sea

a=1P+L2+r
Es obvio, a es O(%). Ademas, a esta en el conjunto de funciones numéricas
) + o)
también como en el conjunto de funciones numéricas
{2 + 12} + O(r)

En la literatura, con frecuencia escribimos

a=0(r") 6.1

a = +0(r?) (9.2)

a=13+142+0(r) (9.3)
para indicar que*

{a} € O(”)

{a} € (1P} +0(?)
{a) € {13+ ¥2) + O0)

+ Le recordamos al lector que esto denota el conjunto de funciones numéricas A + B, donde A es el conjunto {%P‘"’}
y B es el conjunto O(r*).
1 Algunos autores prefieren la interpretacion:

{a) c O
{a) c () + 00
{a) o P+ +00)
Estas ligeras diferencias en el punto de vista no tienen importantes consecuencias.
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Observemos que (9.1), (9.2) y (9.3) proporcionan informacion diferente sobre la funcion
numeérica a. Debido a que

{2+ 02+ O(r) < {37} + 00 < O()

(9.3) es la més fuerte y (9.1) la més débil de las tres relaciones en lo referente al
comportamiento de la funcion numérica a. En otras palabras, (9.3) implica (9.2) la cual,
a su vez, implica (9.1), pero no la inversa. o

Ejemplo 9.10 Sean

Tenemos que

=]

L) 4e)
) o) o

_ _ (
=¥+ O(Vr) (){-1?] +C Ij‘
\Nr “)

7

= 32 O('\',;) 5

De modo similar a la notacion "o-grande"”, también introduciremos las notaciones
"omega-grande" y "theta-grande". Para una funcién numérica dada a, Q (a) denota el con-
junto de todas las funciones numéricas b tales que existen constantes positivas ky m con*

|6 z ma, pararz k
En otras palabras, si b esta en Q(a), entonces b crece al menos tan rapido como a. Por
ejemplo, sean

a,=2r+5 rz0
b,=r-2 rz0
o =rlogr rz0
drz ’,._1."2 rz0

Tanto b como c estan en £X(a). No obstante, ni b ni ¢ estan en €(d). En la literatura, en lugar
de decir que b esta en (a), decimos que b es ©(a).

tLe recordamos al lector aue esto denota al conjunto de funciones numéricas A B, donde A es el conjunto r +

(1) y B es el conjunto ¥r + O(IAF).
TLa notacion es signiticativa solo si a, es positiva.
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Para una funcién numérica a, ®adenota al conjunto de todas las funciones numéricas
b tales que existen constantes positivas m, m 'y k con’

ma,s|b]sm'a, pararz &

En otras palabras, si b esta en®a,entonces b crece al mismo ritmo que a. Asi, en lugar de
decir que b estad en®(a),decimos que b es®(a).Por ejemplo, de acuerdo con nuestro analisis
de la seccion 8.2, la complejidad temporal del algoritmo de ordenamiento burbuja es@(#2).
En consecuencia, la complejidad temporal del problema de ordenamiento esO(r?).Por otro
lado, la complejidad temporal del problema de seleccionar al mayor de r nimeros, y la
complejidad temporal del problema de seleccionar al mayor y menor de r ndmeros son
ambas ®(r).

94  FUNCIONES GENERADORAS

Como sefialamos en la seccion 9.1, podemos especificar una funcién numérica mediante un
listado exhaustivo de sus valores. En esta seccion, introducimos otra forma de representar
funciones numéricas.

Supongamos que tenemos una varilla de fierro y con ella deseamos hacer una herradura.
Puesto que martillar una varilla de fierro fria hasta lograr una herradura es bastante tedioso,
primero colocaremos la varilla de fierro en un horno. Luego podemos martillar la varilla de
fierro caliente para obtener una herradura (caliente). Cuando sumerjamos la herradura
caliente en un tanque de agua para enfriarla, obtendremos la herradura (fria) que queriamos.
La moraleja de nuestro ejemplo es obvia: nuestra meta es convertir una varilla de fierro (fria)
en una herradura (fria). Sin embargo, en lugar de alcanzar esta meta en forma directa, primero
cambiamos la varilla de fierro fria por una varilla de fierro caliente. Una vez que hacemos
una herradura caliente a partir de la varilla de fierro caliente, podemos enfriar la herradura
caliente y obtener la herradura fria que queremos. El proceso se muestra en la figura 9.1a.

Recordemos que a partir de un nimero positivo x, podemos calcular su logaritmo In x.
En efecto, el logaritmo de un nimero puede ser visto como una representacion alternativa
del nimero, ya que a partir de x podemos calcular In x, y a partir de In x podemos calcular
X. Asi, cuando queremos calcular xy, en lugar de multiplicar los dos nimeros x y y
directamente, podemos representar x como In X y y como Iny, calcular In x + In'y, que es
igual a In xy, y entonces obtener el producto xy a partir de su representacion alternativa In
xy. De modo similar, si queremos calcular xly en lugar de dividir x por y, podemos calcular
In {xly), que es igual a In x - In y, y entonces obtener xly a partir de su representacion
alternativa In {xly). El proceso es delineado en la figura 9.1 A.

Para un estudiante de ciencias de la computacion, la nocién de representacion alternativa
es muy conocida. Para un nimero decimal una representacion alternativa es su ndmero co-
rrespondiente binario. Asi, en lugar de sumar, restar, multiplicar y dividir nimeros decimales

t  Lanotacion es significativa sélo si a; es positiva.
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Varilla de fierro fria ———=———————— Varilla de fierro caliente
Herradura fria 4——————————— Herradura caliente
a)
xy == nxiny
. l
= ——— Inx+Iny,Inx-Iny
v b)
5,7 =——————— 101,111
12 —— Ol + 1= 1100
<) Fisura 9.1

en forma directa, los representamos como nimeros binarios, usamos una computadora para
realizar las operaciones aritméticas sobre nimeros binarios (lo que una computadora puede
hacer sin esfuerzo), y entonces obtenemos los resultados de nuestros calculos al convertir
los resultados de nimeros binarios a nimeros decimales. El proceso se muestra en la figura
9.1c.

Estos ejemplos ilustran muy bien la nocién de representacion alternativa para entidades
fisicas, asi como matematicas. Ademas, vimos que una representacion alternativa escogida
adecuadamente también conduce a la eficiencia y facilidad en algunas de las operaciones
que deseamos llevar a cabo.

Ahora introducimos una manera alternativa de representar a las funciones numeéricas.
Para una funcion numérica(ay, a;, @, - - . . @, . . ), definimos la serie infinita

agtagtaztt - taz+--

a la cual Ilamamos funcién generadora de la funcién numérica a. En realidad, podemos
considerar que hasta el momento s6lo hemos introducido una notacion nueva . En lugar de
escribir cada uno de los valores de una funcion numérica y usar comas a manera de
"separadores” como en{dg, d;, &, - - «» A4 - - - ),€SCOgEMOS Una variable formal z y usamos las
potencias de z como “indicadores” en una serie infinita, tal que el coeficiente de z" sea el valor
de la funcién numérica en r. Para una funcién numérica a, usamos la correspondiente letra
mayuscula y escribimos A(z) para denotar a la funcién generadora de a. Es claro que a partir
de una funcién numérica podemos obtener con facilidad su funcion generadora, y viceversa.
Por ejemplo, la funcion generadora de la funcion numérica(3°% 31, 3%,...,3%, .. Jes
3043743224333 4L b 3L (9.4)
Observemos que la serie infinita de (9.4) puede escribirse en forma cerrada como
1

-3

LS
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que es una forma méas compacta de representar a la funcion numérica(i, 3,32,...,3%,...).
En realidad, como veremos, la razén de introducir la representacion de funciones generado-
ras de funciones numéricas es poder expresar series infinitas en forma cerrada, de manera
que puedan manejarse con conveniencia.

El lector puede verificar que B(z) = wA(z), corresponde a b = aa. Asi, por ejemplo, la
funcion generadora de la funcion numérica

a,=7-3  rz0

es
D=1,
y la funcién generadora de la funcién numérica
a,=3+? rz0
es
9
AD=7T5;

Es obvio también que C(z) = A(z)}+ B(z), corresponde ac = a + b. Asi, la funcién
generadora de la funcién numérica

a,=2r+3" ¥

1%
]

I 1
+
1-2z 1-3z

A@z) =

Del mismo modo, en correspondencia a la funcién numérica

2 + 3z — 622
Aiz)=——7""
(2) 2%
la cual puede escribirse como
A@) = 37+ —
- ZZ
tenemos
(2 r=0
a. = 7 r=1
|2r+ 1 ¥ iZ

Sea a una funcién numérica y A(z) su funcién generadora. Sea b una funcion numérica
tal que

. r
b,=a'a,
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para alguna constante c. Puesto que la funcion generadora de b es
ay +oaz+oatazt+ o +ralfagr 4
=ay + ayaz) + ax(az)? + -+ afoz)y + - -
tenemos que B(z) = A4(az).Por ejemplo, puesto que la funcion generadora de la funcion
numérica
a,= 1 rz0

es

yo 1
A(z) 1

la funcion generadora de la funcion numérica

a,=a Fz0
es
1

A(z) =
| — oz

Como otro ejemplo, en correspondencia a la funcion generadora

ol
A

Az) = .
@ 1 -4z
la cual puede escribirse como
] !
(.{ Ty=— | S —
@ 1-2z 1+2z
tenemos que
a,=2"+(=2) rz0

_ 0 rimpar
To)2rtl rpar

Resulta desafortunado que para el caso ¢ = ab, no existe una forma simple con la cual
podamos expresar C(z)en términos deA(z) y B(z).
~ Sead(z) la funcion generadora de a. Tenemos quez‘4(z)es la funcion generadora de
S'a para todo entero positivo /. Por ejemplo, en correspondencia a

tenemos que
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También, z7[A(z) —ay— ajz —ayz* = - —a;_, 2"~ 1] es la funcion generadora de S~a. Asi,
la funcién generadora de

a,=3"+2 r=0

puede calcularse como

A(z)—z‘l{ 1 —1—32]

1-3z

| 922
1-3z

_ 9

1-3z
Para otro ejemplo, sea

0 0sr<8
2 rF=9
3 r=10
3 r=11
2 r=12

a, =40 r=13
1 F=14
3 r=15
2 r=16
2 r=17
0 rz18

la produccion por hora de un tornero que llega a trabajar a las 8 a.m., donde r indica la hora
del dia. Entonces

AD) =22 + 32+ 322+ 223 + 25 + 325 + 277 + 258)

Supongamos que hay tres torneros. Uno llega a trabajar a las 6 a.m., otro a las 8 a.m. y otro
mas a las 9 a.m., y desplazan su produccién por hora de acuerdo con sus tiempos de inicio.
Si consideramos a b como la funcion numérica que describe la produccion total por hora,
tenemos que

B(z)=(z2+ 1 +2)A(2)

Para b = Aa, tenemos
1
B(z) = - [A(z) - ag] - A(2)

y para b = Va, tenemos

B(z) = A(z) — zA(2)
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Ejemplo 9.11 ]

Ejemplo 9.12

La representacion de una funcion generadora para funciones numéricas es de particular
utilidad al tratar con la convolucion de funciones numéricas.Sea ¢ = a * b. Puesto que

G=aphytah, ytagh, 2+t a, b+ ady

es el coeficiente de z" en el producto

@tz +a e 4 az + W+ bz bbb )

Seac=a * b donde

a,=3" rz0
y
b,=2" rz0
Debido a que
]
A [ B
@ -3z
y
B@) =55

tenemos que
1 _ 3 2
3z1-2z 1-3z1-2z

C@) = ABE) = - .

¢, =3(3)-202)y =3"+1-2r1

concluimos que la funcién generadoraC{z) es igual a A(z)B(z).

Sean a una funcién numérica arbitraria y b la funcién numérica 1, 1, 1,...,1,... ).
Sea
c=axh
de manera que
.

,
Cr=Z aibr—i'__z a;
i=0

i=0
Asi, ¢ es la suma acumulada de a, y la funcion generadora de c es

1
T, 49

Por ejemplo, al dejar queA(z) sea 1/(1 — z), obtenemos el resultado de que 1/(1 — z)* es
la funcion generadora de la funcién numérica (1,2,3,...,r,...).

C(z) =

a
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Ejemplo 9.13

Deseamos evaluar la suma
12 F22+ 32_+_ e r?.

Primero determinemos la funcion generadora de la funcion numérica{0?, 12,2%,32, ...,
2, ...). Al derivar ambos lados de la igualdad

1

-2z

:__1._.2+22+21.24__......qu

obtenemos
I
(1-z¢

Sl +2z+322 4422+ 4z

Se tiene que

d z

= =12+22-2132-22+42-23I----+r2-z" L.,
dz (1 -z)

S S 024 12.2422.22432.23 442 4 4.2 g

Asi, z(d/dz)[z/(1 — 2)*], que es igual a [z(1 + 2)]/(1 ~ 2)%, es la funcién generadora de la
funcion numérica (0%, 12,2%,32, ..., 72, .. ), y de aqui se tiene que [z(1 + 2)]/(1 - 2)*
es la funcion generadora de la funcion numérica (02, 02 + 12,02 + 12 + 22,02 + 12 + 22

+32 . .,02+124+22+32+ ... +¢2 ). Deacuerdo con el teorema binomial ,f
(A4 A=) (Aort ) g 4XSx6x 0 x(r+3)
¥ ' r!
_r+ D+ 2)(r+3)
1-2-3

Por tanto, el coeficiente de z" en la expansion de [z(1 + 2)]/(1 —z)* es

r(r+ I)(r+2)+£{_- l)r{r+l);r(r+ D(2r + 1)
1-2-3 1-2-3 6

esto es,

2 _rr+ 1)2r+1)

24924732 4., 4
1-+2-+3 r 6

T El teorema binomial establece
no_ nn—1)(n—2 . '_L”..T_,’.',,'.‘:'._Q o
(Lrzy =14 2‘1 3 z

donde el limite superior de la sumatoria es n si n es un entero positivo, y es 00 en otro caso.
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*0.5

PROBLEMAS COMBINATORIOS

Ejemplo 9.14

La representacion de la funcion generadora para las funciones numéricas es muy Util en la
solucién de problemas combinatorios. En esta seccion presentaremos algunos ejemplos
ilustrativos. Consideremos la funcién numérica a tal que

a,=C(n, 1)
para unx fijo. ». La funcion generadora de a es

AR =Cn, N+ Cm, Dz +C(p, 232+ -+ Cln, rizh + - - -+ Cln, n)z”
Consideremos una forma indirecta para seleccionar r objetos a partir de n objetos. Primero
podemos dividir los n objetos en dos grupos, uno con kobjetos y el otro con n-kobjetos,
para algun k fijo menor que n. Entonces podemos seleccionar i objetos del primer grupo,
conC{k, fymaneras, yr-i objetos del segundo grupo, con{(n — &, ¥ — {ymaneras, para i =
0,1,2,...,r Asi, tenemos la ecuacion

Cln, r) = 2., Clk, YCln — k, ¥ —i)

=0
por lo que podemos escribir a = d * e donde,
D(z)=Ck, 0) + C(k, 1)z + Ck, 2)z2 + - - - + C(k, k)z*

y
ED=Cn—k,0+Cln-k Dz+Cn-k D22+ - -+ Cn—k, n-kez-*%

Si repetimos el argumento un ndmero suficiente de veces, obtenemos

Ay =(1 +z)y (9.5)
debido a que la funcidn generadora de la funcién numérica (C(l, 0), C(1, 1), 0, 0,...) es 1
+ z. Ademas, sefialemos un argumento combinatorio simple que puede usarse para obtener
(9.5). Consideremos el coeficiente del término z" en la expansién de (1 + z)". Al calcular el
producto de los n factores 1 + z, cada factor "contribuird” con un 1 o una z. Con mas
especificidad, diremos que al construir el término z', r de los factores contribuyen en z cada
uno y n - r de los factores contribuyen en 1 cada uno. Por tanto, el coeficiente de z" es el
ndmero de maneras de seleccionar r de los n 1 + z factores para construir el término z', el
cual, desde luego, es igual a C(n, r). A continuacion mostramos algunos resultados que se
pueden obtener directamente de (9.5).

Si asignamos a z el valor 1 en (9.5), obtenemos

Cin,}+C(p, N +---+C, 1+ +Cln,n)=2"
Esto es, el nimero de maneras de seleccionar ninguno, uno, dos,..., 0 n objetos a partir
de n objetos es 2".

t Recordemos que C(n. r)= 1 parar=0,y C(n, ¥y = O parar > n,
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1 Ejemplo 9.15

Ejemplo 9-16

Al asignar a z el valor -1 en (9.5), obtenemos
Cn, 0)-Cln, 1)+ C(n, 2) + - - - + (-1YCm, ) + - - -
S+ (1Y Cn n) = 0

C(n, 0) + C(n, 2) + C(n, 4) +- - - = C(m, 1) + C(n, 3) + C(n, 5) + - - -

Esto es, el nimero de maneras de seleccionar un nimero par de objetos a partir de n ob-
jetos es igual al nimero de maneras de seleccionar un nimero impar de objetos.
puede demostrarse de diversas maneras. Mediante una manipulacion algebraica directa,

La relacién

Cn,r)=Chn-1,1)+C(n-1,r-1) (9.6)
obtenemos

!
ri{n—r)

n! n—r r
= re——— +_
ripn—rt{ n n

___(n=1) N Bl )
Pin-r—1) (r-Din-r

C(n, r)

=Cn—-1,n+Cn—-1,r—-1)

También podemos demostrar (9.6) mediante un argumento combinatorio: si seleccio-
namos r objetos a partir de n objetos, existen C(n - 1, r) maneras de seleccionar r objetos
para que un objeto particular siempre sea excluido, ¥ C(r— 1, — 1Jmaneras de que ese
objeto particular siempre sea incluido. Por tanto, se cumple (9.6). El uso de la funcion
generadora proporciona una tercera demostracion de (9.6). Observemos que C(w, r) es el
coeficiente de z"en (1 + z)", lo cual puede escribirse como (1 +zy*~1+z(1 +z)y*~ 1.
Puesto que el coeficiente dez"en (1 +2zy'~' es C{n — 1, #),y el coeficiente de x" en
zZ{1 + 2y~ les C(n— 1, r~ 1), se llega de inmediato a (9.6).

Ahora presentamos algunos ejemplos més:

Sea(ay, a4, ¢, - - - Juna funcién numérica tal que a, es igual al nimero de maneras para
seleccionar r objetos entre 10 objetos de los cuales uno, que denotaremos por X, puede
ser seleccionado a lo mas dos veces, otro, al que denotaremos como Y, puede ser
seleccionado a lo mas tres veces, y los otros pueden ser seleccionados s6lo una vez.
Afirmamos que la funcién generadora de a es

AZ)=( +z+2)(1 +z+22+23)(1 +2)°
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Observemos que el coeficiente de z' en A(z) es el nimero de maneras para construir el
término z" a partir de los factores 1 +z +z%, 1 +z +z2 + z* y los ocho factores 1 + z. La
contribucion del factor 1 + z + z2 puede ser 1, z 0 z%, lo que corresponde a seleccionar
al objeto X cero, uno o dos veces. La contribucion del factor 1 +z+z* + z* puede ser 1
0z, 02% 02 lo que corresponde a seleccionar el objeto Y cero, uno, dos o tres veces.
La contribucidn de cada uno de los ocho factores | +z puede ser | oz, lo que corresponde

a seleccionar cada uno de los ocho objetos restantes cero o una vez. -

Ejemplo 9.17

Sea a, el nimero de maneras para seleccionar r objetos entre n objetos con repeticiones
ilimitadas. Debido a que cada objeto puede ser seleccionado tantas veces como quera-
mos, a, es igual al coeficiente de z" en

(M +z+2+..0y

La contribucion de cada uno de los factores 1 + z + 22 + . . . correspondera al niimero de
veces que uno de los objetos es seleccionado. Debido a que

TSR S 1 NP,
(+z+22+..y= 1——_-:)1 = (1 - 2)

obtenemos

a, —.(_l)r(_n}(_n_]) (-n-r+1)

r!

m+r=-N!
rin—1)

=Cn+r-1,r)

Este resultado ya lo habiamos obtenido en el capitulo 3.
o

Ejemplo 9.18 Queremos' determinar el ndmero de maneras en las cuales 2t + 1 canicas pueden

distribuirse en tres cajas distintas de modo que ninguna caja contenga mas de t canicas.

Afirmamos que el coeficiente de 72 en

A@=(t+z+22+---+ 7

sera nuestra respuesta. El coeficiente dez** en A(z) es el nimero de maneras para
construir el términoz%* L a partir de tres factores1 + z + z2 + - - - + 2. La contribucién
de cada factorl +z+z%+- - - +z'puede serl, z, 7% . . ., @ 2/, lo que corresponde a tener

ninguna, una, dos, . . ., © ¢ canicas en una caja. Debido a que

1

1Y
(1+z P24 l—z")-" =(1;|t

\1-2 )

=(] — 3zl (S 332m2__:3:1 _’s)(] Z)—Z! (9_-;)
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el coeficiente de 2%~ en (9.7)es el coeficiente dez?* ! en {1 — z)=> menos el triple del
coeficiente de z' en (1 — 2)~, Asi, esto es

CO+2e+1-1L,2t+1)-3C3+e-1,9
lo cual se simplifica como
Cu+3, 26+ 1)-3C¢+2, 0

9.6 NOTASY REFERENCIAS

PROBLEMAS

Véase el capitulo 3 de Beckenbach [1], el capitulo 2 de Liu [6], los capitulos 1y 5 de Liuy
Liu [7], y los capitulos 1 y 2 de Riordan [8] acerca de funciones numéricas y sus funciones
generadoras. Sobre el comportamiento asintético de funciones numéricas, véase el
capitulo 1 de Knuth [4] vy el capitulo 5 de Stanat y McAllister [9]. Nosotros seguimos la
notacion introducida por Knuth [5]. Véase el capitulo 6 de Chung [2] vy el capitulo 11 de
Feller [3] acerca de la aplicacién de la técnica de funciones generadoras en teoria de
probabilidad.
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Se deja caer una pelota ping-pong hacia el suelo desde una altura de 20 m. Suponga que la pelota

siempre rebota hasta alcanzar la mitad de la altura desde la cual cae.

a) Sea a, laaltura alcanzada en el r-ésimo rebote. Haga un bosquejo de la funcién numérica a.

b) Sea b, la pérdida de la altura durante el r-ésimo rebote, exprese b, en términos de a,. Haga
un bosquejo de la funcion numérica b.

€) Una segunda pelota de ping-pong es lanzada desde una altura de 6 m al tiempo que la primera
pelota alcanza el punto mas alto de su tercer rebote. Sea c, la altura que alcanza la segunda
pelota en su r-ésimo rebote. Exprese c, en términos de a,.

En un sistema de control de proceso, un dispositivo de monitoreo mide la temperatura al interior

de una camara de reaccion quimica una vez cada 30 s. Sea a, la r-ésima lectura en grados Celsius.

Determine una expresion para a,, si Se sabe que la temperatura aumenta de 100 a 120" a una tasa

constante en los primeros 300 s y permanece en 120° de ahi en adelante.
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9.3 Sea a una funcién numérica tal que a, es igual al residuo cuando el entero r es dividido por 17.
Sea b una funcién numérica tal que b, es igual a 0 si el entero r es divisible por 3,y es igual a 1
en cualquier otro caso.

) Seac,=a,+ b,. ;Paraqué valores der es ¢, = 07 ;Para qué valores de res c, = 1?
b) Sead, = a,b,. ;Paraqué valores der es 4, = 0? ;Para qué valores de res d, = 1?
9.4 Seaa una funcién numérica tal que
_2 0srs3
@ 72 res. pz4
a) Determine S%ay Sa.
b) Determine Aay Va,
9.5 Introducimos la notacién
A%a = A(Aa)
Ala = A(A?a)
Ala = A(A-1a)

a) Seaa una funcién numérica tal que

a=r-22+3r+2

Determine Aa, A%, A’a, Aa.
b) Seaa una funcién numérica tal que a, es un polinomio de la forma

O+ oy r + O+ o

Demuestre queA** 'a es igual a 0.

9.6 a) Seac=ab. Demuestre que

9.7

9.8

9.9

AC,. =y I(Abr) + br(Aa!)

b) Sean ay b dos funciones numéricas tales quea, = + | y b, = o" para toda » 2 0. Determine
A(ab).

c) Seanay b dos funciones numéricas. El cociente de a y b denotado por a/b es una funcion
numeérica cuyo valor en r es iguala a,/b,. Si d = a/b, demuestre que

br{Aar) - ﬂr(Abr)
brbr +1

d) Determim: A{a/b)para las funciones numéricas a'y b en el inciso b).

Sea a una funcién numérica. SeaA-tala suma acumulada de a. ¢SonA(A-'a)y A-!{Aa)las
mismas funciones numéricas?

El interés producido en una cuenta de ahorros se paga con una tasa del 0.5 por ciento mensual,
con un interés compuesto mensualmente. Suponga que se depositan $50 en una cuenta de ahorros
cada mes por un periodo de cinco afios. ;Cual es la cantidad total en la cuenta cuatro afios después
del primer depbsito?, ¢y veinte afios después del primer depdsito?

Determine a * b de acuerdo con lo siguiente. Obtenga un bosquejo o una expresion en forma
cerrada para la funcion numérica resultante que sea mas conveniente.

a)

Ad. =
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b) a=1 para toda r

1 r=1
2 r=3
3 F=35
6 r=17
0 enotro caso
c) a =2 para toda »

=0 0<r<2
Or 12r rz3

9.10 Sean a, by ¢ funciones numéricas tales que a * b = ¢. Dado que

1 r=0
a, = 2 r=1
0 rz2
L] =0
o {0 21
determine b.
9.11 Sean
1 r=1
3 r=1
a,=
2 r=2
0 23
=5 para toda »

Determine b de maneraquea* b =c.

9.12 a) Cada particula dentro de un reactor nuclear se divide en dos particulas cada segundo. Suponga
que se inyecta una particula en el reactor cada segundo a partir de t = 0. ;Cuantas particulas
hay en el reactor en el n-ésimo segundo?

b) Cuando una particula se divide en dos, una de ellas es la particula original y la otra es la nueva
particula creada. Suponga que una particula tiene un tiempo de vida de 10 segundos. Esto es,
una particula creada en el segundo O desaparecera después del décimo segundo. Repita el
inciso a) y suponga que todas las particulas inyectadas son creadas de nuevo.

9.13 Por un costo de $1000, una estacidn de radio proporcionard a una tienda 10 minutos de
comerciales diariamente durante cinco dias consecutivos y luego 2 minutos de comerciales
durante los siguientes cinco dias consecutivos. Supongamos que cada minuto de comercial en un
dfa en particular producira una venta total de $500 en ese dia y una venta total de $500 x 2" en el
n-ésimo dia a partir de ese dia.

a) Suponga que le son pagados a la estacion de radio $1000 en el dia 0. Determine la funcién
numérica a, donde a, es la venta total en el r-ésimo dia.

b) Suponga que le son pagados diariamente a la estacion de radio $2000 durante 10 dias
consecutivos a partir del dia 0. Determine la funcién numérica b donde b; es la venta total en
el r-ésimo dia.

9.14 Sean a, by c tres funciones numéricas:

=
i

c=rinr



302 CAPITULOY

a) ¢Domina asintéticamente a a b? ;Domina asintéticamente a a ¢? ; Domina asintéticamente
b a a? ;Domina asintéticamente b a ¢? ;Domina asintéticamente ¢ a a? ;Domina asintética
mente ¢ a b?
b) ¢Domina asintdticamente a + b a a? ; Domina asintéticamente a + b a c?
c) ¢Domina asintticamente ab a a? ;Domina asintéticamente a a ab? ¢ Domina asintéticamente
ab a ¢? ;Domina asintéticamente ¢ a ab?
d) ¢Domina asintéticamente Aa a b?
e) ¢Domina asintéticamente la suma acumulada de a a c?
9.15 Sean
a=3"
b=2r
a) ¢Domina asintéticamente a a b?
b) ¢Domina asintéticamente b a a?
c) ¢Domina asintéticamente a * b a a?
d) ¢Domina asintéticamente a * b a b?
9.16 Sea

a,= z it
i=0
d) Demuestre que a es O(+).
b) Demuestre que a es (+*/3) + O(#?).
¢) Sea b una funcién numérica tal que b es O(r). (Es necesario que b sea (+/3) + O(r%)?
d) Sea b una funcién numérica tal que b es (#*/3) + O(r?). ¢ Es necesario que b sea O(+*)?
9.17 Simplifique la expresion [In »+ O(1/n))fn + O(n)].
9.18 Sea
a=Inr
Demuestre que para € > 0, a ¢s O(r).
9.19 Dada una funcién numérica a, sea

b = J Qe ot Gty r=2
" | 0 r#2

Siaes O(r), demuestre que b es O(r log r).
9.20 Sea
[logsar] =1

oo 3wl

i=0

= log, r + log, [3] r+ log, '@] rbe
3 l\9
Demuestre que a, es O(log? r).
9.21 Después de un cuidadoso andlisis, un estudiante concluye que una determinada funcién numérica
a es O(r log ). Al escuchar eso, su compariera de cuarto le recuerda que ella ha olvidado espe-
cificar la base del logaritmo. ¢Ha olvidado ella algo realmente importante?
9.22 a) Lacomplejidad temporal del algoritmo A4 es J(r2), y la del algoritmo B es O(r*In r). ;Podemos
concluir que el algoritmo A es superior al algoritmo B?

b) La complejidad temporal del algoritmo A es O(+#), y la del algoritmo B <:s €(+2 In r). ¢ Podemos
concluir que el algoritmo A es superior al algoritmo B?

c) Lacomplejidad temporal del algoritmo 4 es®{r?), y la del algoritmos ¢s @(+1n r}. ; Podemos
concluir que el algoritmo A es superior al algoritmo B?
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9.23 A dos ingenieros se les ha asignado la tarea de disefiar circuitos integrados. Sea a, el area total
del circuito integrado que contiene r transistores. Se encuentra que para el disefio del ingeniero
A, a, 5 O(), y para el disefio del ingenieroB, a, es Q(¥r). En consecuencia el gerente concluye
que cuando se incrementa el nimero de transistores en un circuito, el disefio del ingeniero A
ocuparia un area grande, y por tanto tal disefio es malo, en tanto que el disefio del ingeniero B
ocuparia un &rea menor y por tanto es bueno. ;Sabe el gerente de lo que habla?

9.24 Un profesor invita a sus estudiantes a tomar cerveza un viernes por la tarde. Después de unas
cuantas tandas, él dice: "La cantidad total de cerveza que van a consumir es mayor del
contenido de mi cartera, y es mayor de su sed". Si otorgamos al profesor el privilegio
de abusar de las terminologias matematicas, ¢se podrian llenar los espacios en blanco para darle
significado a la declaracion?

9.25 Halle una expresion simple para la funcién generada por cada una de las siguientes funciones
numéricas:

a) 1,-2,3,-4,5-6,...

b) 1,2/3,3/9,4727,...,.(r+ 1¥¥, ...
c) 1,1,2,2,3,3,4,4,...

d 0x1,1x2,2x3,3x4,...

e) Ox5, 1x5.2x5%... . rx5, ...

9.26 Determine la funcién generada por la funcién numérica a, donde

a=l? si r s par
Ny si r es impar
9.27 Determine la funcién numérica discreta correspondiente a cada una de las siguientes funciones
generadoras:
|
a A o e—
) AT
b) A@=(+zy+(l-z¥
1+:z2)
0  Al@)y= {
@ (d—2F
1
d A@)=——
) @ 5-6z+2z2
4
e Ay=———
) @) 5-6z+z
722
AQy=T—"r—
N A&=Gma0v%
l+22
A = —
9) @ 4-4z-2
N A@= !

(1 - 2)(1 - 2)(1 - 2)

9.28 a) Sia, denota el nimero de maneras en que se puede obtener la suma r cuando se lanzan dos

9.29

9.30

dados indistinguibles, determine 4¢z}.
b) Si b, denota el nmero de maneras en que se puede obtener la suma r cuando se lanza un solo
dado una vez y luego se lanzan dos dados indistinguibles una vez, determine B(z).
Si a, denota el nimero de maneras de sentar a 10 estudiantes en una fila de r sillas, de manera
que dos estudiantes no pueden ocupar lugares adyacentes, determine la funcién generadora de la
funcion numérica discreta (o, @) @2, + . .+ G o2 - ).
El tiempo de vida de un conejo es exactamente de 10 afios. Suponga que en principio hay dos
conejos recién nacidos, y que el nimero de nacimientos de conejos cada afio es dos veces al del
afio anterior. Determine el nimero de conejos que hay en el r-ésimo afio.
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9.31

9.32

9.33

9.34

9.35

9.36

Sea a, el nimero de maneras de seleccionar r pelotas de una fuente infinita de pelotas rojas, azules
y blancas, con la restriccion de que el nimero de pelotas rojas seleccionadas siempre es un nimero
par. Determine la funcién generadora de la funcién numérica a.

¢De cuéntas maneras pueden ser seleccionadas 3r pelotas de entre 2r pelotas rojas, 2r pelotas azules
y 2r pelotas blancas?

Sea a, el niUmero de maneras de seleccionar r pelotas de entre 100 pelotas rojas, 50 azules y 50
blancas con la restriccion de que el nimero de pelotas rojas seleccionadas no es igual a dos, el de
pelotas azules no es igual a tres, y de pelotas blancas no es igual a cuatro. Determine la funcién
generadora de la funcién numérica a.

Un conjunto de r pelotas es seleccionado a partir de una fuente infinita de pelotas rojas, azules,
blancas y amarillas. Una seleccion debe satisfacer la condicion de que el nimero de pelotas rojas es
par y el nimero de pelotas azules es impar, o bien, que el nimero de pelotas blancas es par y el
nimero de pelotas amarillas es impar. Sea a, el nimero total de tales selecciones.

a) Determine la funcién generadora A(z).

b) Halle una expresion en forma cerrada para a, EvalGe la expresion para r = 23.

Sea a, el nimero de maneras de dividir r canicas idénticas en cuatro montones distintos, de manera
que cada montén tenga un nimero impar de canicas mayor o igual a tres.

a) Determine A(z).

b) Determine una expresion en forma cerrada para a.

a) Determine la suma
()b

b) Si escribimos todas las combinaciones de n letras {1, 2, . . . , r}.esto es, todas las
1-combinaciones, todas las 2-combinaciones, ;cudntas veces aparece cada letra?

9.37 Determine la suma

Cln, Y+ 2C(n, 1)+ 22C(n, 2y + - - < + 2¢C(n, n)

9.38 Determine la suma

1) QL) 6L ()

donde k= ny ks m.

9.39 a) Dado

AR =1+ +z(1 +2)2- 14 ..+ 271+ )2+ -+ 2] +Z)

2n+1 0
»

= [2”+1]—[ " ] n+ 12rE2n+1
¥ -n—1

0 en otro caso

e R R

Demuestre que

il

b) Evalle la suma
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9.40 a) Demuestre que

G0

b) Demuestre que la funcién generadora para a, donde

f)

es{l —4z)12,



CAPITULO

DIEZ

Relaciones de recurrencia y algoritmos recursivos

10.1

INTRODUCCION

Supongamos que a un amigo le preguntamos la edad de su hija mayor. El podria informarnos
que ella tiene 19 afios. O podria informarnos que es 6 afios mayor que su segunda hija. Si le
preguntamos por la edad de su segunda hija, en vez de informarnos que tiene 13 afios, podria
informarnos que es 5 afios mayor que su tercera hija. También puede informarnos que su
tercera hija es 2 afios mayor que su Unico hijo. En cuanto nos informe que su Unico hijo tiene
6 afios, no deberemos tener dificultad para determinar que su tercera hija tiene 8 afios, su
segunda hija 13 afios, y su hija mayor 19 afios.

Consideremos otro ejemplo. Ahora preguntamos por las indicaciones para ir de nuestra
casa hacia la estacion de ferrocarril. Nos informan, "desde la avenida Prospect, vaya hacia
el este sobre la calle Green. Después de pasar la biblioteca piblica, continde sobre la avenida
Springfield y luego tome la calle Neil hacia el norte. En la estacion de autobuses, dé vuelta
hacia la derecha en el semaforo sobre la avenida University. En el segundo seméaforo, de
vuelta hacia la izquierda y verd la estacion de ferrocarril”. Desde luego, ésta es una
descripcion perfecta y clara de como ir desde nuestra casa hasta la estacion de ferrocarril.
Sin embargo, existe otra forma de dar esas indicaciones, la cual es simplemente "vaya a la
terminal de autobuses y dé vuelta hacia la derecha en el seméforo sobre la avenida University.
En el segundo semaforo dé vuelta hacia la izquierda y vera la estacién de ferrocarril”.
Observemos que esta instruccion consiste en dos partes: una nos dice de modo explicito
cémo ir de la terminal de autobuses a la estacion de ferrocarril, y la otra, simple y concisa,
hace uso de nuestro conocimiento de cdmo llegar desde nuestra casa hasta la terminal de
autobuses. Supongamos qué sucede si no estamos seguros de como llegar desde nuestra casa
hasta la terminal de autobuses. En ese caso se nos indicara "vaya a la biblioteca publica y
tome la avenida Springfield. Continde hacia el norte sobre la calle Neil hasta la terminal de
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10.2

autobuses". Sobra decir que, 0 sabemos como llegar de nuestra casa a la biblioteca publica,
0 deberemos solicitar mas indicaciones.

Sin duda el lector se ha dado cuenta de lo que tratamos de decir. En el primer ejemplo,
en vez de decirnos llanamente la edad de su hija mayor, nuestro amigo opta por decirnos la
edad de su hija mayor en términos de su segunda hija. Después, en vez de decirnos llanamente
la edad de ésta, opta por decirnos la edad de ella en términos de la edad de su tercera hija,
etcétera. En el segundo ejemplo, en lugar de ser explicitos en cuanto a todos los detalles de
alguna instruccion, especificamos la instruccion en términos del conocimiento previo que
tenemos. Podemos hacer varias observaciones acerca de estos dos ejemplos. Primero, usar
nuestro conocimiento previo puede ser una manera concisa de proporcionar informacion o
instrucciones; por ejemplo, al mandar a alguien hacia la estacion de ferrocarril, una gran
cantidad de informacion puede estar implicita en el simple enunciado, "vaya a la terminal
de autobuses". Segundo, necesitamos realizar algin trabajo para hacer uso del conocimiento
previo que tenemos. En el primer ejemplo, en cierto momento nuestro amigo deberd decirnos
directamente la edad de alguno de sus hijos de manera que podamos determinar las edades
de los otros nifios. En el segundo ejemplo, necesitamos averiguar como llegamos a la
biblioteca publica antes de que podamos seguir las instrucciones de cdmo llegar de ésta a la
estacion de ferrocarril. Tercero, podemos tratar de referirnos a algun conocimiento previo
en pasos sucesivos (la edad del hijo de nuestro amigo, la de su tercera hija, y asi sucesiva-
mente, 0 como llegar a la biblioteca publica, cdmo llegar a la terminal de autobuses, etcétera).
Dicha cadena de referencias solo puede determinarse una vez que alcanzamos el punto donde
sabemos explicitamente qué hacer sin referimos a otro conocimiento previo." En este capi-
tulo, aplicaremos lo que acabamos de aprender, en primer término la especificacion de fun-
ciones numéricas discretas, y la especificacion de algoritmos.

RELACIONES DE RECURRENCIA

Consideremos la funcién numéricaa = (3% 31, 3%, .. ., 3", .. .}, Es claro que la funcién
puede especificarse mediante una expresion general para a, a saber.

a,= 3" Fz0

T Un profesor de Estados Unidos ha escrito un articulo en inglés, su lengua natal, y desea publicarlo en una revista
francesa. Puesto que él no sabe francés, le solicita a su colega francés, el profesor Bestougeff, el favor de traducir
el articulo. Después de que se termind la traduccion, el profesor de Estados Unidos sinti6 que debia incluir una
nota de pie de pagina en el articulo para agradecer la contribucion de su colega. El escribi6 en inglés lo siguiente
"El autor desea agradecer al profesor Bestougeffpor traducir al francés el presente articulo”, y solicitd al profesor
Bestougeff que lo tradujera al francés, lo cual el profesor hizo con mucho gusto. Entonces se le ocurrié al profesor
de Estados Unidos que también deberia agradecer al profesor Bestougeffpor traducir la nota de pie de pagina
por él. De manera que escribid otra nota de pie de pagina, "El autor desea agradecer al profesor Bestougeffpor
traducir la nota de pie de péagina anterior", y entonces solicitd al profesor Bestougeffla traduccion al francés, y
copi6 la traduccion francesa dos veces como dos notas al pie de pagina adicionales. jSu problema estaba
completamente resuelto!
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Como se sefiald en el capitulo 9, la funcién también puede especificarse mediante su funcién
generadora, a saber,

A(z) =-

1 -3z

De acuerdo con nuestro analisis de la seccién 10.1, observamos que existe otra manera de
especificar una funcién numérica. Puesto que el valor de a, es el triple del valor de @, _ |,
para todo r, una vez que conocemos el valor dea,_; jpodemos calcular el valor de a,
El valor de -a,_ puede, a su vez, ser calculado como el triple del valor de a,_5, el
cual, otra vez, es igual al triple del valor de a,_ .. Al final, necesitamos el valor de ay,
el cual sabemos que es 1. Asi, observamos que la relacion

a,=3da,.

con la informacidn de que a, = 1 también especifica por completo la funcion numérica a.
Otro ejemplo, consideremos la sucesién de nimeros' conocida como la sucesion de

nimeros de Fibonacci. La sucesion comienza con los nimeros 1y 1, y contiene nlimeros

que son iguales a la suma de sus dos predecesores inmediatos. Una parte de la sucesion es

1,1,2,3,5,8,13,21,34,...

En este caso es bastante dificil obtener por observacion una expresion general para el r-ésimo
namero de la sucesion, expresion que es

Tampoco es obvio cual es la funcién generadora para la funcion numeérica. Dicha funcién es

1
Az D —
@ 1-z-2¢

Por otro lado, la sucesién puede describirse mediante la relacion

Gy =dpe_ | T e

con la informacién de queag =1y a, = L.

Para una funcién numérica(sy, oy, @3, . . . , @, . . .},Una ecuacioén que relaciona a, para
cualquier r, a una 0 mas de lasa;, i <, es llamada una relacion de recurrencia. Una relacion
de recurrencia también se conoce como una ecuacion en diferencias, y estos dos términos
se usaran de modo indistinto. En muchos problemas de célculo discreto, algunas veces es
mas fécil obtener la especificacion de una funcion numérica en términos de una relacion de
recurrencia, que obtener una expresion general para el valor de la funcién numéricaenr o
una expresion en forma cerrada para su funcién generadora. Es obvio que de acuerdo con la

tEs obvio que una funcién numérica puede verse simplemente como una sucesion de nimeros reales y viceversa.
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relacion de recurrencia, podemos llevar a cabo un célculo paso por paso para determinar a,
a partir de a, . 1, a. 2,..., para determinar a; + 1, a partir de a, ar1 ,..., y asi sucesivamente,
siempre que el valor de la funcion en uno o mas puntos permita iniciar el calculo. Estos
valores obtenidos por la funcién se denominan condiciones de frontera. En el primer ejemplo
presentado, la condicién de frontera es ag = 1, y en el segundo ejemplo, las condiciones de
frontera son ag = 1y a; = 1. Asi concluimos que una funcién numérica puede ser descrita
mediante una relacion de recurrencia junto a un conjunto apropiado de condiciones de
frontera. La funcién numérica también se conoce como la solucién de la relacion de
recurrencia.

Otro paso aparte de la determinacion de los valores de una funcion numérica mediante
el calculo paso por paso, de acuerdo con una relacion de recurrencia, es obtener a partir de
la relacién de recurrencia una expresion general para la solucion o una expresion en forma
cerrada para su funcidn generadora. Resulta lamentable que no se conozca un método general
de solucion para manejar todas las relaciones de recurrencia. A continuacion estudiaremos
una clase de relaciones de recurrencia conocida como relaciones de recurrencia lineales con
coeficientes constantes.

103 RELACIONES DE RECURRENCIA LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES

Una relacion de recurrencia de la forma
Cf(]a,- + C|a,_ 1t (7;;},_2 +--+ (','ka,._;i =f‘(f‘) (101}

donde las letras Cj son constantes, se denomina relacion de recurrencia lineal con coeficien-
tes constantes. La relacién de recurrencia de (10.1) se conoce como relacion de recurrencia
de Pésimo orden, siempre que tantoC, como C; sean distintos de cero. Por ejemplo,

2a,+3a, ,=2"

es una relacién de recurrencia lineal de primer orden con coeficientes constantes. Del mismo
modo, tanto

3a,—5a, +2a, ;= +5 (10.2)

2

como
a+7a,_ ;=0

son relaciones de recurrencia lineales de segundo orden con coeficientes constantes. En este
capitulo restringiremos nuestro anlisis a relaciones de recurrencia lineales con coeficientes
constantes, ya que con frecuencia encontraremos esta clase de relaciones de recurrencia y
sabremos cdmo manejarlas.

Consideremos la relacion de recurrencia de (10.2). Supongamos que nos dan az = 3y
a4 = 6, podemos calcular as como

as__%l[_sxéﬁ-ZxB—(sz“'S)]_'18
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podemos calcular as como

ag '—‘_3—1[—5>< 18 +2%x6—(62+5)]= 1:1;9
y asi

@ =5 [Bx6-5x3-@+5)=9

Q :%E3X3—5x9—(32+5)]:25

ag “'—2—1{3><9—5x25~.(22+5)1:_1mg?

etcétera. Concluimos que (10.2), con los valores a; = 3 ¥ a, = 6, especifican por completo
a la funcién numérica discreta a.

En general, para una relacion de recurrencia lineal de i-ésimo orden con coeficientes
constantes como la mostrada en (10.1), si k valores consecutivos de la funcion numérica a,
Doyds Ok 10 + -+ » Gpy —1» SON CONOCidos para algin m, el valor de a,, puede calcularse de
acuerdo con (10.1), a saber,

1 . ,
== (T[} [C!am—1 +Cay, o+t Ckam k ~f(m)]
Ademas, el valor de a,,, { puede calcularse como
1
Lo =_€0 [Clam + CZam— gt Ckam—k+l _f(m +1)]

y los valores para a,, , 1, @, , 3, - - - pueden calcularse de manera similar. Asimismo, el valor
de a,, _ ;.. puede calcularse como

1
k-1 =_a[cﬂam—l+clam—2+ c A oyt —fm = 1))
y el valor dea,, _; _, puede calcularse como

1 . . .
Ay k-2~ _C_*k [Cﬂam—E ! (‘lam 3T + (".f( 19— k=1 '.f‘('m 2)]

Los valores para ¢, _ z - 2, @ - k-4 - - - PuU€den calcularse en forma similar. En realidad, para
una relacidn de recurrencia lineal de Pésimo orden, los k valores aj consecutivos siempre
son suficientes para determinar de manera Unica a la funcion numérica a. En otras palabras,
los k valores aj consecutivos constituyen un conjunto apropiado de condiciones de frontera.
Por otro lado, para una relacion de recurrencia lineal de k-ésimo orden con coeficientes
constantes, menos de k valores de la funcién numérica no seran suficientes para determinar
de manera Gnica a la funcién numérica. Por ejemplo, sea

ata,_\ta,_,=4 (10.3)
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Si sabemos que a, = 2, podemos encontrar muchas funciones numéricas que satisfagan la
relacion de recurrencia y la condicién de frontera dada. Asi,

2,022, 02 20,2 2,0,..
2,2, 0, 2,2, 0,2,2, 0,2,2,...
2,5,-3,2,5,-3,2,5-3,2,...

son todas posibilidades. Ademés, mas de k valores de la funcion numérica podrian hacer
imposible la existencia de una funcién numérica que satisfaga la relacion de recurrencia y
las condiciones de frontera dadas. Por ejemplo, para la relacion de recurrencia en (10.3), si
nos dicen que

ag=2 a,=2 ag=2

entonces obviamente ag, a; y a, no satisfacen la relacion de recurrencia. En consecuencia,
ninguna a puede satisfacer (10.3) y las condiciones de frontera.

Los k valores no consecutivos de las aj podrian 0 no constituir un conjunto apropiado
de condiciones de frontera, segin sea la relacion de recurrencia especifica que tengamos.
Aqui no estudiaremos el problema de determinar cuando un conjunto de valores constituye
un conjunto apropiado de condiciones de frontera, ya que no es un problema significativo.
Véase, no obstante, el problema 10.8.

Debemos sefialar que si una relacion de recurrencia de &-ésimo orden no es una relacion
de recurrencia lineal con coeficientes constantes, k valores consecutivos de la funcion
numérica podrian no especificar en forma Unica una solucion. Por ejemplo, consideremos
la relacién de recurrencia

aﬁ*ar 1=

h

Si ag = 1, observamos que

1,2,\5,.,‘
1,2,-43, ...
1,-2,V7, ...

son todas soluciones para la relacion de recurrencia que satisfacen la condicion de frontera.
Restringiremos nuestro andlisis a la solucion de relaciones de recurrencia lineales con
coeficientes constantes. Hacerlo asi implica una ventaja significativa. Ya que sabemos que
para un conjunto de condiciones de frontera dadas, la solucién a la relacion de recurrencia
lineal con coeficientes constantes es Unica, siempre y cuando seamos capaces de encontrar
la funciéon numérica que satisfaga las condiciones de frontera asi como la relacion de
recurrencia, y ésta sera la solucién que buscamos. Este argumento empieza a aclarar el
"misterio” del procedimiento de solucion que vamos a presentar. Determinaremos la
solucion "adivinando™ cudl deberé ser. La justificacion para adivinar es simplemente que
hacerlo funciona: cuando el procedimiento origina una solucion para la relacién de recurren-
cia, ésta serd la solucion correcta.
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104  SOLUCIONES HOMOGENEAS

La solucién (total) para una ecuacion en diferencia lineal con coeficientes constantes es la
suma de dos partes, la solucién homogénea, que satisface la ecuacion en diferencias cuando
el lado derecho de la ecuacion se hace 0, y la solucidn particular, que satisface la ecuacion
en diferencias con f (r) en el lado derecho.” En otras palabras, la funcién numérica discreta
que es solucién de la ecuacion en diferencias es la suma de dos funciones numéricas discretas
-una es la solucion homogeénea y la otra es la solucion particular.Sean a® = (af?, af?, . . .,
a®, ...} la solucion homogénea ya® = (afp?, o, . . ., &, . . )la solucion particular a la
ecuacion en diferencias. Puesto que

C'gaﬁh) + C'la(,h_) | T T (:‘ka(rh—)k = O (104}
y -
tenemos que Coa) + Craff)  + -+ Craldy = [ (r)
Co(dP +a) + Ci(af +dp) )+ -+ Clalld y + alf) ) = f(r)

Es obvio, la solucion total, a = a® + a®) satisface la ecuacion en diferencias.

En este momento, es probable que el lector esté intrigado por nuestro interés en la
solucién homogénea de la ecuacion en diferencias. En primer lugar, parece que la solucion
particular podria ser la solucién que buscamos. En segundo lugar, la solucion homogénea
ni siquiera satisface la ecuacion en diferencias dada [Observemos que el lado derecho de
(10.4) es igual a 0]. No obstante, recordemos que muchas funciones numéricas discretas
satisfacen la ecuacion en diferencias, pero s6lo una de ellas satisface simultdneamente las
condiciones de frontera. Como veremos mas adelante, en la seccion 10.6, la solucién
particular por si sola, en general, no satisfara las condiciones de frontera, pero podemos
ajustar la solucion homogénea para que las soluciones totales satisfagan la ecuacion en
diferencias, asi como las condiciones de frontera.

Una solucién homogénea para una ecuacion en diferencias lineal con coeficientes
constantes es de la forma.4af, dondea, se conoce como una raiz caracteristica y A es
una constante determinada por las condiciones de frontera. Si sustituimos 4" por a, en la
ecuacion en diferencias en el lado derecho de la ecuacion igual a 0, obtenemos

Coda + CiAa 1+ Coda 2+ -+ Cda =% =0
Esta ecuacion puede simplificarse como

C(:.ka'f' Clak_] + Cg(lk 24 (:;,: 0

T Para el lector que ya haya estudiado ecuaciones diferenciales, la analogia entre la solucién de ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes constantes y la de ecuaciones en diferencias lineales con coeficientes
constantes debe ser obvia. En realidad, ésta es la razon de que usemos la frase ecuaciones en diferencias lineales
con coeficientes constantes en lugar de apegarnos todo el tiempo a la frase relaciones de recurrencia lineales
con coeficientes constantes.



RELACIONES DE RECURRENCIA'Y ALGORITMOS RECURSIVOS 313

la cual se conoce como la ecuacion caracteristica de la ecuacion en diferencias. Por tanto,
sit; es una de las raices de la ecuacidn caracteristica (ésta es la razon de que a] se
Ilame raiz caracteristica),Ac] es una solucién homogénea de la ecuacion en diferencias.

Una ecuacion caracteristica de k-ésimo grado tiene k raices caracteristicas. Supongamos
que las raices de la ecuacion caracteristica son todas distintas. En este caso es sencillo
verificar que

a) = Ajaf + Ayok + - - -+ Ao

también es una solucion homogénea de la ecuacion en diferencias, donde o, @3, . . . , &z SON
las distintas raices caracteristicas y4;. 4y, . . . , 4; son constantes que estan determinadas
por las condiciones de frontera.’

Consideremos de nuevo el ejemplo de la sucesion de nimeros de Fibonacci analizado en
la seccion 10.2. La relacién de recurrencia para la sucesion de nimeros de Fibonacci es
aG=d._1%a.,

La correspondiente ecuacion caracteristica es

al-g-1=0

la cual tiene dos raices distintas

Oy =

De lo cual se obtiene que
a4, (1 +7J5") 4, (1 —zwf's']

es una solucion homogénea donde las dos constantes Ay A, seran determinadas a partir
de las condiciones de fronteragy, =1y a; = 1.

Ahora supongamos que algunas de las raices de la ecuacion caracteristica son raices
multiples. Sea a; una raiz de multiplicidad m. Mostraremos que la correspondiente solucion
homogénea es

A=+ Ay =24t Ay P Ay 7+ A

donde las constantes Aj serdn determinadas por las condiciones de frontera. Es claro que
Anof es una solucién homogénea de la ecuacion en diferencias de (10.1). Para mostrar
que A4,,_reef también es una solucion homogénea, recordemos que oy no sélo es una raiz
de la ecuacion

Cot” + Cya” 1+C2l1r'2""" *.Ckar—k=0 (10.5)

t La pregunta sobre la unicidad de la solucién seré analizada mas adelante.
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| Ejemplo 10.2

Ejemplo 10.3

10.5

sino que también es una raiz de la derivada de la ecuacion (10.5),

Cora” V+Cir = Do 24+ Cy(r =34+ + Cfr — ko k- 1=0 (10.6)

debido a quew, es una raiz maltiple de (10.5). Si multiplicamos (10.6) por 4,, _ oy
remplazamos & por ¢, obtenemos

CoAyy — 1ot + CiA,, (F = Doy~ !
FC Ay (r =22t Oy, g (r = K K =0

lo cual muestra que A,, _ ¥t} €s una solucion homogénea.

El hecho de que a] satisfaga la segunda, tercera,. . ., (m~ 1}-€sima ecuaciones derivadas

de (10.5) nos permite demostrar qued,, _ #2ef, A, _ 30, .. ., 47"~ laf también son
soluciones homogéneas de manera similar.

Consideremos la ecuacion en diferencias:

ap+6a,_y+12a,_,+8a,_3=0
La ecuacion caracteristica es
ot +602+ 1200+ 8=0
Asl,
) = (Ar? + Agr + A3)(-2Y

s una solucién homogénea ya que -2 es una raiz caracteristica triple. 0
Consideremos la ecuacidn en diferencias
4a,-20a,_ 1+ 17a,_»—4a,_,=0
La ecuacidn caracteristica es
403 - 2002+ 1700 -4 =0
y las raices caracteristicas son &, 4, 4. En consecuencia, la solucion homogénea es
d) = (Ayr + A)Q) + A5(4) -

SOLUCIONES PARTICULARES

No existe un procedimiento general para determinar la solucion particular de una ecuacion
en diferencias. No obstante, en casos simples, esta solucion puede obtenerse mediante el
método de inspeccién. Como se demostrara en los ejemplos de esta seccion, primero
estableceremos la forma general de la solucion particular de acuerdo con la forma de/(r),
y luego determinaremos la solucion exacta de acuerdo con la ecuacion en diferencias dada.
Consideremos la ecuacion en diferencias

a,+5a,_y +6a,_, = 3r (10.7)
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Supongamos que la forma general de la solucion particular es
Pir2 + Py + Py {10.8)

dondeP;, P, v Py son constantes a determinar. Al sustituir la expresion (10.8) en el lado
izquierdo de (10.7), obtenemos

P1r2+P2r+P3+5P|(r—l)2+5P2(r—l)" Spq
+6Py(r = 22 + 6P(r — 2) + 6P5

lo cual se simplifica como
12P1r2 — (34P, — 12Py)r + (29P) — 17P5 + 12P3) (10.9)
Si comparamos (10.9) con el lado derecho de (10.7), obtenemos las ecuaciones
12P) =3
34P1 - lZPZ =0
29P, - 7Py + 12P3 =0
de lo cual se obtiene
Pr=: Pr=4 Py=3
Por tanto, la solucion particular es
W=
En general, cuando f (r) es de la forma de un polinomio de gradoten r
Firt + Fyr' =t A Fyr + Fp
la solucidn particular correspondiente sera de la forma

Plrf}P2H_1+"'+P;."+PH1

Consideremos la ecuacion en diferencias
at3a,_+6a,..,=3r"-2r+1 {10.10)
La solucién particular es de la forma
Pyt + Py + Py (10.11)
Al sustituir (10.11) en (10.10), obtenemos
Plf‘2 +P2!" + P3 + SPI(.P' - 1)2 + SPQ(?"" 1) + 5P3
+6Pr =22 +6Py(r—2) +6P; =372 -2r + 1
lo cual se simplifica como
12Py2 — (34P; — 12P,)r + (29P, - 17P, + 12P3) =32 -2r + | (10.12)
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Ejemplo 10.5

Al comparar los dos lados de (10.12), obtenemos las ecuaciones

12P, =3
34P, - 12P; =2
29P, — 17Py+ 12P; = |

de lo cual se obtiene
P] =
Por tanto, la solucidn particular es

ap) = Lp + by + 2L
4 4 158

Consideremos la ecuacion en diferencias

a,— Sa,q + 60,._2 =1 (1013)

Puesto que f (r) es una constante, la solucién particular también sera una constante P. Si
sustituimos P en (10.13), obtenemos

P-5P+6P=1
Esto es,
2P =1
o
! )
Otro ejemplo, consideremos la ecuacidn en diferencias
a,t3a,_t+béa,_,=42.- 4 (10.14)
Suponemos que la forma general de la solucién particular es
Py (10.15)
Si sustituimos (10.15) en el lado izquierdo de (10.14), obtenemos
P4 +5P4r-1+6P4r-2
lo cual se simplifica como
np4gr (10.16)

Al comparar (10.16) con el lado derecho de (10.14), obtenemos

P=16

Por tanto, la solucion particular es

ap) =164
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En general, cuando f (r) es de la formaB*, la correspondiente solucidn particular es de
la forma PR, si B no es una raiz caracteristica de la ecuacion en diferencias. Ademas, cuando
f(r) es de la forma

(F]I”‘f‘ Fz?‘l_ T4 FI,!‘ t FF+ |}ﬁr

la solucion particular correspondiente es de la forma
(Prr'+ Pyttt P+ P

siP no es una raiz caracteristica de la ecuacion en diferencias. Analicemos el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 10.6 Consideremos la ecuacion en diferencias

a,ta, =32 (10.17)
La forma general de la solucion particular es
(Pyr + Py)2" (10.18)
Al sustituir (10.18) en (10.17), obtenemos
(Pyr+ P27+ [Py(r— 1)+ PyJ2r~ 1 = 3p2"
lo cual se simplifica como
IP\2T+ (— 1Py + 3P))27 = 312" (10.19)
Al comparar los dos lados de (10.19), obtenemos las ecuaciones
Py =3
p, —P1+P =0 -
Asi,
ap = (2r + 227

y la solucion particular es a

Para el caso en que 3 sea una
de la forma

(Fyr' + Fyr' =V 4 Fir v F B
la solucidn particular correspondiente es de la forma
PP APy e A Pt P )BT

Examinemos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 10.7 Consideremos la ecuacion en diferencias

a,—2a,_1=3-2" (10.20)
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Ejemplo 10.8

Ejemplo 10.9

Debido a que 2 es una raiz caracteristica (de multiplicidad 1), la forma general de la
solucion particular es

Pr2r (10.21)
Si sustituimos (10.21) en (10.20), obtenemos
Pr2r =2P(r—1)2r-1=3.2"

esto es,
prr=3.72
0
P=3
Asi, la solucion particular es
alb) = 3,27
o
Para la ecuacion en diferencias
a—4a,_tda._,=(r+ 1327 (10.22)

ya que 2 es una raiz caracteristica doble, la forma general de la solucion particular es

PP+ Py)2 (10.23)

Al sustituir (10.23) en (10.22), obtenemos, después de

6P\ 2" = 2"
(6P +2Py)2" =2r
simplificar:

Py = Py=1

1
[
de lo cual se obtiene

Asi, la solucién particular es

ap =72 [‘E* 1)2r

a
a=da,_1+7 (10.24)

Consideremos la ecuacion en diferencias

Puesto que 1 es una raiz caracteristica de la ecuacién en diferencias y 7 puede ser escrito
como7 - 1", la forma general de la solucion particular es Pr (el lector debera averiguar
qué sucede si suponemos que la forma general de la solucion particular es P). Si
sustituimos @ =Pr en (10.24), obtenemos

Pr=Pr—1)+7
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esto es
P=7
a
Ejemplo 10.10 Para la ecuacién en diferencias
a,— zar—] f .2 =17
hacemos a'#? = Pr2. Exhortamos al lector a llevar a
queP =1
: m}

Ejemplo 10.11

Consideremos la ecuacion en diferencias
a,—5a,_;+6a,_,=2"+r
La forma general de la solucion particular es
P]r2’+P2r+P3

(Observemos que 2 es una raiz caracteristica de la ecuacion en diferencias). La
sustitucion y comparacion daran lugar a que

P1=—2 P'2=—:7 P3=

N

- +1 1 1
P =2t et ]

10.6 SOLUCIONES TOTALES

Ahora debemos combinar la solucién homogeénea vy la solucién particular y determinar los
coeficientes indeterminados de la solucién homogénea. Para una ecuacién en diferencias de
yfc-ésimo orden, los k coeficientes indeterminados4;, A», . . . , A de la solucion homogénea
pueden determinarse mediante las condiciones de frontera, &, &, , 1> -+ - > Oy 4 1> Para
cualquier ry. Supongamos que las raices caracteristicas de la ecuacion en diferencias son
todas distintas. La solucion total es de la forma

a,=Ayaf + Ao+ A eg plr)
de ecuaciones lineales: n particular. Asi, para r =7, »,+1,...,r,+k— 1, tenemos el sistema
ar[, ——A_lalrn -+ Aza{[: 4. Aqur” + p(ro)
Gy vy = A0+ Ao ot T+ Aot T plrg 1) (10.25)
Ir.u»k | = 1C,H‘rn_Jf.ic—l + Azu{@ th=1 1 . .4 Akukr"’+k 1 P(_?’o Ny - ])

Estas k ecuaciones lineales pueden resolverse paraAy, As, . . ., AxPor ejemplo, para la ecua-
cién en diferencias de (10.14), la solucién total es

a4, = Af=2Y + A3y + 16 - 4
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Supongamos que nos dan las condiciones de fronteraa, =278 y a5 = 962. Al sustituir estos

valores,

278 = 44, + 94, + 256

962 = —84; — 274, + 1024
obtenemos

A =1 Ay=2

Asi,

a, = (2 +2(=3y+16 -4

es la solucion total de la ecuacion en diferencias.

¢CO6mo podemos asegurar que las soluciones de las k ecuaciones en (10.25) siempre son
Gnicas? Se puede demostrar matematicamente que éste es el caso.fNo obstante, de la
seccion 10.2, recordemos que demostramos la unicidad de la solucién de una relacion de
recurrencia lineal con coeficientes constantes de k-ésimo orden para cualesquiera
condiciones de frontera consistentes de k valores consecutivosa,., @, , ys -« s @y 44— 1-EN
consecuencia, la
unicidad de la solucion de la relacién de recurrencia garantiza la unicidad de las soluciones
de las k ecuaciones en (10.25). Por otro lado, si nos dan el valor de una funcién numérica en
k puntos no necesariamente consecutivos, aungque podemos establecer un sistema de k
ecuaciones para los coeficientes indeterminadosA4,, A,, . . . , Ag similar al de (10.25), ya que
la solucién de la relacién de recurrencia podria no estar especificada en forma Gnica por
dichas condiciones de frontera, no siempre sera el caso de que podamos encontrar la solucion
de estas ecuaciones en forma Unica.

Cuando no todas las raices caracteristicas de la ecuacion en diferencias son distintas, se
puede llevar a cabo una derivacién similar a la presentada con anterioridad. De nuevo, los
coeficientes indeterminados en la solucién homogénea pueden determinarse en forma Gnica
mediante el valor de la funcién numérica en k puntos consecutivos.

107 SOLUCION POR EL METODO DE FUNCIONES GENERADORAS

En lugar de encontrar la solucién de una ecuacion en diferencias mediante una expresion
para el valor de una funcién numérica como hemos hecho hasta el momento, también
podemos determinar la funcién generadora de la funcién numeérica a partir de la ecuacion en
diferencias. En muchos casos, una vez que se determina la funcion generadora, una expresion
para el valor de la funcién numérica puede obtenerse facilmente. Consideremos la relacion
de recurrencia

a,=3a,_,+2 rzl (10.26)

con la condicion de fronterag, = 1. Permitasenos sefialar que en (10.26) escribimos de
manera explicita (por primera vez en este capitulo) que la relacion de recurrencia es valida

+ Véase, por ejemplo, el capitulo 3 de Liu [5].
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solo para * z 1, un hecho que conociamos implicitamente a lo largo de todo lo anterior.
Observemos que para r = 0, la relacion de recurrencia se convierte en

ay=3a_j+2

Puesto que a_ no esta definida, no podemos suponer que la relacion de recurrencia sea véalida
para r = 0. En general, dada una ecuacién en diferencias de ¢-ésimo orden que especifica
una funcién numérica, debemos conocer para qué valores de r es valida la ecuacion. Primero,
observemos que la ecuacion es valida s6lo sir z &£ debido a que, para r < £, la ecuacion
involucrara valores de aj que no estan definidos. Ademas, en muchos casos una ecuacion en
diferencias se origina a partir de un problema fisico en el cual el valor de aj es significativo
sOlo para i 2 ¢, para algin t mayor o igual a 0. En ese caso, la ecuacion en diferencias
es vélida sélo parar -k z t.
Al multiplicar ambos lados de (10.26) por z",obtenemos

az" =3a, 2"+ 27" rzl (10.27)
Si sumamos (10.27) paratodo , > 1, obtenemos

)

Za,z’;SZa,_]z’+ZZz’
r=1 r=1

Observemos que r=1

> a2z = A(2) - ag

r=1

oo

o
za,_1z" =zZa,_lz’"1—zA{z)

r=1 r=1
St
_ 1-z
Luego obtenemos que r
- 2z
Esto es, A(z) - ay = 3zA4(z) + -

2z
la cual se simplifica como (1-32)4@)=7—+1

1
. (1-324() ==
B 1+z
A0 = a0 -3
2 1

:1~3z#1—z
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Por tanto, tenemos que
a,=2-3"-1 rzQ
Ahora estableceremos un procedimiento general para determinar la funcion generadora
de la funcidn numérica a a partir de la ecuacién en diferencias

Coa,+Cia,_ +Coa, g+ + Gy 3 =F )
la cual es valida parar 2 5, donde s 2 k. Al multiplicar ambos lados de esta ecuacion por z'
y sumar desde # = 5 hasta = o, obtenemos

o

Z (Coa,+ Cia, 1 +Cha, 5+---+Cia,_p)z"= Zf(r}z’

r=4% F=x
o
Z Coaz" =Cold(@) —ag—aiz—az? = —a,_ 12~ 1]
F=s
o
Z Ciay 12" = Cizld(z) —ag —~ayz —az* — - - —a,_ 4257
r=5
o
Z Crap_ 32" = CEMA@) —ay—aiz —apz? = - —a,_ 328 K1)
r=x
"x
1 .
A@z) = — — Zf(r)z’
Co+Ciz+-- + (g2 L,__,
+Colag +aiz +apz® + - - +a;_ 2" 1)
+Cizlag +ayz + apzt + -+ ay 0z Y)
1
+CpzMag +az+ a2t 4 a2k J

puesto que tenemos
Abordemos més ejemplos ilustrativos:

Ejemplo 10.1zl Supongamos que lanzamos una moneda r veces. Existen 2" posibles sucesiones de
' resultados. Queremos conocer el nimero de sucesiones de resultados en los cuales nunca
apareceran caras en lanzamientos sucesivos. Sea a, el nimero de dichas sucesiones.
Para cada sucesion de r - 1 caras y cruces en la cual no hay caras consecutivas, podemos
agregar una cruz para obtener una sucesion de r caras y cruces en la cual no hay caras
consecutivas. Para cada sucesion de r - 2 caras y cruces en la que no hay caras conse-
cutivas, podemos agregar una cruz y luego una cara para obtener una sucesion de r caras
y cruces en la cual no hay caras consecutivas. Ademas, éstas abarcan la totalidad de
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sucesiones de r caras y cruces en las que no hay caras consecutivas. Tenemos asi la
relacion de recurrencia

a=a,_y+a,._, (10.28)
Observemos que a; =2 ¥ &, = 3.El valor de a, no tiene significado fisico, y una opcién
razonable para su valor es 0. En este caso, la ecuacion en diferencias no es valida para
r =2, yesvalida sdlo parar Z 3. Ahora procederemos a mostrar cdmo podemos
obtener A{z) a partir de (10.28). Si multiplicamos ambos lados de (10.28) por z" y
sumamos desde r = 3 hastar = «, obtenemos

Z arz, = z ar— ]Zr + Z ar—ZZr
r=3 r=3 r=13
Esto es,
A(z) = ayz? — a2z — ay = z[A(z) — a1z — ag) + 2°[A(2) — ap)

lo cual se simplifica como

Si expresamos A(z) como

Ay =1 + B30 5+335)10
1-[1+V5)2]z 1-[(1-3)2)z

vemos que
(0 r=0
TTIS3(1eN5)  SSe3W(1-N5)
10 L 2 ) 10 \ 2 ) -

Puesto que el valor de ay no tiene significado fisico, podemos optar por hacer a; = 1
en lugar de 0, de manera que la ecuacién en diferencias de (10.28) es vélida para r 2; 2.
En ese caso, podemos multiplicar ambos lados de (10.28) por z" y sumar desde r = 2
hasta r = 0o. Entonces obtenemos

ol ol o

) r= r e
Z“rz Zar—lz + Z“r 2
r=2 r=2 F=2

Esto es,
A(z) — ayz — ap = 2[4(z) — gp] + 22 A(Z)
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Ejemplo 10.13

Ejemplo 10.14|

de lo cual se obtiene que

— = e —F
a=5+3\a5(_1+w5;_—5+3w5(1--—w‘5 0
10 | 2 J 10 | 2 -

Resolvamos la ecuacién en diferencias del ejemplo 10.11 mediante la determinacion de
la funcion generadora A{z). Para la ecuacién en diferencias

a,—-S5a,_ +6a,_,=2"+r rz2
con las condiciones de frontera @, =1y a; = l,yaque
o w oo o o0
Za,z’ -5 Z a,_z" + 6 Za-,_gz” = Z 27" Z rz’
r=12 r=2 r=2 r=2 r=2

obtenemos

A(z) = ay — ayz = 5z[A(z) - ay] + 6224(z) = 1—4222—2 { {Fl 7 -1 r|

lo cual se simplifica como

_1-82+2722 352 + 142

A(z) : ;
(1 -2)2(1 - 22)%(1 - 32)
A 32 T
-z (1-2?% 1-2z (1-22¢% 1-3z
En consecuencia, tenemos
5,1 17
==+—=(r+1)=3-27-2r+12r+—3r
a =3 z(r =327 =-2(r+1)2 43
:Z f._ r+l _ 5. 9r _l?"'r
4+2 F2 5-2r+ 23

Sugerimos al lector hacer un seguimiento de la derivacion de la relacién entre una
funcion numérica y su funcion generadora.

Consideremos una cierta reaccion nuclear en el interior de un reactor que contiene
nlcleos y particulas nucleares de baja y alta energia. Existen dos tipos de eventos: 1)
una particula de alta energia choca con un nicleo y es absorbida, por lo que se origina
la emision de tres particulas de alta energia y una particula de baja energia; 2) una
particula de baja energia choca con un nlcleo y es absorbida, lo que origina la emision
de dos particulas de alta energia y una particula de baja energia. Supongamos que
cualquier particula libre causara un evento 1 us después de ser emitida. También, que
una sola particula de alta energia se inyecta al tiempo 0 dentro de un sistema que contiene
solamente nucleos. Queremos determinar el nimero de particulas de baja y alta energia
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en el sistema a un tiempo igual a» ps. Sean 4, y b,el nimero de particulas de alta y baja
energia en el tiempo r, respectivamente. Tenemos que

ft

a = 3a,_+2b,_,

(10.29)
br = ar—l+br~l

Observemos que éstas son dos ecuaciones en diferencias simultaneas para las funciones
numéricas a y b. Las ecuaciones son validas parar z 1,y tenemos las condiciones
de frontera

a9 = 1 bo =0
A partir de (10.29) obtenemos

r=1 r=1 r=1

a0 ) o
Zbr:r; Zar—17r ' Zbr—]"
r=1 r=1 r=1

A(z) = 1 = 3zA(z) + 2zB8(z)

(10.30)
B(z) = zA(z) + zB(2)
De las ecuaciones (10.30) despejamos A(z) y B(z), y obtenemos
A - 172 - G+V3)6 | G -V3)6
1—4z+22 1-Q+Bx 1-2-B)
Bz - z _ 3 3
1-4z+22 1-Q2+V3) 1-2-)
Y se tiene que
a =3 +6\{3_ @+ By +2 _6@ @-V3y
b, = ) (2+V3y- i) 2-\3y
6 6 -

En el ejemplo 10.14 demostramos cdmo podemos encontrar la solucion de un conjunto
de ecuaciones en diferencias simultaneas mediante la técnica de funciones generadoras. A
partir de un conjunto de ecuaciones en diferencias simultaneas que relacionan varias
funciones numéricas, podemos obtener un conjunto de ecuaciones (algebraicas) simultaneas
que relacionen a sus funciones generadoras. Estas ecuaciones pueden resolverse para encon-
trar expresiones en forma cerrada para las funciones generadoras.
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108 ALGORITMOS DE ORDENAMIENTO

Regresemos al ejemplo de la seccion 10.2 en el cual mostramos que la funcién numérica
(3%, 31,32, ..., 3",...) puede especificarse mediante la relacion de recurrencia

a.=3a,_ (10.31)

con la condicidn de frontera a, = 1. La ecuacion es una especificacion recursiva del valor
de a en r. Esta dice que sia,_,es conocido, entonces a, puede calcularse como el triple
de a,_;. No obstante, si a,_, es conocido, entonces &,_; puede calcularse como el
triple de a,_,; st a,_4 es conocido, entonces a,_, puede calcularse como el triple
dea,_; Yy asi sucesivamente. Por tanto, conocer a, es suficiente para determinar a, para
cualquier r. Al recordar nuestro andlisis de la seccién 10.1, nos damos cuenta que tal punto de
vista no esta restringido a la descripcion de funciones numéricas. Esto sugiere una manera
concisa y estricta para describir algoritmos computacionales. En esta seccion mostramos
algunos ejemplos a partir del problema de ordenamiento. Como se estudio en la seccidn
8.2, el ordenamiento de n nimeros que estan almacenados en n registros x, Xz, ..., Xy,
entendemos
el rearreglar el contenido de los registros de manera que los contenidos de los registros
rearreglados ¥y, x5, . . . , X,, Se encuentren en orden ascendente. Un método de ordenamiento
consiste en una sucesion de pasos de comparacion, cada uno de los cuales compara el
contenido de los registros x; y x; y coloca el nimero menor en xj y el mayor en Xxj.
Denotaremos un paso de comparacion por A(x;, x,).

Primero presentaremos el algoritmo de ordenamiento de la seccion 8.2, ORDENAMIEN-
TOBURBUJA. Nuestra descripcion del algoritmo sera diferente a la presentada en la seccion
8.2, en el sentido de que mostraremos una especificacion recursiva del algoritmo.™ Introdu-
cimos una notacién que nos permitira dar una especificacion "simbélica” del algoritmo. Sea
S(xy, x5, . . ., X,) el algoritmo de ORDENAMIENTOBURBUJA que ordena los niimeros en
los registros x;,x3,...,%,en orden ascendente, y sea jel W(x), x,,...,x,) algoritmo MAYOR2
presentado en la seccion 8.2 que coloca en el registro x, al nimero mayor de entre los
ntmeros de los registrosxy, ¥s, - . . , X, .T€ENEMOS que

S(xl’x% e sxn)é M(xh Xy eee sxn)S(xl»xls cee s Xp o l) (1032)

El simbolo 4 significa "estd definido como" y la concatenacién de los simbolos de los
procedimientos significa la ejecucion secuencial de los procedimientos correspondientes de
izquierda a derecha.Mix,, x5, . . . , x,)puede definirse como

M(xla Xpp v ves xn) é A(x])xZ)A(st I3) e A(xn— 2 Xy ])A(xn— I» xrl)
lo cual es la especificacion exacta del algoritmo MAYOR2 de la seccion 8.2. La relacion
(10.32) puede escribirse como

S(xq, X2, .« 5 Xp) & Alxy, X2)A(X, X3) -+ - -

A(xn -2 Xy E_)A(xn 12 XM)S(XI: Xoy e e Xy !)

t Le recordamos al lector que el algoritmo de ordenamiento burbuja presentado aqui es el mismo que el presentado
en la seccion 8.2 en el sentido de que éste consiste en exactamente la misma sucesion de pasos de comparacion.
La Unica diferencia es la manera en que se especifican los pasos de comparacion. En general, un algoritmo puede
describirse de diferentes maneras, pero las mas comunes son no recursivos y recursivos.
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la cual es una descripcidn simbdlica del algoritmo ORDENAMIENTOBURBUJA. Con la
condicion de frontera
8(xy, x)) & A(x), %))

nuestra especificacion recursiva del algoritmo esta completa. Como
un ejemplo explicito, observemos que

S(x1, %2, %3, x4) & Ay, 2)A(x, 23)A(x3, X4)S(x1, %3, X3)
& Alxy, x)A(xy, X3)A(x3, X4)A(01, X2)A(xy, x2)S0r1, %2)
& AQxy, x2)A(ry, X3)ACe3, X4)A(xy, X3)A(, X3)A 01, X3)
Sea a, el nimero de pasos de comparacion que el algoritmo de ordenamiento burbuja
requiere para ordenar n nimeros. De acuerdo con (10.32), tenemos que
a,={n-1)+a,_, {10.33)

Al hallar la solucién de la relacion de recurrencia en (10.33) y usando la condicion de frontera
aj = 0, obtenemos™

nn-1)
n 2

a

Ahora presentaremos otro algoritmo de ordenamiento conocido como algoritmo de
Bose-Nelson, hecho por R. C. Bose y R. J. Nelson (véase Bose y Nelson [2]), al cual
denotaremos por 7(x, x5, . . . , x,,). Para simplificar nuestro analisis, supongamos que la
cantidad de nimeros a ser ordenados es una potencia de 2. SeaP[(x,, x5, . . . , ¥} (%, 4 1
X425 -+ - X20)] UN algoritmo que arreglara los nimeros en los registros x;, Xz, . . . , ¥3,€N
orden ascendente puesto que los nimeros en los registros x, xs, . . . , x,,ya habian sido
arreglados en orden ascendente, al igual que los nimeros en 10s registros x,, , 1, Xy e 20 -+ « 5
Xin. ES claro,

-}r‘(x]sxza e !xzn]g T(xhxzv L] 1xn);r{xn4 IsXn+2s - - -xzm}
P[(xlaxla .. sxn)a (xn o PR PR 3-‘2:&)1 (1034)

En otras palabras, para ordenar los 2n nimeros en los registrosxy, xs, - . . , Xa,, Primero
podemos ordenar 10s n NUMeros enxy, Xz, - - ., X, ¥ 105 N NUMEros en.x, , 1. Xy 425+« + s ¥z
y entonces combinar las dos sucesiones ordenadas en una. El algoritmo P(x, x4, . . ., X}
(X, . 1» Xne 2> - - - » X2,)] puede definirse recursivamente como:

Pl Xos ooy X (s 10 Xnae2s -+ - > X))
& P[(x1, %2, ooy Xu2)y B 15 Xne 20 -+ Xan2)]
Pl s 15 %2 420+ -2 Xms K32 4 15 %302 425+ -+ - 5 X))
P2 415 Xn24 2+« s Xm)s K s 1 Xn s 2o -+ -5 X3p2)] (10.35)

Véase el problema 10.10.
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nUmeros, de entre los 2« nimeros en los registros, en los registros x,, x,, . . . , X,, €n orden
ascendente. De modo similar, P[(xX,5 . s Xp21 25+« « « Xo)s K30 1 15 X302 425« « -+ X3,)] COlOCA
los n/2 mayores nimeros, de entre los 2« nimeros en los registros, en los registros x3, . 1,
X3,7 420 - - - » X3, €0 Orden ascendente. Por GItimo. Pl(x,n 4 15 X2 202 X (B0 11 X s 20 -+
x3,52) | coloca los n restantes de los 2« nimeros en 10S registros Xy ., 1, Xpn 4 25 - -+ » X3 €N
orden ascendente. Si aplicamos las relaciones (10.34) y (10.35) repetidamente, podemos
expresar T(x;, x5, . . ., X,,), 1 =27, como una sucesion de procedimientos de las formas T\xj,
x,) ¥ Pl(x,),(x))]. No obstante, tanto 7(x; x;) como P[(x,), (x,)] son iguales a A(x;, x;).
Por ejemplo, observemos que

Observemos que P[(x;, X3, . . ., %,n), (X415 X2 - - - » X3,1)] cOloca a los n/2 menores

T(xy, X3, X3, x4) 8 T(xy, X5)T(x3, X4)P[(x), x3), (x3, X4)]

Puesto que
Ttxth) & A(xth)
T(x3, x4) 2 A(x3, X4)

Plxy, x2), (x3, x4)] 2 PI(x1), (e3)]PI(x2), (x)]PL(x2). (x3)]

& A(xy, x3)A(xa, x4)AQxy, x3)
tenemos que

T(xy, Xg, %3, xq) & AQxy, X)A(x3, x)A(xy, x3)A(, x4)A(x;, X3)

es una especificacion completa de un algoritmo que ordena cuatro nimeros almacenados en
los registros xj, xs, X3, X.

Sea ¢, el nimero de pasos de comparacion que realiza P[(x;, x5, .. ., X50), (x50, 1y X374 2,
..., Xy+1]. De acuerdo con la relacién en (10.35), tenemos que

¢ =3¢, (10.36)
Si hallamos la solucion para (10.36) con la condicion de frontera ¢; = 1, obtenemos
¢, =3

Sea d, el nimero de pasos de comparacion que realiza el procedimiento  7{x}, x5, . . . , Xyr}.
De acuerdo con la relacion (10.34), tenemos que

d,=2d,_,+e,_,
(0]
d,=2d,_,+3"! (10.37)
Si resolvemos (10.37), obtenemos
d,=B2r+3"

A partir de la condicion de frontera dj, = 0, determinamos que B = —\. Asi,

d,=3 -2



RELACIONES DE RECURRENCIA Y ALGORITMOS RECURSIVOS 329

Y

Y3

Y2

Y1

X3

X2

s

Figura 10.1

Otro algoritmo es el conocido como la mezcla par-impar, hecho por K.E. Batcher (véase
Batcher [1]), al cual denotaremos por &4x;, %5, - . . , X,). SUPONEMOS que n es una potencia
de 2. Sea

U(xlst; s ’xln) g U(xI)xZ! e )xn)U(xn-i- LXreds o !xzn)
BlOeg, x2, o, X s 15, %002 - - -5 X2)) (10.38)

donde el algoritmo B se define como

Bi(xy, X3, X3, X2y o5 X2p), O Y2 V3 Vs« -+ 5 Vo))
& B0, %3, %5« o s X201 (1, Y3, V50 - -2 Van-1)]
Bl(xg, x4, Xg5 - - - » X20)s 02 Y4 Vs - - - 5 Y20))
AGxy, x3)AQx4, X5)A(xe, X9} - - + A¥3p, 1)
A2, ¥4, ¥s5) « - - Ayrp -2, Yin-1) (10.39)

No es obvio que el algoritmo definido en (10.39) mezcle dos secuencias ordenadas de
nlmeros en una. Primero presentamos un ejemplo antes de proceder a verificar la validez
del algoritmo. Supongamos que los ocho nimeros, 2, 3, 6, 7, 1, 4, 5, 8, estan almacenados
en los registros xy, Xy, Xz, X4 Y1, ¥2, ¥3. ¥4 COMO Se muestra en la figura 10.1a, de tal manera



330 CAPITULO 10

que los nimeros en los registrosx;, %3, X1, X4 €stan en orden ascendente, y los nimeros en
los registrosyy, ¥s, ¥3, ¥4,€5tan en orden ascendente. De acuerdo con (10.39),

Bl(xy, x3, x3, x40), (V1 V2, V3 ya))
& Bl(xy, x3), (1, ¥3)1Bl(x2, x4), (02, ya)lACxa, x3)ACxy, y1)AGn, y3)

B[(x. %3}, O, ¥2)) arregla los nimeros enxy, x5, ¥, s en orden ascendente, y B[(x3, x4), (2,
y4)] arregla los nimeros en x4, x4, ¥, ¥4 €n orden ascendente como se muestra en la figura
10.16. Finalmente, A(x,, X3) arregla los nlimeros en x5, x3; A(x4, ¥} arregla los nimeros en
X1, V13 ¥ A(y,, y3) arregla los nimeros en y,, ¥3 en orden ascendente como se muestra en
la figura 10.1c.

Para verificar la validez de (10.39), primero queremos mostrar que después de la
ejecucion de B[(xy, X3, X5, - . 5 Xo . h V0 V3o V5o -+ s Van— 1O1 ¥ BlOO, X4 X6 - - -, 23, (s
Vs Yes - - - » Yan )] teNemos:

1 Elndmero enx,es el menor de los An nlimeros.

2. El ndmero eny, es el mayor de los An ndmeros.

3. Los dos nUmeros enxs; ¥ Xa;, 1, 1 £ &1 — 1, son el 2i-ésimo y el (27 + 1)-ésimo méas
pequefios de los An nimeros; los dos nimeros en x;,; ¥ ¥; son el 2«-ésimo y el (2w +
1)-ésimo mas pequefios de los An nimeros, y los dos nimeros en ¥y ¥ ¥y 1» 1 £ 5
n-\, son los (2n + 2/)-ésimo y (2n + 2/ + I)-ésimo més pequefios de los An nimeros.

Si en efecto éste es el caso, las comparaciones. d(xy, x3)4(x,, X5} + + + Ay 35 V2, ) daran
lugar a una sucesion ordenada de An nimeros.

El lector puede aseverar que 1) y 2) son obvias. Para demostrar que 3) es verdadera,
s6lo mostraremos que dos NUMeros en x,; ¥ %y, 4, 1 i< n—1s0nel 2/-ésimoy el (2/ +
1)-ésimo mas pequefios de los An nimeros; los otros dos casos pueden mostrarse en forma
similar.* Consideremos el nimero que esté en x,; después de la ejecucion. Este nimero es
mayor que exactamente / - 1 de los nimeros que estaban en xs, Xy, Xg, « . « , X3 25 ¥4 Voo

.» Yoy Supongamos que este nimero es mayor que k de los nimeros que estaban en
Xo, X4 Xeyeew Xon, Y Que €S mayor que / - k - 1 de los nimeros que estaban en
Y25 Vas Vs« - Yo
Esto es, este nimero es mayor que los ndmeros que estaban en x, x4, X, - - - , X3 Y que los
nUmeros que estaban en ¥,, ¥4, ¥, « - - » ¥ - k- 1y- EN Otras palabras, este nimero es mayor
que los ndmeros que estaban enxy, Xy, x3, X4, . . . , X5y que los que estaban en vy, ¥s, Vs, V4

«» Yy - g -1y LUEQO, Si este nimero estaba en Xy . 13.también es mayor que xs , 1. ¥ podria
ser 0 no ser mayor que el ndmero que estaba en ¥s;..x_ 1y + - Por otro lado, si este nimero
estaba en ya; _ 2, también es mayor que Yu; -y - 1> Y podria ser o no mayor que el nimero
que estaba en x,; , 1. Por tanto, concluimos que este nimero es mayor que 2i - 1 0 2/ de los
An ndmeros en los registros.

De manera similar, consideremos el nimero que esta enx,; , ; después de la ejecucion.
Suponemos que este nimero es mayor que k de los nimeros que estaban en x,, %3, - . .,

t En realidad no tenemos tres casos en (3). Sdlo se debe a que en la notacién que hemos escogido se tienen que
hacer tres proposiciones paralelas.
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+10.9

Xy, -1 Y €S mayor que i — k de los nimeros que estaban en y|, v, . .., J,,_;. Esto es, este
ndmero es mayor que los nimeros que estaban en xy, X3, . . . , Xy _, Y € mayor que los
nimeros que estaban en yy, s, - - -, ¥y - k- - Asi, este nimero es mayor que los nimeros
que estaban en xy, x,, x3, . . ., X3 _4 ¥y _1, Y Que lOs que estaban en yy, ¥, ¥3, .. .,
Yati- iy -2 Yagi - - 1- LUEQO, Si este nlmero estaba en. ¢, , |, tambien es mayor que el nimero
que estaba en x,, y podria ser o no mayor que el nimero que estaba eny;; _ . Si este nimero
estaba en yy,; 1. 1» también es mayor que el nimero que estaba en y,; _ 4, Y podria ser o no
mayor que el nimero que estaba en x,,. isn consecuencia, podemos concluir que este numero
es mayor que 2i — 1 o 2i de los 4« nimeros en los registros.

Completamos la prueba de 3) al notar que si el nimero en x,; es el 2i-ésimo ndmero mas
pequefio, entonces el nimero en x,;,, debe ser (2i + I)-ésimo numero méas pequefio, y
viceversa.

Sea c. el nimero de pasos de comparacion que realiza el algoritmo  B[(x;, x5, . . ., Xy),
(1, Y25 « - - » o). De acuerdo con la relacion (10.39), tenemos que

=2, 1+(27-1) (10.40)
Al resolver (10.40), con la condicion de frontera ¢, = 1, obtenemos que
c,=r2"+1

Sea d; el nimero de pasos de comparacion que realiza el algoritmo  U(xy, x, . . ., xy). De
acuerdo con la relacion (10.38), tenemos que

drzzdr—l + Cro
d.=2d,_ +(r—-12r-1+1 (10.41)

Al resolver la relacion de recurrencia en (10.41), con la condicidn de frontera do = 0,
obtenemos

d=r-r+4)2r-2-1

ALGORITMOS DE MULTIPLICACION DE MATRICES

Como otra aplicacion de algoritmos recursivos, consideremos el problema de multiplicar
matrices. Sean A y B dos matrices de 2 x 2

A__rn a,ﬂ
dy dyp
by by
B:
[bll by,
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El producto de Ay B, denotado por C, puede calcularse como

C LAB-—'rc” €12
c szj
donde
ey = aygbyy +apby
ez = anbyy +apbn
a1 = ayibyy +anby

ey =anbiy + anpby

De inmediato observamos que el calculo requiere cuatro operaciones de adicién y ocho de
multiplicacién. Si d, denota el costo de una operacion de adicion y d, el costo de una
operacion de multiplicacion, el costo total de multiplicar dos matrices de 2 x 2 es

4d, + 84,

Una vez mas, podemos preguntarnos si existe un algoritmo "mejor" para multiplicar
dos matrices de 2 x 2. Resulta que un algoritmo alternativo puede hacerlo (mas adelante,
determinaremos si este algoritmo es efectivamente mejor). Dicho algoritmo calcula los
primeros siete resultados intermedios:

my = (ay +ap)bn + by)
my = (a2 = an)(bay + by)
m3 = (ayy — an)(by + byy)
my = (ay +ap)bn  (10.42)
ms = (ay +apn)by

mg = ayy(byy — by)

my = aynlby ~ byy)
Estos resultados intermedios pueden usarse para calcular las entradas de la matriz C:

cn =mtm—mytm
Cp=nyt g
e =ms+mg

Cyy =My — My — Mstimg

Un conteo rapido indica que ese algoritmo requiere 18 operaciones de adiciény 7 de
multiplicacion. Asi, el costo total es

1 Sdl - 7(1‘)
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Esta muy lejos de ser evidente que ese algoritmo es superior al primer algoritmo, el cual es
el algoritmo de multiplicacion de matrices clasico. De hecho, uno podria sefalar de
inmediato que el primer algoritmo requiere 12 operaciones aritméticas, en tanto que el
segundo requiere 25. Por otro lado, un partidario del segundo algoritmo podria argumentar
que éste serd menos costoso que el primero si una operacion de multiplicacion es significa-
tivamente mas costosa que una operacion de adicion. Uno podria sefialar que dicho argu-
mento no es real debido a que, en la practica, el costo de la multiplicacion y la adicion es
semejante. No obstante, antes de que concluyamos que el disefio de este algoritmo alternativo
es un ejercicio vacio, consideremos el problema méas general de multiplicar dos matrices A
y B de n x n. Para simplificar nuestro analisis, supondremos que n es una potencia de 2.
Recordemos que el calculo del producto de dos matrices de n x n mediante el algoritmo de
multiplicacion clasico requiere «® operaciones de multiplicacién y n\n - 1) operaciones
de adicion, esto es, un total de 2«® - n? operaciones aritméticas (la y-ésima entrada del pro-
ducto se calcula como 2% _ a,by,, lo cual requiere n operaciones de multiplicaciény (n - 1)
operaciones de adicién). Nos damos cuenta que el segundo algoritmo presentado puede
usarse para multiplicar dos matrices de n x n. Dadas dos matrices de n X « A'y B, podemos
particionarlas en las submatrices de (n/2) x («/2):

A : A
A=l-—o--
A 8
by 1 by
B= ———‘——J
by | by

donde a,y, a5, 2y, 39, byy, by, byy, byy, €44, €15, €5, ¥ €5,7 SON todas submatrices de (#/2)
% (n/2)Entonces podemos calcular

my = (ay; + ay)(by + by)
m; = (a7 — ay3)(by + byy)
m; = (ay; — ay }(by; + byy)
my = (a;; +a;3)by
m;s = (ay + ayp)by
mg = ay)(b); = byy)
m; = ay(by - byy)

t Usamos el tipo en negritas para indicar que son matrices.
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Observemos que éstas son repeticiones de las relaciones en (10.42). Unicamente hemos
remplazado las letras normales por negritas para enfatizar que™1: ™2 -+« M7 Ay o

a3, -+« » by <« -5 by on todas matrices. Desde luego, en estas ecuaciones todas las
multiplicaciones lo son de matrices de (n/2) x (n/2), y todas las adiciones lo son de
matrices de (n/2) x (n/2). Finalmente, podemos calcular

€ =my+m;—my+m;
€2 =my+ My
€ =Smgt+my
€3 =W — Ol — s + Mg

Observemos que el costo total de multiplicar A 'y B es de 7 multiplicaciones matriciales y
18 adiciones matriciales (de matrices de (n/2) x (n/2)). Si utilizamos el método clésico
para llevar a cabo la multiplicacion de las matrices de (n/2) x (n/2), el nimero total de
operaciones aritméticas sera

[y (nV ] A 7 5 11,
7><L2||L\§} —Lz'} J"IBX{EJ =Zn"— 4 -

que es superior a 2« - n? para n grande. No obstante, podemos mejorar lo anterior
mediante el empleo recursivo de nuestro nuevo algoritmo de multiplicacion para calcular
los productos de las submatrices. En otras palabras, para calcular el producto de dos
matrices de n x «, necesitamos realizar 7 multiplicaciones y 18 adiciones de matrices de
(n/2) x (n/2), de las cuales, cada una de las operaciones de multiplicacién de matrices de
(n/2) x (n/2), puede realizarse con 7 multiplicaciones y 18 adiciones de matrices de (niA)
x (niA), y asi sucesivamente. Sea/, el nimero total de operaciones aritméticas requeridas
para multiplicar dos matrices de 2" x 2", tenemos que:

L= t18. 222 rzl (10.43)
con la condicidn de frontera/y = 1. Al resolver la ecuacién de (10.43), obtenemos que:

fi=7 T -5.4r
Asi, paran - 2",
fo=7 TEr - 2 =28 2

Puesto que la complejidad temporal del algoritmo presentado arriba es ®(«**), la
complejidad temporal del problema de multiplicacion de matrices es O(n? ).

10.10 NOTAS Y REFERENCIAS

Véase Levy y Lessman [4] en lo referente a ecuaciones en diferencias finitas. También
véanse los capitulos 2 'y 3 de Liu y Liu [6]. Los algoritmos de ordenamiento analizados
en la seccién 10.8 tienen dos caracteristicas distintas: 1) son no-adaptivos en el sentido
de que la sucesion de pasos de comparacion en un algoritmo estd predeterminada y no
varia en concordancia con el resultado de ningin paso de comparacion particular, y 2) no
se necesitan registros adicionales para almacenar los resultados intermedios. Observemos
que en un algoritmo
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no-adaptivo, algunos de los pasos de comparacion pueden llevarse a cabo simultaneamente
[por ejemplo, A{xy, ¥} ¥ A(x3, x4} pueden llevarse de modo simultaneo en tanto que A(x,, ¥,)

yA(x;, x3) ne]. En consecuencia, existe la posibilidad de incrementar la rapidez del célculo
mediante procesamiento en paralelo. La ventaja de algoritmos que no usan registros de
almacenamiento adicionales es obvia cuando el nimero de objetos a ser almacenados es
grande. Para un anélisis mas completo sobre algoritmos de ordenamiento y tdpicos relacio-
nados, véase el capitulo 5 de Knuth [3].

El algoritmo de multiplicacion matricial presentado en la seccioén 10.9 fue tomado de
Strassen [8]. Véase el problema 10.38 para un algoritmo que emplea 7 operaciones de
multiplicacion y 15 operaciones de adicion. Observemos, no obstante, que la complejidad
temporal de dicho algoritmo podria continuar siendo @{»#*£1),Para reducir el exponente de
n desde 2.81 a un nimero menor, la reaccion inmediata de uno podria ser la basqueda de un
algoritmo de multiplicacion de matrices de 3 x 3 que utilice 21 0 menos operaciones de
multiplicacion. Sin embargo, no ha sido descubierto hasta el momento. Resulta sorprendente
que los algoritmos de multiplicacién para matrices muy grandes que conducen a un
mejoramiento del exponente de n ya han sido descubiertos. Por ejemplo, Pan [7] muestra
gue podemos multiplicar dos matrices de 48 x 48 por medio de 47 126 operaciones de
multiplicacion, lo cual reduce el exponente a 2.78.

1. Batcher, K. E.: Sorting Networks and Their Applications, AFIPS Proc. ofthe j968 SJCS, 32:
307-314(1968).

2. Bose, R. C, y R. J. Nelson: "A Sorting Problem", Journal ofACM, 9: 282-296 (1962).

3. Knuth, D. E.: The Art ofComputer Programming, Vol. 3, Sorting and Searching, Addison-Wesley
Publishing Company, Reading, Mass., 1973.

4. Levy, H.yF. Lessman: Finite Difference Equations, The Macmillan Company, Nueva York, 1961.

5. Liu, C. L.: Introduction to Combinatorial Mathematics, McGraw-Hill Book Company, Nueva
York, 1968.

6. Liu, C.L.yJ. W.S. Liu: Linear Systems Analysis, McGraw-Hill Book Company, Nueva York,
1975.

7. Pan, V. Ya.: "Strassen's Algorithm Is Not Optimal", Proc. 19th AnnualSymposium on Founda-
tions of Computer Science, 166-176 (1978).

8. Strassen, V: "Gaussian Elimination Is Not Optimal”, Numerische Mathematik, 13: 354-356
(1969).

10.1 Encuentre la solucién de las siguientes relaciones de recurrencia:
a) a,—7a, +10a,_,=0,dadoquegy=0ya =3.
B) a,—-4a,_,+4a,_,=0,dadoquea,=1ya =6

10.2 Encuentre la solucion de las siguientes relaciones de recurrencia:
a) a,—Ta,_,+1Wa,_,=3,dadoquea,=0ya =1
b) a.+6a,_ ,+%9a,_,=3,dadoquea,=0ya =1

¢) a,+a,_,+a,_,=0,dadoquea,=0ya =2
10.3 Encuentre la solucién de las siguientes relaciones de recurrencia:
a) a,—a,.,—4a,.,=0,dadoqueay=1ya, =1

B a,—-2a,_,t2a,_,~-a,_,=0,dadoquea;=2,a,=1ya,=1
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10.4 Dado que a, =0, a, =1, a, =4 y a, = 12 satisfacen la relacion de recurrencia

a+Ca,_ +Ca,_,=0

determine a,.

10.5 La solucion de la relacion de recurrencia
Coa, +Ca, .+ Coa, = f(7)
es
Y42
Dado que f{#) = 6 para todo r, determine C;, C, v C,.

10.6 La solucidn de la relacion de recurrencia

a,=Aa, |+ B3 rzl
es

a,=C2+ D3+ rz0
Dados a, = 19 y a, = 50, determine las constantes A, B, Cy D.

10.7 Sea
da,+ Cia,_ |+ Coa,_,=f(r) rz2
una relacion de recurrencia lineal de segundo orden con coeficientes constantes. Para algunas
condiciones de frontera ag y a, la solucion de la relacion de recurrencia es
1-2¢+3.27
Determine ay, a,, C,, C; ¥ f(r) (la solucién no es Unica).
10.8 Considere la relacion de recurrencia
a,=da, |~ d,_,
a) Encuentre la solucion de la relacion de recurrencia, yaque a, =1y a, = 0.
b) ¢Puede encontrar la solucidn de la relacion de recurrencia si se tiene que ag =0y <z3 =0?
c) Repitael inciso b) si se tiene queag =1y a3 =2.
10.9 a) Determine la solucion particular para la ecuacion en diferencias
a,—3a,_,+2a,_ =2
b) Determine la solucidn particular para la ecuacion en diferencias

a—4a,_,tda _,=2"

10.10 a) Determine la solucién particular para la ecuacion en diferencias

a,—2a,_,=f(r)

donde f(r) = Tr.
b) Repita el inciso a) para. /{r) = 7+*.
c) Determine la solucion particular para la ecuacion en diferencias

a,-a,_,=Tr
d) Repitael inciso ¢) sif(r)=7r2
e) Sea
Goa, +Cya,_y+ -+ Cuap = f(r)
una ecuacion en diferencias con una raiz caracteristica 1. Sea f(r) = #. ;Qué puede decir
acerca de la forma general de la solucién particular a”?



RELACIONES DE RECURRENCIA Y ALGORITMOS RECURSIVOS 337

10.11 a) Halle la solucién de la relacion de recurrencia

a,*+3a,_+2a, ,=f(r)
donde
_1 r=2
/) 10 de otra manera
con la condicion de frontera a; = a, = 0.
b) Repita el inciso a) para

1 F=35
/) {0 de otra manera

L

c) Considere la relacion de recurrencia
Coa, + Cia, (+ Coap +- -+ Coa,_,=f(r)

Sead, lasolucion de la relacion de recurrencia para f{¥)=J(r) con las condiciones de frontera

dy=a,=a,=--=d,_,=0.Sead, lasolucién de la relacién de recurrencia para /(r)=/(r)
con las condiciones de frontera @, =a, =@, = - - - =a, _, =0. Dado f(r)= 0 para r < k, y
r 0 Nspsi-1
fn= r=

1?(?‘—!} rzl

para algun / fijo, ¢qué se puede concluir acercade &, y a,?
10.12 a) Considere la relacion de recurrencia
Coa, +Cia, _+Caa, 5+ -+ Cha,_ = fr)

Sead, la solucion de la relacién de recurrencia para f(»)= f () con la condiciones de frontera
Gy=&,=8,=---=4,_,=0.Sead, lasolucién de la relacion de recurrencia paraj " (+) =/ ()
con las condiciones de frontera @, =4, =a, =- - - =4d,_, = 0. Demuestre que a, = a, + d, es
la solucion de la relacion de recurrencia para; “(r) f (*)+/(r) con las condiciones de frontera
dy=d,=a, = -=a,_, =0, siempre qucf(r) ;f(r) =0 parar <k

b) Encuentre la solucién de la relacion de recurrencia

a,+5a, E+6ar—2 J’r(’)
donde

_]0 r=0,1,5
[ {6 de ofra manera

yaque a; = a; = 0.

10.13 Un rumor se difunde via telefénica entre r personas. En especifico en una conversacién poi
teléfono entre Ay B,Ale cuenta a B todo el rumor que ha escuchado, y B también le cuenta a A
Sea a, el nimero minimo de Ilamadas telefénicas entre r personas de manera que todo el rumoi
serd conocido por todas las personas.
a) Demuestre que,z,=1,a;=3ya,=4.
b) Demuestre que

<
a.a,_;+2

c) Demuestre que
a s2r-4 pararz 4
[En efecto, puede demostrarse que a, = 2r — 4. Véase, B. Baker y R. Shostak, Rumores 'y
teléfonos. Discrete Mathematics, 2: 191-193, (1972).]
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10.11 a) Halelasolucion delarelacion de recurrencia

a, + 3{1,_] + Qar 2 =f(?‘]
donde
r=2
de otra manera

g= ]
£l 0
con lacondicion defrontera a, = a, = 0.
b) Repitael inciso a) para

J'l F=35
|0 de otra manera
c) Considerelarelacion de recurrencia
Coa, + Cya, 4+ Cogty 5+ -+ Coa f(r)

LR

Sead, lasolucion delarelacion derecurrenciapara f(#) j '(r) con las condiciones de frontera

Gg=dy=dy,=++-=4d, ;=0 Seaq, Iasolucmndelarelmonderecurrmuapara f{r]—f(r)
con lascondicionesdefrontera a, =a, =a, = - =a; , =0. Dado f(r) =0 para » -

= . D D=p=i-1

[(r)=+ o

T e-n rz

paradgun/ fijo, ¢qué se puede concluir acercade 4, v a,”
10.12 a) Considerelarelacion de recurrencia
Coa, +Cla, (+Caa, o -+ G, = flr)

Sead, lasolucion delarelacion derecurrenciapara () f (r) con la condiciones de frontera

dy=d, a,=--=d,_, =0 Sead, lasolucién delarelacion de recurrenciaparg () =/ (r)
con las condicionesde frontera é, =a, =a, =+ =a,_, = 0. Demuestreque @, = a, + 4, s
lasolucion de larelacidn de recurrenciaparg; f(rn Jr) +,f[‘r] con las condiciones de frontera
ay=d, =d, = -=a, , =1{,siempre quL_;’( = f(r)= 0 para r < k.

b) Encuentre lasolucion de larelacion de recurrencia

a,+5a, +6a,_,= f(r)
donde
i :J'(] r=0,1,5
f(r) 6 de otra manera
yaque a; -~ a; = 0.

10.13 Un rumor se difunde via telefénica entre r personas. En especifico en una conversacion poi
teléfono entre Ay B,Ale cuenta a B todo el rumor que ha escuchado, y B también le cuentaa A
Sea a, € nimero minimo de [lamadas telefénicas entre r personas de manera que todo € rumoi
sera conocido por todas las personas.
a) Demuestreque,z,=1,a;=3ya,=4.
b) Demuestre que
aa _, +2

= "=
c) Demuestre que

a, =2r—4 parar =4

[En efecto, puede demostrarse que a, = 2r — 4. Véase, B. Baker y R. Shostak, Rumoresy
teléfonos. Discrete Mathematics, 2: 191-193, (1972).]
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10.14 Si a denota el nimero de particiones de un conjunto der elementos, demuestre que
r
r
=3 (D)o
i=0
dondeay = 1.

10.15 Considere un sistema de control de trafico aéreo en el cual la dtitud deseada de una aeronave, a,, se calcula

10.16

10.17

10.18

cada segundo con una computadoray se compara con la altitud real de la aeronave, by es determinada
por un radar de localizacion un segundo antes. Dependiendo si &, €s mayor 0 menor que b._ - |a altitud
de la aeronave se cambiard en laforma correspondiente. EI cambio en la dtitud en el r-ésimo segundo, b;-
b,_ 1. es proporcional aladiferencia® ~ Yr-1"Esto es,

br— br-'l = K{ar_ br— I.)

donde K esla constante de proporcionalidad.

2

3 r
100"{'2-} 05,29

o
|mmF) 210

.
a) Determineb,, yaquea, =1 OOD[E} L, K=3,yb=0.
b) Determineb,, ya que

a,=

2

K=3yby=0

El problema de la torre de Hanoi, r discos de tamafios decrecientes y con un orificio en su centro se
deslizan sobre un poste con €l disco mayor en el fondo, como se muestra en la figura 10P.1. Estos discos
se transfieren uno por uno hacia otro poste, y existe un tercer poste disponible sobre el cua pueden
colocarse los discos temporalmente. Si, durante la transferencia de los discos, ninguno puede colocarse
sobre otro disco menor, ¢en cuantos movimientos podran ser transferidos los discos sin cambiar sus

posiciones relativas?

Figura10P.1

Considere lamultiplicacién de bacterias en un ambiente controlado. El nimero de bacterias que
hay en € r-ésimo dia es denotado por a,. Definalarazén de crecimiento en e r-ésimo diacomo
a, - 2a,_,. Si sabe que larazén de crecimiento se duplica cada dia, determine a,, ya qued, = 1.
Considere la operacion de una fébrica cuyo promedio de utilidades cada dos meses sucesivos es
igual a promedio de las nuevas 6rdenes en ese periodo. Sean a, lanuevaorden recibiday b, la
utilidad mensual en el r-ésimo mes.

a) Dado quea, = 2" para toda r Z 0 y by = 0, determine 5,.

b) Repitael inciso @) para
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10.19

10.20

1021

10.22

10.23

10.24
10.25

10.26

10.27

10.28

10.29

Una particula se mueve en direccion horizontal. La distancia que recorre a cada segundo esigual
a doble de ladistancia que recorri6 en el segundo anterior. Seaa, la posicion dela particulaen
€l r-ésimo segundo. Determine a,, yaquea, =3 y a5 = 10.
Considere e siguiente algoritmo para ordenar r nimeros parar 2.
d) Utilice2r — 3 comparaciones para determinar &l ndimero mayor y € menor inmediato a éste
delosr nimeros. b) Ordene recursivamentelosr - 2
ndmeros restantes.
Sea a, €l nimero de comparaciones usadas para ordenar r nimeros. Determine a;
Sea a, € nimero de aristas de un grafo completo der vértices.
a) Obtengaunarelacion de recurrenciaparaa, en términos de g, _ ;.
b) Hallelasolucion delarelacion de recurrencia.
Sea a, €l nimero de subconjuntos del conjuntofl, 2, . . ., r} que no contienen dos nimeros
consecutivos. Determine a,.
Sugerencia: entre los a, subconjuntos, ¢cudntos de ellos no contienen a nimero r?, scudntos
de ellos contienen a nimero rl

Considere el problema de cubrir unatirarectangular de longitud n con dos tipos de fichas de
dominé. Unafichaazul tiene longitud 2, mientras que la ficha naranja tiene longitud 1. Conside
rando que hay suficientes fichas de cadatipo, ¢de cudntas maneras puede ser cubiertalatira?
¢Cuantas sucesiones binarias de r-digitos que no tengan nimeros 0 adyacentes existen?
Seaa, d activo total de un banco a final del r-ésimo mes, € cua esigud alasumadel depésito
total en el r-ésimo mesy 1.1 veces el total de activo a fina del (r - 1)-ésimo mes. Debido a que
el total del deposito es una constante 100 (en miles de délares), determinea, si a, = 0.
Sea g, € total de ddlares activos de una compafiiaen € r-ésimo afio. Es obvio quea, — a, ., es
el incremento en el activo durante el r-ésimo afio. Si e incremento en activos durante cada afio
siempre escinco veces € incremento del afio anterior, ¢cuaes son los activos totalesen € r-ésimo
ano? Sesabequea, =3y a; =T
Sea a, €l nimero de regiones sin traslape en las cuales es dividido €l interior de un poligono
convexo der lados por sus diagonales. Suponga que no es posible que tres diagonal es se corten
en un punto.
a) Demuestre que
a,—a,_l=-('-ﬂ£;—2kla+r—2 rz3

vag=a, =a,=0.
b) Determine A(2).
c¢) Determinea, apartir de A(2).
Existen dos tipos de particulas dentro de un reactor nuclear. A cada segundo una particulaa se
dividiraen tres particulasB,y una particulap se dividira en una particula ay dos particulas B.
Si s6lo hay una particulaaen el reactor en/ = 0, ¢cuantas particulas hay en tota parat = 100?
¢Cuantos arboles generadores tiene el grafo escalerade lafigura 10P.2?

Sugerencia: s a, denota € nimero de arboles generadores que tiene € grafo escaerade r
escalones, y s b, denota el nimero de arboles generadores que incluyen el primer escalon que
tiene el grafo escalerader escalones, exprese a, entérminosde 4, _y ¥ b,. Exprese &, en términos
de a_1¥ br—!'

Figura 10P.2
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10.30 Sead, e nimero de maneras de permutar # enteros £1. 2, ... r} de maneraque el enteroi no
estara en la ¢-ésima posicion para Isisr
a) Utilice un argumento combinatorio para demostrar que
dr = (.i"— l){dr— 1+ dr—Z)
b) Demuestre que

1 1 1
d,=r',[i =g} Fgpmi --+(-—l)’:!—]

satisface larelacion de recurrenciadel inciso a).

10.31. Una sucesion de digitos binarios es alimentada en un contador a una razén de 1 digito/s. El contador esta
disefiado para registrar 1 s en la sucesion de entrada. Sin embargo, éste es tan lento que se cierra
exactamente 7 s después de cada registro, tiempo durante el cual los digitos de entrada son ignorados. Sea
a, €l nimero de sucesiones binarias de longitud r a final delas cuales el contador no se encuentra cerrado.
Hallar la ecuacion en diferencias ala cua satisface a, las condiciones de frontera, y la funcion generadora
A®2.

10.32 Para el grafo de la figura 10P.3, determine el nimero de paseos dirigidos de longitud n que inician a partir
del vérticeay terminan en el vértice d.

Figura 10P.3

10.33 a) SeaA(2) lafuncion generadora de una funcién numérica a. Demuestre que
a,=lim A(z)

10
(Este resultado se conoce como €l teorema del valor inicial?) b) Verifique el teorema
del valor inicial paralafuncion numéricaa, donde®=2""" paratodar.
10.34 Encuentre la solucién de la ecuacién en diferencias
a,"f = Z{IE_ = |
dado que ag = 2.
Sugerencia: considere quebr =a. 10.35
Halle la solucion de la ecuacion en diferencias
ra,tra,_;—a,._;=2"
dado que g, = 273.
Sugerencia: considere b, = ra,. 10.36 a) Encuentre
la solucién de la ecuacion en diferencias

at—2a,_,=0

dado que ag = 4.
Sugerencia: considere que &, =lga,.,  donde lg denota el logaritmo base 2.
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b) Hallelasolucion delaecuacion en diferencias
dado que gy =4.

Sugerencia:

calcule a}.

r :
a,='\"a, . 4—‘\";, 2+\"a,__1+ Vo

10.37 Encuentre lasolucién de laecuacion en diferencias
a,—ra,_,=rl pararz |
dado queay=2.
Sugerencia: considere que b, = ajr\.

10.38 El producto de dos matrices A y B de 2 x 2 se puede calcular usando 7 multiplicacionesy 15
adiciones. Primero se calculan |os siguientes resultados intermedios:

S| T dy Tl 1y = 538 L= my T my
Sp= 8- ay my = ay by L=t T my
&3 = dy — dy my = ayyby

§45 dyp— 5 My = 8357

85 =byy = by s = 5155

55 = by — 85 My = S4bys

53 by — by My = dyfy

55 = 8 — by

Los elementos de la matriz producto C pueden calcularse como:
= my iy
Ciz= 4t msEmg
Cyy ==y
€ =l +ms

Confirme que estas ecuaciones dan lugar alos resultados correctos.



CAPITULO

ONCE

Gruposy anillos

111 INTRODUCCION

Consideremos e funcionamiento de una maquina vendedora® que entrega un paguete de
goma de mascar cuando se depositan dos monedas de diez centavos, una barra de caramelo
cuando se depositan dos monedas de diez centavos y una de veinticinco centavos, y un
paquete de cigarros cuando se depositan dos monedas de veinticinco centavos. Sean A =
{moneda dei0¢, moneda de 25¢} v B = {goma de mascar, caramelo, cigarros}. El funcio-
namiento de la méquina vendedora puede describirse formalmente como una funcién de
A x A hacia B, la cual se muestra en la figura 11.1a. La tabla de la figura 11.1a puede
establecerse de manera dternativa como se muestraen lafigura 11.1 ¢>, donde lasfilasindican
la primera moneda depositada y las columnas indican la segunda.

Otro gjemplo, supongamos que & color del cabello de un niflo esta determinado por €
cabdllo de sus padres, como se muestraen lafigura11.2. Larelacién entre d color del cabello
deunnifio y e de sus padres puede describirse mediante una funcién de AxA hacia.4, donde
A= {claro, oscuro}.

Sean Ay B dos conjuntos. Una funcién de A x A hacia B se Ilama una operacién bina-
ria sobre el conjunto A. Encontraremos con mayor frecuencia funciones de A x A hacia A.
Diremos que unafuncién de A x A hacia A es una operacion binaria cerrada. En e gemplo
de la méaguina vendedora, se definié una operacion hinaria sobre € conjunto { moneda de
100, moneda de 250} . Esta operacion binaria no es una operacion cerrada. En el g emplo del
color de cabello de los nifios, se definid una operacion binaria sobre e conjunto { claro,
oscuro} . Ademés, esta operacion binaria es cerrada. Por intuicién podemos afirmar que una
operacion binaria especifica una manera en la cual dos elementos son "combinados' para
dar origen aun tercer el emento.

t Para ser precisos, aqui describimos el funcionamiento de una maguina vendedora en la que solo se depositan
dos monedas, |as cuades son de diez y veinticinco centavos. El funcionamiento de las méguinas vendedoras reales
€S menos restrictivo.
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Una operacion binaria puede describirse mediante una notacion funcional. Esto es,
consideremos la funcion deA x 4 hacia 4 Hamada f. Donde f{a,, &) denotara |a imagen
del par ordenado (e, @2) en A x A.Una manera alternativa de escribir f(a, a;) es escribirla
como a, fa,.} En este caso, en lugar de las acostumbradas letras para los nombres de
funciones, usamos "simbolos de operadores’ como #, *, +, -, [, &, . . .como |0s nombres
de las operaciones binarias sobre un conjunto. Asi, podemos escribir

*{a. a2}  +(moneda de 10¢, moneda de 25¢}  O{claro, oscuro)

ay* ay moneda de 10¢ + moneda de 25¢ claro O oscuro

La definiciéon de operacion binaria puede extenderse. Una operacion ternaria sobre un
conjunto A es una funcion de (A x A) X A hacia B para algin conjunto B, y una operacién
w-aria sobre un conjunto A es unafuncion de A"* hacia B para algiin conjunto B}

Un conjunto asociado con un nimero de operaciones sobre € conjunto recibe e nombre
de sistema algebraico. Usaremos la notacion{4, #, *, O)para un sistema algebraico, donde
A esun conjunto, ¥ *, * y [J son operaciones sobre A. Nuestros €/ emplos de la maguina
vendedoray del color del cabello de los nifios son gjemplos de sistemas algebraicos con una
operacién. Consideremos un café de autoservicio con dos maquinas vendedoras. Podemos
describir los productos que uno puede comprar mediante el sistema agebraico ({ moneda de
diez centavos, moneda de veinticinco centavos} . *, *), Donde las operaciones binarias* ¥ *

t Para ser precisos, deberiamos escribir/[(a,, &)]. No obstante, no existe confusion en nuestra notacion. %
f(aj, &) se conoce como lanotacion prefija, y ajfa, como lanotacioninfijo. § Escribimos A™ para denotar
((AX A)XA)X ... XA.
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Figurall3

se describen en la figura 11.3. Consideremos € conjunto de los nimeros naturales N asociado
con las operaciones usuales de adicion y multiplicacion de enteros, + ¥ -.Es obvio que
(N, +,-} es un sistema algebraico con dos operaciones. Asimismo, seanJuna operacion
binaria sobre v td que {4, H)esigua a0 o 1 dependiendo de si lasumadeay b espar o
impar,

y A unaoperacion ternaria sobre //ta queA(a, b, c)esigual al méximo dea, by e. (¥, O, A)
forman un sistema algebraico con dos operaciones.

Sea * unaoperacion binariasobre € conjunto A. Diremos que laoperacion ¢ esasociativa s

{axb)kc=ax(bxc)

paratodoa, 5 y ¢ en A.¥ Sean A un conjunto de personasy A unaoperacion binariatal que
aA besigud d masdto deay b (supongamos que no hay dos personas de la misma estatura
en A). Observemos que A es una operacion asociativa. Por otro lado, sean N € conjunto de
todos los niimeros naturales y O una operacion tal quea O hesigual a valor dea? + b,.H
lector verificard que la operacionU no es asociativa. Afirmamos por intuicién que
cuando se tiene que llevar a cabo un cierto nimero de veces una operacion asociativa, el
orden en € cud selleven a cabo |as operaciones no esimportante.

Sea (4, *} un sistema algebraico donde* es una operacién binaria sobre A. Diremos

que (4, *) esun semigrupo s se satisfacen las siguientes condiciones:

1 * esunaoperacion cerrada*
2. *esunaoperacion asociativa.

Sea A el conjunto de todos los enteros pares positivos{2, 4, 6, . . .} y + laoperacion
ordinaria de adicion de enteros. Puesto que + es una operacion cerrada sobre A 'y también es
una operacion asociativa, entonces (4, +} es un semigrupo. Sea Sun alfabeto finito.

Se tiene que cuando  es una operacion asociativa, podemos escribir (a+ b) * ccomoa« b« ¢ sin ninguna
confusién posible.

1 Observemos que es posible tener una operacion asociativa que no es cerrada. Considérese el sistema agebraico
({1, 2, 3}, +), donde + es la operacion ordinaria de adicién de enteros.
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Denotemos por/i a conjunto de todas las cadenas no vacias de letras de S (por g emplo, sea
S = {o, B, v}. Tenemosqued = {c, B, 1, oo, af, ay, . . ., ceoer, aeefl, .. .}).Seae una
operacion binaria sobre A tal que para dos cadenas cudlesquieraay b en A, a. b dalugar a
una cadena que es la concatenacion de las cadenase y & (por ejemplo, ao - ary = ctowory).
Observemos que {4, -Yes un semigrupo.

Sea (4, *)un sistema algebraico donde ¢ es una operacion binaria sobre A. Diremos
que un elemento en A, e, esunaidentidad por laizquierda s paratodo x end, e x x = x.Por
gemplo, para € sistema algebraico mostrado en la figura 11.4a, tanto (3 como 8 son
identidades por la izquierda. Diremos que un elemento en A, e, es una identidad por la
derecha s paratodo x en 4, x % e = x.Por gemplo, para e sistema algebraico mostrado en
lafigura 11.46, a es una identidad por la derecha. Diremos que un elemento en A es una
identidad s éste es tanto unaidentidad por laizquierda como unaidentidad por la derecha.

Supongamos que g, es unaidentidad por laizquierday e, es unaidentidad por la derecha
de un sistema agebraico(4, *). Puesto que g, esunaidentidad por laizquierda,e; * e; =
e,; e, esunaidentidad por laderecha, ¢ * ¢, = ¢;.Asl, tenemos quee; = ,.Concluimos
que s e es unaidentidad por laizquierda, entonces ya sea que e también sea una identidad
por la derecha o no exista identidad por la derecha. De modo similar, si e es unaidentidad
por la derecha, entonces ya sea que e también sea una identidad por laizquierda, o no exista
identidad por laizquierda. De esto se obtiene que, con respecto a una operacion binaria,
existe a lo mas una identidad.

De modo intuitivo, afirmamos que una identidad es un elemento "neutral” en & sentido
de que, cuando se "combina" con otro elemento, su efecto sobre el resultado es nulo. Por
gjemplo, sea (4, *)un sistema algebraico, donde A es un conjunto de luces de coloresy »
€s una operacion binariatal que a ¢ b eslaluz de color resultante cuando laluz a se combina
con laluz b. Es obvio que, laluz blanca es laidentidad del sistema algebraico. Otro gjemplo,
sea (N, +) un sistema algebraico, donde N es el conjunto de los nimeros naturalesy + esla
operacién ordinaria de adicion de enteros. Es evidente que 0 es la identidad del sistema
algebraico.

Ses(4, *)un sistemaagebraico, donde ¢ es una operacion binaria sobre A. Diremos
que {4, x)yesun monoide s se satisfacen las siguientes condiciones:

1 * esunaoperacion cerrada.
2. * esunaoperacion asociativa
3. Existeunaidentidad.

Por ejemplo, sea A un conjunto de personas de diferentes estaturas. Seasla operacion
binariatal queg A desigual al més alto dea y b. Observamos quel4, A}es un monoide
donde laidentidad es la persona més bajaen A.
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Sea(4, %) un sistema agebrai co con una’identidad e. Seaa un elemento en A. Tiremos
gue un eemento b esun inverso por laizqguierda de a si b * a = e. Diremos que un elemento
b es un inverso por la derecha de a si a x b = e. Por giemplo, parael sissemaagebraico de
lafigural 1.5, aesunaidentidad, asi {3 esuninverso por laizquierdade v, y 8 esuninverso
por laderechadey. Diremos que un elemento b esun inverso dea s éste estanto un inverso
por laizquierdacomo un inverso por laderechade «. Esevidente quesi b esuninverso de
a, a también es un inverso de b. Por intuicion afirmamos que un inverso de un elemento
"cancela" el efecto del elemento cuando éstos se "combinan”. Por giemplo, sea (4, x) un
sistema algebraico, donde A es un conjunto de sustancias quimicas: &cidos, basesy agua, y
* €S unaoperacion binaria dada como el producto de la combinacion de dos sustancias
quimicas. En este caso, € agua puede considerarse como una sustancia quimicaneutra, y €
inverso de un &cido es una base, s su combinacién produce agua.

Sea (4, %) un Sstemaagebraico, donde % s una operacion binaria. Decimos que (A4, %)
esun grupo s se satisfacen las siguientes condiciones:

Lexuna operacion cerrada.

2. %es unaoperacion asocidtiva.

3. Existeunaidentidad.

4. Todo elemento de A tiene un inverso por laizquierda.

Observemos que debido a la asociatividad, un inverso por la izquierda de un elemento
también es un inverso por la derecha del elemento en un grupo. Sea b € inverso por la
izquierdadeay c el inverso por laizquierdade b. Seaelaidentidad.”* Dado que

(bxayxb=exb=5b

tenemos que
ck({(bxa)yxb)y=ckb=e
y apartir de
ckxk((bxayxb)y=((cxb)y*xa)yxb
=(exayxb
=a%xb

t Recordamosal lector que laidentidad es Gnica



GRUPOS Y ANILLOS 347

& | paR IMPAR
PAR PAR IMPAR
IMPAR IMPAR PAR
Figura 11.6

tenemos que
axb=¢

Luego, b también es un inverso por la derecha de a. En consecuencia, nos referiremos a los
inversos de los elementos sin distinguir inversos por la izquierda de inversos por la derecha.
Ademaés, observamos que la asociatividad también implica la unicidad del inverso de un

gler-rrts ~rentoioen Commenn 1mos que tanto b como c¢ son inversos de a. Esto es,
bxa=eycxa=e

De bxayxb=(ckayxb

bx(axby=cx{axb)
oo

b=¢

De aqui en adelante, usaremos a~' para denotar el inverso de a.

Antes nos hemos encontrado con muchos ejemplos de grupos. Consideremos el sistema
algebraico (/, +), donde /es el conjunto de todos los enteros y + es la operacion ordinaria de
adicion de enteros. Es claro que (/, +) es un grupo que tiene al 0 como la identidad y el
inverso de n es -n. Sean G = {PAR, IMPAR} y © una operacidn binaria definida como en la
figura 11.6. Podemos verificar de inmediato que (G, ®) es un grupo donde PAR es la
identidad y tanto PAR como IMPAR son sus propios inversos. Consideremos la rotacion de
figuras geométricas en un plano. Sea R = {0° 60°, 120°, 180°, 240°, 300°} las seis posibles
maneras de rotar figuras geométricas trazadas sobre un plano, a saber, rotar las figuras 0°,
60°, 120°,..., 300°. Sea » una operacion binaria tal que paraa'y & en R, @ & es la rotacion
angular total correspondiente a la rotacion sucesiva de a seguida de 4. {R, *)es un grupo
con 0° como la identidad, el inverso de 60° es 300°, el inverso de 180° es él mismo, etcétera.
SeaZ,={0,1,2,...,n—1}. Sea@® una operacion binaria
sobre Z, tal que para a 'y b en Z,, se tiene que

a+b sia+b<n
aeb_{aﬂb—n sta+bzn
Puede verificarse rapidamente que {Z,, @)es un grupo para cualquier #. (Z,, €} se conoce
cominmente como el grupo de enteros médulo n.



348 CAPITULO 11

113 SUBGRUPOS

Sea % una operacion binaria sobre A. Diremos que la operacién# esconmutativa si

axbh=bxa

para todo,a, & en A.Sea A un conjunto de personas yA una operacion binaria tal quea A &
es igual al mas alto entre ay b, y es igual a a si a y b tienen la misma estatura. Es obvio,A
no es una operacion conmutativa (¢contintia A siendo una operacién asociativa?).

Se dice que un grupo(4, %) €s un grupo conmutativo o un grupo abeliano,t sies una
operacion conmutativa. Por ejemplo,{Z,, @} es un grupo conmutativo.

Se dice que un grupo (4, *)es finito si A es un conjunto finito, e infinito si A es un
conjunto infinito. El tamafio de A es conocido como el orden del grupo.

Sea (4, %) un sistema algebraico y B un subconjunto de A. Diremos que el sistema algebraico
(B, %) es un subsistema de{A, *). La nocion de subsistema es una muy natural. Supongamos
que(A, %)es un sistema algebraico que describe la interaccion de un conjunto de particulas
atomicas. Si estamos interesados en la interaccion de algunas de las particulas, sélo podemos
considerar un subsistema de(4, %). Sea{N,+) . , un sistema algebraico que describe la
adicion
de nimeros naturales. (E, +) es un subsistema de(/, +) si Ees el conjunto de todos los
nameros pares. De modo similar, consideremos el ejemplo de la rotacion de figuras
geométricas en un plano. Observemos que({0°, 120°, 240°}, *«)es un subsistema del sistema
algebraico {{0°, 60°, 120°, 180°, 240°, 300°}, %).Al igual que lo es ({0° 180°}, x).

Sea (4, *} un grupo, y B un subconjunto de A. Diremos que (B, #) es un subgrupo de
A si{B,*)} es asu vez un grupo. Supongamos que queremos Verificar si (B, %)es un subgrupo
para un subconjunto B de A. Observemos que:

1. Debemos verificar si * es una operacion cerrada sobre B.

Se sabe que ¢ es una operacion asociativa.

3. Debido a que so6lo existe un elemento e en A tal quee x x =x % ¢ = x para todo x en A4,
debemos verificar que e esta en B. En otras palabras, la identidad de (4, +)debe estar
en B como la identidad de{B, «}.

4. Puesto que el inverso de cualquier elemento en A es Unico, para cualquier elemento b
en B, debemos verificar que su inverso también esta en B.

no

Por ejemplo, sea(f, +)un sistema algebraico, donde / es el conjunto de todos los
enteros y + es la operacién ordinaria de adicion de enteros. Resulta claro que (/, +) es un
grupo. Ademas,{£, +)es un subgrupo, donde E es el conjunto de todos los enteros pares. De
igual

En honor del matemético noruego N. H. Abel (1802-1829).
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manera, en el ejemplo de la rotacion de figuras geométricas en el plano, tanto ({0°, 120°,
240°}, %) como ({0°, 180°}, %) son subgrupos del grupo ({0°, 60°, 120°, 180°, 240°, 300°}, %).
Queremos demostrar que:

Teorema 11.1 Sea (4, %) un grupo y B un subconjunto de A. Si B es un conjunto finito, entonces (5, %)
s un subgrupo de (4, %) si % es una operacion cerrada sobre B.

DEMOSTRACION Sea a un elemento en B. Si % es una operacion cerrada sobre B, los
elementos a, @, @’, . . . estan todos en B." Debido a que B es un conjunto finito, de
acuerdo con el principio del palomar, debemos tener que @' = ¢ para alglin iy, i <j.
Estoes, a' = o’ * a/~'. Entonces « ~/ es la identidad de (A4, ), y esta incluida en el
subconjunto B. Sij — /> 1, de acuerdo con @ "' = a * &~ '~ !, podemos concluir que
a'~'~1esel inverso de a, y esta incluido en el subconjunto B. Sij — i = 1, tenemos que
a' = a' % a. Asi, a debe ser el elemento identidad y su propio inverso. En consecuencia,

el que * sea una operacion cerrada sobre B garantiza que (5, *) es un subgrupo. -

114 GENERADORES Y EVALUACION DE POTENCIAS

Sea (A4, %) un sistema algebraico en el cual A es un conjunto de colores y la operacién binaria
* proporciona el color que origina la combinacién de dos colores, por ejemplo, rojo  *
amarillo = naranja. Supongamos que se nos da un subconjunto de colores en A; podriamos
querer conocer todos los colores que obtendriamos si utilizdramos todas las posibles
combinaciones de los colores suministrados. De modo similar, consideremos el grupo ({0°,
60°, 120°, 180°, 240°, 300°} . *) que describe la rotacion de figuras geométricas en el plano.
Supongamos que s6lo podemos rotar las figuras 120° en cada ocasion. Rotaciones sucesivas
de 120° daran lugar a las rotaciones {0°, 120°, 240°}. Por otro lado, supongamos que sdlo
podemos rotar las figuras 60° en cada ocasion. Rotaciones sucesivas de 60° daran lugar a
todas las rotaciones en (0°, 60°, 120° 180°, 240°, 300°}.

Sean (A, %) un sistema algebraico, donde « es una operacién cerrada,y 8= {a, a5, ...}
un subconjunto de A. Sea B, el subconjunto de A el cual contiene a B como también a todos
los elementos a; * a; paraa; y a;en B. B, recibe el nombre de conjunto generado directamente
por B. De modo similar, sean 5, el conjunto generado directamente por 5. .. ., y B, el
conjunto generado directamente por B;. Sea B* launién de B, By, B, . .. El sistema algebraico
(B*, %) recibe el nombre de subsistema generado por B, y diremos que un elemento es
generado por B si éste se encuentra en B*. Observemos que * €s una operacion cerrada sobre
B*. Asi, para un grupo {4, x), si B* es finito, entonces (8*, *) es un subgrupo. Si B* = A,
diremos que 6 es un conjunto generador o un conjunto de generadores del sistema algebraico
(4, ). En el ejemplo sobre la combinacién de colores, un conjunto generador es un
subconjunto del conjunto de colores cuyas combinaciones daran lugar a todos los colores

1 Usamos «" para denotar @ * a % a -+ % a.
m veces
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en el conjunto original. En el ejemplo sobre la rotacién de figuras geomeétricas en el plano,
{60°} es un conjunto generador, al igual que lo es {120°, 180°}.

Un grupo que tiene un conjunto generador consistente en un Unico elemento se conoce
como un grupo ciclico. La figura 11 .la muestra un grupo ciclico para él cual{B}es un
conjunto generador. Observemos que también{d}es un conjunto generador. Para el
ejemplo de la rotacion de figuras geométricas en el plano, el grupo ({0° 60°, 120°, 180°,
240°, 300°}, %} también es un grupo ciclico. El lector verificara que el grupo de la figura
11 .1b no es un grupo ciclico.

Sean(A, #*}un grupo ciclico y{a}un conjunto generador de {4, *}.Los elementos de
A pueden expresarse como ¢, a*, &, . . . Puesto que, a causa de la asociatividad,a’ & &/ = &/ %
a =a'*/, se obtiene de inmediato que cualquier grupo ciclico es conmutativo.

Nos desviaremos por un momento para presentar un interesante problema relacionado
con el concepto de conjuntos generadores de sistemas algebraicos. Sea B un conjunto
generador de un sistema algebraico (4, *).Para un elemento a en A, podriamos desear
conocer las diferentes maneras de generar al elemento a. Generar al elemento a significa
obtener a a través de combinaciones sucesivas de los elementos en el conjunto generador.
Una manera de generar a puede especificarse mediante una sucesion de elementos en A

a @wm ay 4,

tal que @, = a, y cada o, I =/ £ r, puede expresarse comog; * a,, dondeq; v a, son ya
sea elementos de B o elementos que preceden a a, en la sucesién. Puesto que una sucesion
de r elementos corresponde a la generacion del elemento en aplicaciones de la operacion « a
elementos en el conjunto generador y elementos que ya han sido generados, sera
interesante determinar sucesiones cortas que generen un elemento dado.

Nuestro problema estd motivado por aquel problema de encontrar procedimientos
eficientes para evaluar la potencia x" para una x dada y un entero positivo n. Consideremos
el sistema algebraico {f, +), donde / es el conjunto de todos los enteros positivos y + es la
operacion ordinaria de adicion de enteros. Resulta claro que £={1}es un conjunto generador
del sistema. Para un entero dado n, nos gustaria conocer las diferentes maneras con las cuales
puede generarse. Por ejemplo, las siguientes sucesiones muestran algunas de las maneras de
generar al entero 9:

(3]
hoL
o
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En la literatura, una sucesion de elementos de / que conduce a la generacion de un entero n
se conoce como una cadena de adicién para n. La conexién entre una cadena de adicion para
n y un procedimiento para evaluarx” para un valor de x dado resulta obvia una vez que
recordamos quex’ - xf = x/+ &,

El problema de determinar una cadena de adicién minima para un entero dado n es muy
interesante y ha sido estudiado extensamente. A pesar de ello, un analisis minucioso de este
problema se encuentra fuera del alcance de este libro. A manera de ilustracién, presentamos
aqui dos procedimientos simples para determinar cadenas de adicion para #.

Si n puede factorizarse zoxnopq, podemos determinar primero cadenas de adicién para
py qy entonces combinarlas para obtener una cadena de adicion para pg. Sean

mop: o Picy P

y
T G o gy g

las cadenas de adicién para/? y g. Resulta claro,

a1 q o g1 9 P9 0 Pi-d P9
es una cadena de adicion para n.

Consideremos el ejemplo de n = 45, el cual puede escribirse como 5x9. Puesto que
2 3 5

es una cadena de adicién para 5, y

2 4 8 9

es una cadena de adicion para 9, obtenemos

2 4 8 9 18 27 45

como una cadena de adicién para 45. Alternativamente, dado que

9=3x3
y como
2 3

es una cadena de adicion para 3, obtenemos

2 3 6 9
como una cadena de adicién para 9, y

2 3 6 9 18 27 45

como una cadena de adicion para 45.
El segundo procedimiento es recursivo. Si n es un ndmero par, podemos determinar una
cadena de adicion para n/2, y entonces agregar #/2 a /2 para obtener n. Asi, si

a @ -+ A2
t

Véase también el problema 8.11.
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es una cadena de adicion para nll, entonces

ay a -+ m2 n
es una cadena de adicion para n. Si n es un nimero impar, podemos determinar una cadena
de adicion para{z— 1)/2, agregar (n— 1)/2 a (n — 1)/2 para obtener n — 1, y entonces agregar
1an- 1 paraobtener n. Asi, si

ay (n-1)2
es una cadena de adicion para (» — 1¥/2, entonces
a a - (-2 n-1 n

es una cadena de adicién para n. Ahora, este procedimiento puede aplicarse para determinar
una cadena de adicion paran/2 o para (# — 1)/2. Por ejemplo,

2 4 5 10 11 22 44 45
es una cadena de adicion para el entero 45, determinada mediante este procedimiento.

CONJUNTOS COCIENTE Y EL TEOREMA DE IAGRANGE

teorema 11.2

Consideremos una extension del ejemplo de la maquina vendedora de la seccion 11.1 de
manera que en cada compra se depositen dos monedas del conjunto {moneda de5¢,, moneda
del0¢,moneda de25¢,moneda de50¢,moneda de$1}.Si ya hemos depositado
una moneda de25¢en la maquina, podriamos desear conocer los productos que
recibiremos si la segunda moneda que depositaremos es una moneda del0¢,una moneda
de25¢ 0 una moneda de
50¢. . De igual manera, consideremos el ejemplo de la rotacion de figuras geométricas en el
plano. Supongamos que una rotacion inicial de 0°, 120° 0 240° es seguida por una rotacion
de 60°. Queremos conocer las posibles rotaciones angulares totales. Sea{A, #}un sistema
algebraico, donde* es una operacion binaria. Sea a un elemento en A, y H un subconjunto
de A. El conjunto cociente por la izquierda de H respecto de a, el cual denotamos pora * H,
es el conjunto de elementos {a * x|x € H}. De modo similar, el conjunto cociente por la
derecha de H respecto de a, al cual denotamos por A % &, es el conjunto de elementos {x *
alr € H}. Resulta claro que en el ejemplo de la maquina vendedora, queremos determinar
el conjunto cociente por la izquierda del conjunto {moneda de 10¢, moneda de 25¢, moneda
de50¢}respecto a una moneda de25¢.y en el ejemplo de la rotacion de figuras geométricas,
queremos determinar el conjunto cociente por la derecha del conjunto {0°, 120°, 240°}
respecto de 60°.
Podemos decir mucho més acerca de conjuntos cociente cuando nos restringimos a
conjuntos cociente en grupos. Sea. {4, %)un grupo y{#, *)un subgrupo de{4, ). Tenemos
que:

Seancik Hy b * H _ dos conjuntos cociente de f7. Bien a % H ¥ & « Hson
disjuntos o
bien son idénticos.

DEMOSTRACION Supongamos quea + H 'y b % H no son disjuntos, y tienen a/como
elemento comun. Esto es, existen #, y #, en A tales que = a x h#, = b » h,. Podemos
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Teorema 11.3
(Lagranee)

escribir a = b % h, % k7. Para un elemento cualquiera x en a % /1, ya que x = a * h, para
algin A, en H, tenemos que x = b  h, x k7' % h el cual es un elemento de b * H debido
a que i, * hiy' % hy es un elemento en H. En forma similar podemos demostrar que
cualquier elemento en b « H también es un elemento en a * H. Asi concluimos que los

dos conjuntos a * H'y b % H son iguales, ' -

Sean (A, *) un grupo, y (#, *) un subgrupo de (4, »)Debido a que (A4, ) es un grupo,
para cualquier a en A y cualesquiera distintos 7, y h; en H, a % h; # a % h,. Se tiene que el
tamafio de cualquier conjunto cociente de //es el mismo que el de H. Ademas, debido a que
H contiene a la identidad del grupo, si calculamos todos los conjuntos cociente por la
izquierda (por la derecha) de //, habremos usado exhaustivamente todos los elementos en
A. En consecuencia, podemos concluir que los conjuntos cociente por la izquierda de H
forman una particion de A, en la cual todos los blogues son del mismo tamafio. Asi, el tamafio
de A es igual al nimero de diferentes conjuntos cociente por la izquierda de H multiplicado
por el tamafio de H. En otras palabras tenemos:

El orden de cualquier subgrupo de un grupo finito divide al orden del grupo.

Existen algunas consecuencias inmediatas del teorema de Lagrange. Primero, observa-
mos que un grupo de primer orden no tiene un subgrupo no-trivial. * De esto se tiene que un
grupo de primer orden debe ser ciclico, y que cualquier conjunto de un solo elemento distinto
de la identidad es un conjunto generador.

*11.6 GRUPOS DE PERMUTACIONES Y TEOREMA DE BURNSIDE

En esta seccidn estudiaremos una clase importante de grupos. Una funcién uno a uno de un
conjunto S sobre él mismo se conoce como una permutacion del conjunto S. Usamos la

notacion (‘;32;'{] para la permutacién del conjunto {a, 4, ¢, d} que mapea a hacia b, b hacia

d, ¢ hacia c y ¢/hacia a; esto es, en la fila superior los elementos en el conjunto estan escritos
en un orden arbitrario, y en la fila inferior la imagen de un elemento sera escrita bajo el
elemento mismo.

Para un conjunto de n elementos, S, denotemos por A al conjunto de las «! permutaciones
de S. Definimos una operacion binaria ° sobre A como la composicién de dos funciones
(véase problema 4.32). Observamos que la operacion binaria ° es una operacion cerrada
sobre A.Seant, y rt,dos permutaciones del conjuntoParaS = {a, &, ¢, ..., x, ¥, 2}. demostrar
que m, = T, €s también una permutacion del conjunto S, sélo tenemos que demostrar que no
hay dos elementos en Sque sean mapeados hacia el mismo elemento porn,  ®,. Supongamos
quen, mapea al elemento a hacia b y que T1, mapea al elemento b haciac. 7, © Ty mapeara

t Queremos recordarle al lector que esto no significa que @ * #=# « h para todo h en fi.
% Diremos que un subgrupo es trivial si contiene todos los elementos del grupo o solamente a la identidad.
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entonces al elemento a hacia ¢. Sea x cualquier elemento distinto de a. Puesto que %, es una
permutacidn del conjunto S, n, mapea x hacia un elemento que es distinto de b, digamos y.
De modo similar, it, mapea y hacia un elemento que es distinto de ¢, digamos z. Asi,
7, oM, Mapea X hacia z. Luego concluimos que m; ¢ w; siempre mapeara dos elementos
distintos (por ejemplo, & ¥ x) hacia dos elementos distintos (por ejemplo, c y ) y es, por
tanto, una permutacion del conjunto S. Por ejemplo, si

- __(abcd‘ . _ (abed)
o ‘\a“drﬁc J 1 'khacdj
tenemos que
T o, = [abed)
o0 [\dabcj

También observamos que la operacion binaria o es asociativa. Esto es, para las
permutaciones cualesquiera m;, &, ¥ 7ty de un conjunto, tenemos que (%, o Ty) o T,= T ©
{mn, ;) . Este hecho puede verse como sigue: supongamos que 7t; mapea a hacia b, n, mapea
b hacia c, y TI, mapea ¢ hacia d. Debido a que ®; ¢ ®, mapead hacia «, (n; o 75}  ©, mapea
a hacia d. De modo similar, ya que m 4 mapea a haciamapeac, , o (m, e 1,) a haciad.

Por ejemplo, si
S (abc = (abce = {abed)
o \adbc = Lbacd o \hdacJ

Entonces

(TE] a "IQ) Oy =

{abed) /abcd\—i( abed\ _ (abed\ (abed _ (abed)
kadbc i hach \ bdac dabe | {bdac ) | acdb |
VAN AN AN AN PR /

T © (7 © M) = l'\adz‘)c‘/]

\
A

(abed\[ (abed 'f‘/ﬂb{:ar\|l __ ( abed) ( abed) _ (abed)
\bacd }ll\f}dflﬁ'}l adbe |{adbe || acdb )

De esto se tiene que (4, =yes un grupo en el cual la permutacion que mapea cualquier
elemento de S hacia él mismo es la identidad, y el inverso de una permutacion n es uno que
mapea  n(a) hacia a para todo a en S. Por  ejemplo,
paraS = {a, b, ¢, d}, laidentidad de {4, o)

abe . abe. abe .
es(abcg,el inverso de(bcaé) es [ca bj‘Un subgrupo de{A, ¢} usualmente es referido

como un grupo de permutacion del conjunto S.

Sea (G, ») un grupo de permutacion del conjuntoS = {a, 4, . . .}.Una relacion binaria
sobre el conjunto S, es llamada la relacion binaria inducida por (G, o), esta definida de tal
manera que el elemento a esta relacionado al elemento b si y sélo si existe una permutacion
en G que mapea a hacia b. Por ejemplo, si

L _ |(abed\ (abe abed) (abed)|
o {{abcd b (\bacj’} (abdc)';’ Lhadi?l]_{

L

La relacion binaria inducida por (G, 0) se muestra en la figura 11.8. Observemos que la
relacion binaria sobre S inducida por un grupo de permutacion (G, °) es una relacién de
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Teorema 11.4
(Burnside)

<

ST

Figura11.8

equivalencia. Debido a que la permutacion identidad estd en G, cualquier elemento en S esta
relacionado a él mismo en la relacién binaria sobre S inducida por(<,). Entonces se
satisface la ley de reflexividad. Si existe una permutacion 7tj en G que mapea a hacia b, el
inverso de 7i,, el cual también esta en G, mapeara b hacia a. Por tanto, la relacién binaria sobre
S inducida por({, o} satisface la ley de simetria. Si existe una permutacién n; mapeando a
hacia b,y

una permutacién n, mapeando b hacia ¢, la permutacion =, < n;, la cual también estd en G,
mapeara a hacia c. Asi, la relacion binaria sobre S inducida por{(G, #)satisface la ley de
transitividad.

Ahora estamos preparados para demostrar un resultado que obtuvo Burnside, conocido
como el teorema de Burnside. Dado un conjunto S y un grupo de permutacion {G, =) de S,
deseamos encontrar el nimero de clases de equivalencia en las cuales se divide S por la
relacion de equivalencia sobre S inducida por(G, ). Este problema se resuelve directamente
al hallar la relacion de equivalencia y contar entonces el nimero de clases de equivalencia.
Sin embargo, cuando el conjunto S contiene un gran ndmero de elementos, ese conteo se
vuelve demasiado tedioso. La alternativa es el teorema de Burnside para encontrar el nimero
de clases de equivalencia mediante el conteo del nimero de elementos que son invariantes
bajo las permutaciones en el grupo. Diremos que un elemento es un invariante bajo una
permutacion, o se le denomina como una invariancia, si la permutacion mapea al elemento
hacia él mismo.

El nimero de clases de equivalencia en las cuales es dividido un conjunto S mediante
una relacion de equivalencia inducida por un grupo de permutacion (G, <)de S esta

dado por
1
a Z y(m)

ne i

donde w(m)es el nimero de elementos que son invariantes bajo la permutacion n.

Para que podamos apreciar mejor el significado del teorema de Burnside, ilustraremos
sus aplicaciones antes de proceder con la demostracion. S¢aS= {a, &, ¢, }.y sea G el grupo
de permutacidn que consiste en

_(abe _( abed) _ (abed) — _[abc
= abc(:a “?"\bacd} ™ | abde T [badc
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La relacion de equivalencia sobre S inducida por G se muestra en la figura 11.8. S esta

dividida en dos clases de equivalencia, {a, &} v {c, d}.Para calcular el nimero de clases de
equivalencia de acuerdo con el teorema de Burnside, observemos que puesto que w({r,) =4,
W(R,y) = 2, wilmq) =2 y w(my,) = 0, el nimero de clases de equivalencia es

4+2+2+0)=2

DEMOSTRACION Para cualquier elemento s en S, sea n(s)i el nimero de permutaciones
bajo las cuales 5 es invariante. Entonces

> wm=Y 1)

nel seN

debido a que tanto Z, _ ; yi(m) como Z, _ ¢ M(s) cuentan el nimero total de invariantes
bajo todas las permutaciones en G [una manera de contar las invariancias es revisar las
permutaciones una por una y contar el nimero de invariancias bajo cada permutacion.
Esto da Z_ _ ; W(r) como la suma total. Otra manera de contar las invariancias es
avanzar conforme los elementos de 5 uno por uno y contar el nimero de permutaciones
bajo las cuales el elemento en turno es invariante. Esto da Z, . 4 {(s) como la suma total].
Sean a y b dos elementos en S que estan en la misma clase de equivalencia.
Queremos demostrar que existen exactamente n{a} permutaciones mapeando a
hacia b. Puesto que ay b estan en la misma clase de equivalencia, existe al menos una
de dichas permutaciones a la cual denotaremos por m,. Sea {m,, 1, T, . . . }el conjunto
de
las {a@)permutaciones bajo las cuales, a es invariante. Entonces, lasnia)
permutaciones en el conjunto {m, e m, T, e My, X, o K3, ...} SON permutaciones que
mapean a hacia b.
Primero observemos que todas estas permutaciones son distintas porque, si m, o &, =
7T, o T,, tenemos que

T[;I D(ﬂxoﬂl)=ﬂ;] o(ﬂxo‘,'tz)

Esto dam, = m;,lo cual es imposible. Segundo, vemos que ninguna otra permutacion
en G mapea a hacia b. Supongamos que existe una permutacion %, que mapea a hacia
b. Entonces,7;'em,es una permutacion que mapea a hacia a, Vya
que ;! mapea & hacia S
a. Debido a que ;! o Tt,es una permutacion en el conjunto {7, Ty, s, ...}, T, 0 (75" o 1)
= ®, es una permutacion en el conjunto{m, e m, T, o ®,, T, o Ty, . . .J. Entonces,
concluimos que existen exactamentet){a@) permutaciones en G que mapean a hacia b.
Sean a, b, ¢, ..., i elementos en S que estan en una clase de equivalencia. Todas
las permutaciones en G pueden ser categorizadas como las que mapean a hacia a, las
que mapean a hacia b, las que mapean a haciac, ... ., y las que mapean a hacia h. Puesto
que hemos demostrado que existen exactamentemn(a) permutaciones en cada una
de estas categorias tenemos que

]
numero de elementos en la clasede equivalencia que contiene a a

n(a) =
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Ejemplo 11.1

Mediante un argumento similar, obtenemos que

B =nE@=---=n)
|Gl
" nimero de elementos de la clasede equivalencia que contiene a a

Y, por tanto,
n(a) +nd) +ne) +- - +n(h) =G

De esto se tiene que, para cualquier clase de equivalencia de elementos en S,

> n(s) =Gl

todo s en la clase de equivalencia

Z _ (nimero declases de equivalencia .
nis) = 1 x |G
en las cualesse divide § )
ve N
Luego entonces, tenemos que
Nuamero de clases de equivalencia en las cuales se divide S

S PACKE PR

ve N C mel

Ahora consideremos algunos ejemplos ilustrativos.

Queremos encontrar el nimero de cadenas distintas de longitud 2 que se construyen a
partir de cuentas azules y amarillas. Los dos extremos de una cadena no se marcan, y
dos cadenas son, por tanto, indistinguibles ya que si se intercambian los extremos de
una esto daré lugar a la otra. Sean b y y las cuentas azules y amarillas, respectivamente.
Sean bb, by, yh ¥ yy las cuatro cadenas diferentes de longitud 2 cuando la equivalencia
entre cadenas no se toma en consideracion. El problema es encontrar el nimero de clases
de equivalencia en las cuales el conjunto S = {&b, by, yb, yy} es dividido por la relacién
de equivalencia inducida por el grupo de permutacion (1%, %}, ). donde

m =(20 by o W) o _(bb by yb yy
V"1 bb by yb ny kbb vb by yy

La permutacionm,indica que cualquier cadena es equivalente a ella misma, y la
permutacion m,especifica la equivalencia entre cadenas cuando los dos extremos de
una cadena son intercambiados. De acuerdo con el teorema de Burnside, el nimero de
cadenas distintas es

4+2)=3

De modo similar, para el caso de cadenas distintas de longitud 3 construidas con
cuentas azules y amarillas, tenemos el conjuntoS = {bbb, bky, byb, ybb, byy, yby, yvb,
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yyy} v el grupo de permutacion{G: ) G= {71, M2},donde i j es la permutacion identidad
y“tz es la permutacién que mapea una cadena hacia una que se obtiene a partir de la
misma mediante el intercambio de sus extremos; por ejemplo, bbb es mapeada hacia
bbb, bby es mapeada hacia ybb, byb es mapeada hacia byb, y asi sucesivamente. El
nimero de elementos que son invariantes bajo™!'ss ocho. EI nimero de elementos
que son invariantes bajo"’:2 es cuatro, ya que una cadena serd mapeada hacia ella
misma bajo ™2 si las cuentas en los dos extremos de la cadena son del mismo color,
y existen cuatro de dichas cadenas. Por consiguiente, el nimero de cadenas distintas
esigual a

18+4)=6
a

‘Ejemplo 11.2| Supongamos que queremos encontrar el nimero de brazaletes distintos de cinco

—_— cuentas construidos con cuentas amarillas, azules y blancas. Diremos que dos
brazaletes son indistinguibles si la rotacion de uno da lugar al otro. No obstante, para
simplificar el problema supongamos que los brazaletes no pueden ser volteados. Sea
S el conjunto de los 3° (= 243) brazaletes distintos cuando no se considera la
equivalencia rotacional. Sea ({T1> 25 T3, T Ws}s 9 yn grupo de  permutacion,
donde™ es la permutacion
identidad y ™2 es la permutacion que mapea un brazalete hacia él mismo pero rotado
en el sentido de las manecillas del reloj por una cuenta. Por ejemplo,

N
b ¥y
\w /

\-._.-/b

N,
/

es mapeado hacia

w

\

by

De igual modo", 3. a ¥ Rss0n permutaciones que mapean un brazalete hacia si
mismo

pero rotado en el sentido de las manecillas del reloj por dos, tres y cuatro cuentas,
respectivamente.

El namero de elementos invariantes bajo ™t es 243. El nimero de elementos
invariantes bajo™:es tres debido a que s6lo cuando las cinco cuentas en un brazalete
son del mismo color su rotacion por una cuenta dard lugar al mismo brazalete. De
modo similar. el nimero de elementos que son invariantes bajo cada una de
entre ™ ™ ¥ s es también tres. Por consiguiente, el nimero de brazaletes distintos
es

H243 +3+3+3+3)=3]

El resultado sobre el nimero de brazaletes distintos conduce de inmediato a una
prueba muy interesante de algo conocido en teoria de ndmeros como el pequefio
teorema de Fermat. Para un nimero primo p, determinamos el nimero de brazaletes
distintos
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de p cuentas construidos con cuentas de a colores diferentes cuando se permite la
equivalencia rotacional. EI nimero de brazaletes distintos es

S@satatta)= @+ (-1l

Puesto que el nimero de brazaletes distintos es un nimero entero, p divide aa® +
{p — 1a, o p divide a &” — a. Si p no divide a a, entonces p debe dividir az?-' -1, lo
cual es exactamente el teorema de Fermat.

0

Ejemplo 11.3 Podemos solucionar el problema del ejemplo 3.8 mediante el teorema de Burnside. Sean
S el conjunto de los 10° niimeros de 5 digitos y ({7, ®,}, s)un grupo de permutacion
de S, donde m;es la permutacion identidad, y &, es una permutacidon que mapea
un numero en él mismo si éste no se puede leer como un ndmero cuando se coloca de
cabeza (por ejemplo, 13765 es mapeado hacia 13765) y cuando mapea un nimero
hacia el nimero obtenido por la lectura de éste al ser puesto de cabeza, siempre que
se pueda leer (por ejemplo, 89166 es mapeado hacia 99168). EI nimero de invariancias
bajo Ttj es 10°. El nimero de invariancias bajo n, es (10° - 5°) + 3 x 5% debido a que
existen 10° — 5° nimeros que contienen uno o mas digitos de entre 2,3,4,5y 7, y en
consecuencia no pueden leerse de cabeza, y debido a que existen 3 x 52 niimeros que
se leerén iguales tanto al derecho como de cabeza, por ejemplo, 16891 (el digito central
de estos nimeros debe ser 0 0 1 u 8, el dltimo digito debe ser el primer digito puesto de
cabeza, y el cuarto digito debe ser el segundo digito puesto de cabeza). Por tanto, el
namero de tiras distintas que se forman es

3'(1054-105——55-?3x52)'—‘105-]L><55+§x52 "

11.7 CODIGOS Y CODIGOS DE GRUPO

El problema de codificacion es representar mensajes distintos mediante diferentes secuen-
cias de letras de un alfabeto dado. Por ejemplo, mensajes como "emergencia"”, "la ayuda

esta en camino”, "esta todo claro”, etcétera, pueden ser representados por secuencias de
puntos y rayas. En nuestro analisis de esta seccién suponemos que el alfabeto es binario
{0,1}. Una secuencia de letras de un alfabeto se conoce como una palabra. Un cédigo es
una coleccion de palabras que son utilizadas para representar distintos mensajes. Una palabra
en un codigo también es denominada como unapalabra cédigo. Un codigo de bloque es un
cadigo consistente de palabras que son de la misma longitud. Uno de los criterios al escoger
un bloque de cddigo para representar un conjunto de mensajes es su capacidad para corregir
errores. Supongamos que una palabra cddigo es transmitida desde su origen hacia su destino.
En el curso de la transmisién, interferencias como ruido pueden ocasionar que algunos de
los nimeros uno en la palabra codigo sean recibidos como ndmeros cero, y algunos de los
ceros como unos. En consecuencia, la palabra recibida podria no continuar siendo la palabra
transmitida, y es nuestro deseo recuperar la palabra transmitida lo mejor posible. Esto es lo
que entendemos por correccion de errores.
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Denotemos por A al conjunto de todas las sucesiones binarias de longitud 2. Sea ©una
operacion binaria sobre A tal que parax ¥ ¥ en 4, x ®©y es una sucesion de longitud n que
tiene nlimeros uno en las posiciones dondex y y difieren~  y nimeros cero en las posiciones
donde x y y son iguales. Por ejemplo, seax = 00101 y y = 10110,entoncesx <& y = 10011.
Se deja al lector demostrar que{4, ®}es un grupo. Observemos que una palabra con
Unicamente ceros es la identidad, y que cualquier palabra es su propio inverso en{4, ®).
Sea x una palabra en A. Definimos el peso de x, denotado porw{x),como la
cantidad de ndmeros uno en x. Asi, el peso de 1110000 es 3, al igual que el de 1001100.
Parax y y en A, definimos la distancia entre x y y, denotada por &#(x, ¥}, como el peso
dex @ vy,
w(x @ ¥). Por ejemplo, la distancia entre 1110000 y 1001100 es 4, y la distancia entre
1110000 y 0001111 es 7. ¢ Dbservemos que la distancia entre dos palabras es exactamente el
namero de posiciones en las cuales éstas difieren.
Es obvio que para x y y cualesquiera, 4(x, ¥) = d(y, x). Mostraremos ahora que para
Todax,y,zen 4

dx,y)sdx,z) +dz,y)
Claramente, Asi,
w(u € v) = w(u) + w(y)
tenemos que
wx@y) =w(x®z@zQy)

Swx®z)+tw(z@y)

d(x,y) £ d(x, z) + d(z, y)

Sea G un codigo de blogue. Definimos la distancia de G como la distancia minima entre
cualquier par de palabras codigo distintas en G. La distancia de un cédigo de bloque esta
muy relacionada con su capacidad para corregir errores, como mostraremos mas adelante.
Supongamos que correspondiendo a la transmision de una palabra codigo en G, se ha
recibido la palabra y. Nuestro problema es determinar a partir de y la palabra cédigo que fue
transmitida. Para motivar nuestro andlisis supongamos el caso sencillo en el que y resulta
ser una de las palabras codigo en G. En este caso, uno probablemente se inclinaria por la
conclusion obvia de que la palabra transmitida efectivamente fue y. Observemos que esa
conclusion obvia adn requiere de justificacion. Si suponemos que en el transcurso de la
transmision pueden ocurrir errores en cualquiera de las posiciones, cualquiera de las palabras
cédigo en G podria haber sido la palabra transmitida. Cuando supusimos que la palabra
transmitida fue y, estabamos suponiendo de modo tacito que cuando la palabra fue transmi-
tida era mas probable que no ocurriera error alguno a que hubiesen ocurrido algunos errores.
Por ahora acordemos no seguir dichos supuestos y establezcamos una manera general de
determinar la palabra transmitida correspondiente a la palabra recibida y. Denotemos por x,,
X3 ..., Xy alas palabras cddigo en G. Calcularemos la probabilidad condicional #(xy)para



GRUPOS YANILLOS 361

i=1,2,...,N, donde P(x]y}) es la probabilidad de quex; fuese la palabra transmitida ya
que y fue la palabra recibida. SiP(x,]¥)es la mayor de todas las probabilidades condicionales
calculadas, concluimos que x; fue la palabra transmitida. Este criterio para determinar la
palabra transmitida se conoce como criterio de decodificacion de la maxima-probabilidad.

El célculo de la probabilidad condicional P(x ¥} puede ser realmente complicado ya
que la probabilidad depende de muchos factores en el sistema de comunicacion. Existe, no
obstante, otro criterio que puede utilizarse para determinar la palabra transmitida. Calcula-
mosd(x, ¥} parai=1,2,... N,y concluimos que x, fue la palabra transmitida si d(x;, y)
es la menor distancia entre todas las distancias calculadas. Esto se conoce como criterio de
decodificacion de la minima-distancia. Si suponemos que la presencia de errores en las
posiciones son independientes, y que la probabilidad de que haya un error es p, entonces
P(x]yy=(1 — py'~'p’.donde / es la distancia entrex, y y. Para p < L, entre menor sead{x,, ¥),
mayor seré P(x,, ¥}.* En consecuencia, el criterio de decodificacion de la minima-distancia
es equivalente al criterio de decodificacién de la maxima-probabilidad (en este caso, la
conclusion de que la palabra transmitida fue y cuando la palabra recibida y es una palabra
cddigo esta justificada).

Sefialemos de inmediato que un cddigo de distancia 2/ + 1 puede corregir t 0 menos
errores de transmision cuando se sigue el criterio de decodificacion de la minima-distancia.
Supongamos que una palabra cddigo x fue transmitida y que la palabra y fue recibida. Si no
se han cometido mas de t errores en el transcurso de la transmisidn, tenemos que

dx, y) <t
Sea X,, otra palabra codigo. Puesto que
dix, x;)z2r+ 1
y

d(x, x;) = d(x, y) + dy, x;)
tenemos que

dy, x))zt+ 1

Luego entonces, el criterio de decodificacion de la minima-distancia efectivamente selec-
cionard a x como la palabra transmitida.

Ahora estudiaremos una clase de codigos de bloque conocida como cédigos de grupo.
Un subconjunto G de A es llamado un cddigo de gruposi (G, €)es un subgrupo de (4, ®),
donde A es el conjunto de sucesiones binarias de longitud n.

Mostraremos que la distancia de G es igual al peso minimo de las palabras diferentes
del nulo en G. Este resultado hace mucho mas simple calcular la distancia de un cédigo de
grupo, puesto que ya no es necesario calcular exhaustivamente la distancia para cada par de
palabras distintas en G. Supongamos que x es una palabra diferente del nulo en G. Debido
aque

w(x) = d(x, 0)}

Véase el problema 11.42 para el casop > L.
;. 0denota la palabra todo-cero.
+
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y ya que 0 estd en G, tenemos que

w(x) 2 min [d(y, z)] (11.1)

v,z = (s

Por otro lado, para cualesquieray y z en G, ya que

d(y, 2) = wy ® 7)
d(y, z) 2 min [w(x)] (11.2)
o
A partir de (11.1) obtenemos
min [w(x)]Z min I[d(y, z)] (11.3)
oo el
Y a partir de (11.2) obtenemos
miﬂ{r" [dy, )] mi?l (w(x)] *(11.4)
nzet xel
x=#0

Al combinar (11.3) y (11.4) llegamos a que
min [w(x)] = min [d(y, 2)]

xe {5 v, ee (s
x=0

y ya que y @ z esta también en G, tenemos que

Para cddigos de grupo, existe una manera eficiente para determinar la palabra transmi-
tida correspondiente a una palabra recibida de acuerdo con el criterio de decodificacion de
la minima-distancia. Sea (G, @)un cédigo de grupo. Sea y una palabra recibida. Debido a
que d(x;, ¥) = w(x; D y), los pesos de las palabras en el conjunto cocientey (7 & son las
distancias entre las palabras codigo en G y y. Denotemos por e a la palabra™ de menor peso
enG D y. Sea e =x, D y donde x, estd en G. De acuerdo con el criterio de decodificacion de
la minima-distancia, e & y = x,es la palabra c6digo transmitida. Como este argumento es
vélido para toda y en el conjunto cociente &7 € ¥, nuestro procedimiento decodificador puede
establecerse como:

1. Determine todos los conjuntos cociente de G.

2. Para cada conjunto cociente, tome la palabra de menor peso,*a la cual nos referiremos
como el lider del conjunto cociente.

3. Parauna palabra recibiday, e €y es la palabra transmitida, donde e es el lider del
conjunto cociente que contiene ay.

Como ejemplo consideremos que G = {0000, 0011, 1101, 1110}. Podemos verificar
facilmente que (&, @)es un grupo. Las filas de la figura 11.9 son los distintos conjuntos

T O unade las palabras de menor peso.
1 Ounade las palabras de menor peso.
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0000 0011 1101 1110
1000 1011 0101 0110
0100 0111 1001 1010
0010 0001 1111 1100 Figura 11.9

cociente de G. Dejamos al lector verificar que de acuerdo con el criterio de decodificacion
de la minima-distancia, la palabra recibida 1011 sera decodificada como 0011, la palabra
recibida 1010 serd decodificada como 1110, y la palabra recibida 1111 sera decodificada
comollOlolllO, segun si 0010 o 0001 fuese escogida como el lider del conjunto cociente
que contiene a la palabra 1111.

118 ISOMORFISMOS Y AUTOMORFISMOS

Sea (A, ¥) el sistema algebraico mostrado en la figura 11.10a. Porque tanto los nombres de
los elementos de A, a, b, ¢ y d, como el nombre de la operacion sobred, « son nombres
abstractos, no existe razdn alguna por la que no podamos cambiarles por otros nombres
abstractos. Por ejemplo, al cambiar.a, b, ¢, d por o, B, y, 8 y % por *, obtenemos el sistema
Algebraico (B, ¥}de la figura 11.106. Es claro que uno podria estar de acuerdo con que los
dos sistemas {4, )} y (B, #)son "esencialmente el mismo". Diremos que un sistema
algebraico (B, *}es isomorfo al sistema algebraico isi(4, *) podemos obtenera (B, *} partir
de {4, x}mediante el renombrado de los elementos, la operacién en (4, *)o ambas cosas.
De manera mas formal pero equivalente, decimos que {8, *)es isomorfo asi. (4, *) existe
una funcién biyectiva/de A hacia B tal que paratodoa; ¥ a; en 4

flaxa)=f(a) * fla)

La funcion/se conoce como un isomorfismo de{A, &) hacia (B, ), ¥ (&, *)se denomina la
imagen isomorfa de A. Por ejemplo, la funcion/tal que

fl@=a
fB)=p
fle)=y
fld)=3

& *
|

=]

=l =2

nole

= =

#*

=

= | =

o Ro= 1=

o | o

a a o

h b a a ¢ B B o« ¥

¢ \ b d d Y \ B8 Y

d |a b ¢ d 5 |a By B
a) b)

Figura 11.10
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* a b &) PAR IMPAR
i a h PAR ! PAR IMPAR
b | b a IMPAR | IMPAR PAR
(A, %) (B.®)

00 180° ; 0¢ 5¢

0° 0 180° D¢ | o¢ S¢
1800 | 180° 0° 5¢ 5¢ 0¢

(C, %) (D, +) Figura11.11

es un isomorfismo del sistema algebraico (4, *) en la figura 11.10a hacia el sistema
algebraico(B, *) en la figura 11.10;>. Observemos que la funcién g tal que

gla)=98
gb)=vy
gle)=p
gld)=a

también es un isomorfismo desde (4, *) hacia (B, ).

Otro ejemplo, en la figura 11.11 los sistemas algebraicos (8, @}, (C. *} ¥ (I}, +)son
todos isomorfos al sistema algebraico {4, *).De hecho, el sistemacorresponde(B, &) a la
adicion de nimeros pares e impares, el sistema(C, *)corresponde a la rotacion de figuras
geométricas en el plano por 0° y 180°, y el sistema (D, +) a la situacién de comprar dos
productos en una tienda de cinco y diez centavos, donde el elemento 0¢ en L se usa para
cantidades que son multiplos de 10¢.el elementoS¢se usa para cantidades que son
multiplos de 10¢ mas 5¢, y la operacion binaria + determina si el precio total de la
compra es un multiplo de!0¢ o un mdltiplo de10¢ mas 5¢. En realidad, la nocién de
isomorfismo entre
dos sistemas algebraicos relaciona los sistemas algebraicos abstractos a situaciones fisicas
que encontramos en la practica. En consecuencia, las propiedades de los sistemas algebraicos
abstractos tendran una interpretacion directa en términos de situaciones fisicas. Desde el
punto de vista de las aplicaciones, ésta es en realidad la razén para estudiar sistemas
algebraicos abstractos.

Un isomorfismo de un sistema algebraico(4, *) hacia (4, %}se denomina automorfismo
sobre {4, *).Por ejemplo, la funcion/tal que

fla=d
fb)=c
f©)=h
fld)=a
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Ejemplo 11.4

es un automorfismo sobre el sistema algebraico(d,¥}en la figura 11.1 Oa. Una
interpretacion fisica de un automorfismo sobre un sistema algebraico es una manera en la cual
los elementos en el sistema intercambian sus papeles.

Como ejemplo ilustrativo sobre la nocidn de isomorfismo entre grupos, mostraremos
que existe un grupo Unico, salvo un isomorfismo, de orden p para cualquier primo p.
Recordemos que para cualquier enteron, (Z,, ) es un grupo. Sea (G, &) un grupo de
orden p. Puesto que cualquier grupo de orden primo es ciclico, los elementos en G
pueden representarse comoa®, a, &, . . ., a” -  para cualquier elemento a en G que no
sea la identidad.* La funcién/(a) = i es claramente un isomorfismo desde(G, ) hacia
{Z,» ®). Por tanto, concluimos que cualquier grupo de orden p es isomorfo a{Z,, ®}.

119 HOMOMORFISMOS Y SUBGRUPOS NORMALES

g

La nocion de sistemas algebraicos isomorfos puede generalizarse facilmente. Sean (4, %}y
{B, ¥} dos sistemas algebraicos. Sea/una funcion de A hacia B tal que para cualesquiera a,

yaenA

homomorfa de(4, ).

flay * ax) = flay) * fla)
/se denomina un homomorfismo de {4, *} hacia (5, ), ¥ (B, *}se denomina la imagen

Por ejemplo, para los dos sistemas algebraicos de las figuras 11.120 y b, la funcién/

tal que

> |o B
o : o B
B ‘ B«
v o|e v
3 a f
£ | ¥ T
£ 138 £
Figura11.12

Jlo)=1
f@=0
f©=-1
S
¢

t &' representa la identidad de (G, *).

7B)=1
fE®)=0
ol R
| | 1 1]
0 | 0 -1
-1 | 0 | |
h)

S =1
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* | a b_c_d_

a a a d ¢ a
b b a ¢ d b
c l ¢ d a b

o
av...
[~
=]
o

a)
Figura 11.13

es un homomorfismo del sistema algebraico { {t, B, v, 8, &, £}, %} hacia el sistema algebraico
({1,0, =1}, #).
Existe otra manera de revisar la nocién de un homomorfismo de un sistema algebraico hacia
otro. Consideremos el sistema algebraico {4, %}y una relacién de equivalencia R sobre
A. Denominamos a R una relacion de congruencia sobred (respecto a %) si (¢}, @) y (b,
b,) en R implican que (¢, * &,, a, % b;)también esté en R. Por ejemplo, para el sistema
algebraico de la figura 11.13a, la relacion de equivalencia R en la figura 11.136 es una
relacion de congruencia. Por otro lado, para el sistema algebraico de la figura 11.14a, la
relacion de equivalencia R de la figura 11.146 no es una relacion de congruencia [ya que,
aun cuando (a, b) y (c, d) estan enR, {a % ¢, b * d) lo cual es igual a (d, a), no esta en R].
Las clases de equivalencia en las que se divide A son llamadas clases de congruencia.
Podemos definir un nuevo sistema algebraico i(B,*)de la siguiente manera:
seaB = {A,, A,,

.» A} la particion de A inducida porR.F Sea * la operacion binaria tal que para A, y Aj
cualesquiera en B, A, * Aj es igual a la clase de congruencia A, que contiene al elemento a,
* a,, donde a, es cualquier elemento en Aj y a, es cualquier elemento en Aj. Observemos
que debido a que R es una relacion de congruencia, la operacion * esté bien definida (esto
es, la clase de congruencia 4; * A;esta determinada de manera Unica sin importar qué

elementos a, end; ¥ @, en A4; :se hayan tomado).(# ,*)es una imagen homomorfa de{4, %),
ya que la funcion
f(a) = A,‘ si ae A,‘
es un homomorfismo desde {4, %) hacia (B, *).*Por intuicion, una imagen homomorfa de
un sistema algebraico puede verse como una descripcion global del comportamiento del
sistema cuando se ignoran algunas de las caracteristicas que distinguen a ciertos elementos

* e b ¢ d a b ¢ d
Rl .

i a d a b L[..\'[_E — _ﬁ
c ; c b a b ¢ l ’ VN
dld d b a d || jj_ v

Figura 11.14

t Recordamos al lector que una particion es un conjunto de subconjuntos y que es perfectamente correcto que los
elementos del conjunto B en el sistema algebraico (£, *)) sean a su vez conjuntos.

i Exhortamos al lector a mostrar la reciproca, a saber, un homomorfismode {4, %) hacia (8, *}induce una relacion
de congruencia sobre A.
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(O] POSITIVO NEGATIVO  CERO

POSITIVO | POSITIVO NEGATIVO  CERO

NEGATIVO | NEGATIVO POSITIVO  CERO

CERO CERO CERO CERO
Figura 11.15

en el sistema. En consecuencia, los elementos que se vuelven indistinguibles pueden ser
colocados en una clase de congruencia, y el comportamiento del sistema puede describirse
por la manera en que interactdan estas clases de congruencia.

Como ejemplo consideremos el sistema algebraico de la figura 11.12a como una
descripcidn de la interaccién de seis tipos diferentes de particulas{e, B, v, 8, €, €}.
Supongamos quea, B y yson particulas de carga positiva; & ¥ £ son particulas neutras; y¢
es una particula de carga negativa. Si{1, 0, —1} denota los tres tipos de particula, la figura
11. \2b muestra cdmo interactdan los tres tipos de particulas. En efecto, como se sefialé con
anterioridad, la funcién/tal que

fla)=1 fB =1 fn=1
f(@)=0 f(€)=0
S@=-1
es un homomorfismo del sistema algebraico {{, B, ¥, 6, &, £}, *} hacia el

(41,0, -1}, ).

sistema algebraico

Otro ejemplo, consideremos el sistema algebraico (/, ¢), donde /es el conjunto de todos
los enteros y  es la operacion ordinaria de multiplicacion de enteros. Supongamos que no
estamos interesados en distinguir a todos los enteros en I, sino que deseamos hacer una
distincion entre enteros positivos, enteros negativos y cero. De inmediato observamos que
el sistema algebraico (B, @) en la figura 11.15 es una imagen homomorfa de (/, *), y que la
funcion/tal que

(POSITIVO si » es un entero positivo
f{n) = {NEGATIVO si n es un entero negativo
CERO sin=0

es efectivamente un homomorfismo de(/, -) hacia (B, ®).

Dado un grupo (G, *)es posible saber como determinar una imagen homomorfa de
(G, %) y més adn, todas las imagenes homomorfas de (G, ).t Recordemos de nuestro analisis
de la seccion 11.5 que un subgrupo de (&, *) induce una particion de G en los conjuntos
cocientes del subgrupo. Entonces resulta razonable preguntarse si en efecto esta particion
divide G en clases de congruencia. La respuesta a esta pregunta es negativa, aunque una
condicion adicional sobre el subgrupo haria el truco.

No es dificil ver que la imagen homomaorfa de un grupo siempre es un grupo. Véase el problema 11.36.

.1_
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* o B oy & & £ * | o, Byt 1,8, L)
o la B oy 5 & € @B | fabr el
B By o & & & 16,8, 0} | {8, 8,8) to, Py
¥ y a B L & = (B, %)
8 &8 ¢ & o y B
£ e &6 L P oo vy
L £ & & 7y B w

(4, *)

a) b)
Figura 11.16

Sea//un subgrupodeG. Diremos que H es un subgrupo normal si, para todo elemento
aen G, el conjunto cociente izquierdoa % A es igual al conjunto cociente derechoa # * (si
G es un grupo conmutativo, cualquier subgrupo de G es normal). Por ejemplo, para el grupo
{A, %} mostrado en la figura 11.16a,{H, } es un subgrupo normal, donde H# = {c, B, y}. Por
ejemplo,

SwH =8xa,8%xf, 8%y} =1{8,(, ¢}
H*x& ={ax3,xdywxd}={8¢ C}

A continuacién queremos demostrar que los distintos conjuntos cociente izquierdos (de
rechos) de un subgrupo normal H son clases de congruencia de G. Seaaz * Hy b« H_ dos
conjuntos cociente. Queremos demostrar que para todos los elementosa, enaw Hy
todos los
elementos b, en b » H, los elementosa, * &, estan todos en un conjunto cociente de H. Sean

a=ak h]
b] =h*x hg
para algin A, y h, en 1. Tenemos que

acby=(@+))+(b+hy)=(a-
h)e(/zz*b)- a* para algin /?; 6 H
hs* b =a-kb-k hs para algin h; e H
paraalgin hs e H

Asi, a,  b,, esta en el conjunto cociente (a*b) ¢ H.

Por ejemplo, para el grupo {A, *) mostrado en la figura 11.16a y el subgrupo normal
(/l, +), donde H = {a, p, v}, las clases de congruencia son {a, p, vy} v {5, s, Q. En
consecuencia, tenemos la imagen homomorfa (B, *) mostrada en la figura 11.166, donde
B={{a, p, y} {5, E, Q}. Como otro ejemplo, para el grupo (/, +), donde /es el conjunto de
todos los enteros y + es la operacion ordinaria de adicion de enteros, (E, +) es un subgrupo
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P |

@ PAR IMPAR

PAR [ PAR IMPAR

IMPAR | IMPAR PAR Figura 11.17

normal donde E es el conjunto de todos los enteros pares. Correspondiendo al subgrupo
(E, +), tenemos la imagen homomorfa mostrada en la figura 11.17, donde PAR es clase de
congruencia de todos los enteros pares, e IMPAR es la clase de congruencia de todos los
enteros impares.

Nuestro siguiente paso es determinar si al agotar todos los subgrupos normales
de(4, x) se originara el agotamiento de todas las imagenes homomorfas
de(A, *).Resulta que
efectivamente esto es lo que sucede, como mostraremos adelante. Sea/un homomorfismo
de{4, x) hacia (B, *). Queremos demaostrar que/corresponde a una particion de A en clases
de congruencia inducidas por un subgrupo normal. Sea //el conjunto de todos los elementos
en A cuyas imagenes bajo/son la identidad de B, a la cual denotaremos por s.

Primero demostramos que(f7, ) ¢s un subgrupo de (4, %):

1 Queremos demostrar que « es cerrada sobre //. Para todo a, b en H, ya que

flaxb)=fm*fh)y=ere=¢
a * b esta también en //.

2. Queremos demostrar que e, la identidad de A, esta en //. Para un elemento arbitrario a
en A tenemos que

flaxey=f(a)«f(e)

f(@=f(a)*fle)

Puesto que (&, *)es un grupo, f(e) debe ser la identidad de (B, *). Por tanto, e esta
en//.

3. Queremos demostrar que 0™

esta en //para cualquier elemento a en H. Puesto que

flaxah)=f(a)fla)

fle=f@=*/a"

e=gxf(al)

e=f(ah)

o concluimos que a ' esta en H.
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Asi,ax hx a! estienH. Estoes,a% Ak a'=h 0axh=h, »aparaalgin h,en H. De
Ahora demostraremos que (//, ¢) es un subgrupo normal: para cualquier aenAyh
en//

flaxhxal) =fla)xf(h)*f(ah)

=fl@)xexf(al)
=fla)y*flah
=flaxal)
=f(e)
=g

donde concluimos que //es normal.

Finalmente, demostraremos que si a y b estan en el mismo conjunto cociente de H,

entoncesf {a} = f (). Puesto que b puede escribirse como
b=awxh

para alglin h en H, tenemos que

fo)y=flaxfh=fla

Reciprocamente, queremos demostrar que, si/(a) =f(b), entonces a y b estan en el mismo
conjunto cociente de H. Puesto que

J@xb) =f(a")»f(b)
=fla)*f(a)
=£

a'xbestien H estoes,a' *x b=hob=ax hparaalgin hen H.

1110 ANILLOS, DOMINIOS INTEGRALES Y CAMPOS

Hasta el momento hemos estudiado sistemas algebraicos con una sola operacion binaria.
Ahora continuaremos con un breve estudio de varias clases de sistemas algebraicos con dos
operaciones binarias. Es claro que dados dos sistemas algebraicos {4, %} v (4, #),siempre
podemos “combinarlos™ para dar lugar a un sistema algebraico con dos operaciones binarias
(A, %, *). Por otro lado, un sistema algebraico con dos operaciones puede ser un simple
"conglomerado" de dos sistemas algebraicos con una operacion si las dos operaciones estan
relacionadas de alguna manera. Por ejemplo, sea {4, %, ) un sistema algebraico tal que para
aybenA, cualesquiera, g * b = b * a. Observemos que las dos operaciones % vy * estan
relacionadas en que ambas son conmutativas, o bien ambas no lo son (¢ por qué?). Una
manera mas natural e importante en la cual dos operaciones binarias pueden estar
relacionadas es la propiedad de distributividad. Sea {4, %, *) un sistema algebraico con dos
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Figura 11.18

operaciones binarias. Se dice que la operacion * es distributiva sobre la operacionssi para
todoa,bycenA,

a*{bkc)=(a*b)y*x{a*c)

(brcyra=({*ra)n{cra)

Por ejemplo, para el sistema algebraico({c, 8}, %, *)donde * y * estan definidas en la figura
11.18, la operacidn * es distributiva sobre la operacion ., en tanto que la operacidn « no es
distributiva sobre la operacion.?

Estamos particularmente interesados en las clases de sistemas algebraicos con dos
operaciones los cuales son conocidos como anillos, dominios integrales y campos. Un
sistema algebraico (A4, +, -)se denomina un anillo si satisface las siguientes condiciones:

1 {A, +) esun grupo abeliano.
2. {A, *) es un semigrupo.
3. Laoperacion m es distributiva sobre la operacién +.

Sea Z,, el conjunto de los enteros{0, 1,2,. .., n— 1}. Sea® una operacion binaria sobre
Z,
, tal que

_Ja+b si a+b<n
a®b {a+b—n si a+bzn

Sea © una operacion binaria sobre Z,, tal que

a ® b = residuo de dividir @b por n

Como se sefiald en la secciéon11.12, (Z,, €©) es un grupo abeliano. Ademas, no es dificil ver
que® es una operacion cerrada y asociativa.t En consecuencia, (Z,, @) es un semigrupo.
El lector demostrara que ®se distribuye sobre ® y asi concluira que{Z,,, ®. ®)es un anillo.

De modo consistente nos referiremos a las dos operaciones de un anillo (4, +, -) como
a las operaciones de adicion y multiplicacion. También nos referimos aa + b como a la suma
deayhb,yaa.bcomo al producto de a 'y b. La identidad del grupo abeliano {A, +) es
conocida como identidad aditiva y se denota por 0. El inverso de un elemento a del grupo
{A, +) se denomina como el inverso aditivo de a y se denota por -a. Algunas veces escribimos
a - b para indicar la suma de a y el inverso aditivo de b.

t Porejemplo, Br(a=P) =Py (B} * (PrP)=o.
4 Véase el problema 11.4.
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Mostraremos ahora que paratodo elemento aen e anillo(4, +, ), 0 -a=a - 0 =0.
Puesto que

OCa=0F0)-a=0-a*0-a
tenemos que
0-a=0

Que a m 0 = 0 puede demostrarse de manerasimilar.”
Sed(4, +, -)un sistema agebraico con dos operaciones binarias. Se dice que(4, +, -)es
un dominio integral si:

1 (A4, +) esun grupo abeliano.

2. Laoperacion esconmutativa Y ademas., sic # 0y ¢ - a= ¢ - b, entonces a = h,donde
0 denota laidentidad aditiva.

3. Laoperacion « es distributiva sobre la operacion +.

Por egjemplo, sean A € conjunto de todos los enteros, y + y m son las operaciones
ordinarias de adicion y multiplicacion de enteros. Observemos que(4, +)es un grupo
abeliano con 0 como laidentidad aditivay —n como € inverso aditivo de n para cualquier
enteror;también notamos que la operacién ¢ es conmutativa. Ademas, para cualquier entero
diferente deceroc, ¢ - a = ¢ - b implicaque a = b. Puesto que ¢ es distributiva sobre +, se
tiene que(4, +, -)es un dominio integral.

Ses (4, +, -) un sistema algebraico con dos operaciones binarias. Se dice quees (4, +, +)
un campo Si:

1 (4, +)esun grupo abeliano.
2. (A -1{0}, )esun grupo abeliano.
3. Laoperacion « esdistributiva sobre la operacion +.

Exhortamos & lector averificar que(F, +, -)es un campo, donde F es el conjunto de
todos los nimeros racionaes, y +y « son las operaciones ordinarias de adicion y multipli-
cacion de nimeros racionaes. Otros emplos de campos son(R, +, -),donde R es € conjunto
de todos los niUmeros realesy + y « son las operaciones ordinarias de adicién y multiplica-
cion de numeros reales, y (C, +, -),donde C es el conjunto de todos |os niUmeros com
y + Y * son las operaciones ordinarias de adicion y multiplicacion de nimeros complejos (es
probable que se dé cuenta en este momento, si no ha sucedido antes, de que cuando
estudiamos la adicion, sustraccion, multiplicacion y divisién de nimeros racionales, reales
y complejos en la educacién primaria y secundaria, estudiamos las operaciones en los
campos de nimeros racionales, reales y complejos. Ademas, en realidad la sustraccion no
€s una operacién "independiente” ya que equivale a la adiciéon del inverso aditivo de un
elemento. De modo similar, la division es equivaente a la multiplicacion por €l inverso
multiplicativo de un el emento).

t Observe, en efecto, cuan "(itil" es la propiedad distributiva. \V éase también el teorema 12.9.
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1111

Mostraremos otro ejemplo en que el sistema algebraico (Z,, ®, ©®)es un campo si y
s6lo si n es un nimero primo. Es claro que tanto @ como @ son operaciones conmutativas.
Recordemos que (Z,, ®)es un grupo para todo n. Ahora mostraremos quees(Z, - {0},®)

un grupo si y sélo si n es un ndmero primo. Si n no es un ndmero primo, n = ab para algin
aybenZ, - {0}. Estoes, a @ & = 0.Puesto que la operacion@no es cerrada sobre Z, -
{0}, (Z, - {0}, ®) no puede ser un grupo. Examinemos el caso cuando n es un nimero
primo. Primero, para todoa ¥ & en Z, — {0}, « @ b no es igual a 0. Por consiguiente, la
operacion @ es cerrada sobre el conjunto Z, — {0}. Ademas, es claro que la operacion®es
una operacion asociativa y que 1 es la identidad de (Z,,— {0}, @).Finalmente, mostraremos
que para cualquier a y dos elementos distintos cualesquierab y c en Z, — {0}, a ®@b no es
igual ag @ c. Supongamos quea @ bes igual aa @ ¢, Esto es,

ab=kn+r
ac=Iln+r

para algunos k,lyr. Sin pérdida de generalidad, supongamos que > ¢ ¥ &> I. Tenemos
que

ab—-ae=kn-In

alb—c)=(k-hn

Puesto que tanto a como b - ¢ son menores que «,(11.5) no es posible cuando n es primo.
Ahora se tiene del principio del palomar que, para cualquier a en Z,, — {0} ,existe un b en
Z,— {0} tal que

a®b=1

Esto es, b es el inverso de a en(Z, - {0}, @).Asi concluimos quiz (Z, — {0},@) es un grupo

abeliano. Dejamos al lector demostrar que la operacion®es distributiva sobre la operacion &,

Para un ndmero primo n, usualmente se conoce(Z,, &, @) como el campo de enteros

modulo n.

La identidad del grupo{4 - {0}, -)se conoce como la identidad multiplicativa, la cual

se denota por 1. El inverso de un elemento a en un grupo {4 — {0}, -}se conoce como el

inverso multiplicativo de a y se denota porl/a. Algunas veces escribimos alb para indicar
el producto de a 'y el inverso multiplicativo de b.

HOMOMORFISMOS DE ANILLOS

En la seccidn 11.9 presentamos la nocién de homomorfismo sobre sistemas algebraicos con
una operacion binaria. Ahora estudiaremos homomorfismos sobre sistemas alaebraicos con
dos operaciones y, en particular, con mayor detalle, sobre anillos. Sean (4, +, ) ¥ (B, ®, )



374 CAPITULO 11

® | PAR  IMPAR ® PAR  IMPAR

1 — - —
PAR PAR IMPAR PAR PAR PAR
IMPAR | IMPAR PAR IMPAR PAR IMPAR
Figura 11.19

dos sistemas algebraicos. Una funcién / sobreyectiva, de A hacia B se dice que es un
homomorfismo de {4, +, -} haciasi (B, ®, @) para cualesquiera ay b en A

flat+b) =fla)@f(b)
Sf(a-b) =f(a) ©f(b)
Ademas, (B, ®, ®)es denominado como una imagen homomorfa de (4, +, -).

En modo alternativo, sea R una relacién de congruencia sobre A respecto a ambas
operaciones+ y ~Esto es, R es una relacion de equivalencia sobreA y si {(a, a;} ¥ (&), b2)
estan en R, entonces(a, + by, @2 + 8,) y (@) * by, ay - by} también estan enR. Sea B= {4, A,

.+ A,} el conjunto de clases de congruencia en las cuales se divide A. Definimos dos
operaciones binarias & y @sobre B de manera que 4; ® 4,es igual a la clase de congruencia
donde estaa; + ay, ¥ 4; @ A, es igual a la clase de congruencia donde estda, - a,, para todo
ayend;ya; enA; . De acuerdo con nuestro andlisis de la seccién 11.9, tenemos qué(B, &, &)
es una imagen homomorfa de{A4, +, -).

Por ejemplo, sea N el conjunto de todos lo nimeros naturales,y + y -las operaciones
ordinarias de adicion y multiplicacion de nimeros naturales. Consideremos el sistema
algebraico ({PAR, IMPAR}, ®, ©),donde las operaciones® y @ estan definidas en la figura
11.19. Sefalemos que ({PAR, IMPAR}, €, ®@)es una imagen homomorfa de (N, +, -}.
Ademas, la funcion/tal que

fin)= {PAR si 7 €5 un nimero par
IMPAR S1 4 €S un namero impar
es el correspondiente homomorfismo de(N, +, -} hacia ({PAR, IMPAR}, &, ©).

Ahora investiguemos el problema de la determinacion de las imagenes homomorfas de
un anillo.* Sea (4, +, yun anilloy (H, +) un subgrupo de {4, +). Sea R la relacion de
equivalencia que induce H sobre A. Debido a que (4. +}es un grupo abeliano, R es una
relacién de congruencia respectoa +.Queremos conocer bajo qué condiciones R es también
una relacion de congruencia respecto de . Supongamos que (a, b) y (c, d) estan en R. Esto es

a=b+h|
C:d+h2
para algunos h, y h, en H. De esto se tiene que
a-c=(b+h) (d+h)
=(b-d)y+(b-h)+(h -d)+(h - h)

t No es dificil demostrar que la imagen homomorfa de un anillo siempre es un anillo (véase el problema 11.36).
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Observemos que, si tanto b m h, como h”™ m d estan en H, entonces

b-h)+(hy-d)+ (hy - )
esta también en H, y tendremos que (@ - ¢, b - destaen R.
Dicha observacion motiva la definicién de un ideal en un anillo. Sea i(4, +, -} un anillo
y H un subconjunto de A. Diremos que H es un ideal si se satisfacen las siguientes
condiciones:

1
(H, +) es un subgrupo de (4, +).
2.ParatodoaenAdyhenH a-hyh-aestanen H.'

Se tiene de inmediato, a partir de nuestro analisis, que un ideal de un anillo {4, +, -Yinduce
una relacién de congruencia sobre A respecto de ambas operaciones+y -, ¥ en consecuencia
define una imagen homomorfa de(4, +. -).

Por otro lado, demostraremos que cualquier homomorfismo de un anillo corresponde a
un ideal del anillo. Sea/un homomorfismo de un anillo{A4, +, -} hacia (B, &, @), Sea H el
conjunto de elementos de A que son mapeados hacia la identidad aditiva de (B, @, ®) bajo
/[recordamos al lector que como se trata de una imagen homomorfa de(A, +, -}, {B, @, ©)
es un anillo]. Ya se ha demostrado en la seccién 11.9 que H es un subgrupo normal de{4, +).
Para demostrar que H es un ideal, sefialemos que para todo aenAyhenH,

fla-B=f@@fh)=fa)@0=0
donde 0 denota la identidad aditiva de(8, €, &), Asi, a m h est4 en H. De manera similar,
podemos demostrar que h m a esta en H. Asi, concluimos que H es un ideal.

@10 1 2 3 4 5 ©10 1 2 3 4 5
o lo 1 2 3 a s 0o lo0 0 0 0 0 0
1 | 2 3 4 5 0 1 0 1 2 3 4 5
2 12 3 4 5 0 1 2 10 2 4 0 2 4
313 4 5 0 1 2 3010 3 0 3 0 3
4 4 5 0 1 2 3 4 0o 4 2 0 4 2
515 0o 1 2 3 4 510 5 4 3 2 1
a)
8| 024 @i B | w2n 035
(0,2,4) | 10,2,4} {1,3,5} 10,2,4} | {0,2,4) {0,2,4)
(1,3,5) | {1,3,5} {0,2,4} {1,3,5) | {0,2,4} {1,3,5}
b)
Figura 11.20

t Por intuicion afirmamos que cualquier elemento en A es "deglutido" del ideal cuando es multiplicado por un
elemento del ideal.
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Por gemplo, consideremos & anillo(Z,, ®, ®)i mostrado en la figura 11.20a. Podemos
verificar deinmediato que{0,2,4} esunideal. Las dos clases de congruencia son {0,2,4}
y {1,3,5}, y laimagen homomorfa se muestra en lafigura 11.206.

Consideremos otro gemplo, d anillo(Z,+, -),donde/es € conjunto de todos los enteros,
y +y * son las operaciones ordinarias de adicion y multiplicacion de enteros. Sea H el
conjunto de todos los mlltiplos de# {. . . ,—2n,—n, 0, n, 2n, 3n, . . .} para cualquier entero n.
Es obvio que //esun ideal. Ademés, unaimagen homomorfa correspondiente es(Z,,, ®, ®@).

*11.12  ANILLOSPOLINOMIALESY CODIGOSCICLICOS

Ses(A, *, *)un sistema algebraico donde ¢ es una operacién mrariay * es una operacion
«-aria. Algunas veces nos referiremos a los el ementos de A como constantes. Una variable
(o un indeterminado) es un nombre ssmbdlico gue no es e nombre de algin elemento de A.
Definimos las expresiones algebraicas en(4, *, *)de acuerdo con las siguientes reglas:

1 Cualquier constante es una expresion algebraica.

2. Cudquier variable es una expresion algebraica.

3. Siey, ey, ..., e,s0nexpresiones algebraicas, entoncesx(e;, e,, . . ., ¢,,) tambiénlo es.
4. Siey, e, ...,e,s0nexpresonesagebraicas, entoncesx(e;, e, . . . , e,) tambiénlo es.

Por gemplo, s Xy y son variables, las siguientes expresiones son expresiones algebrai-
casen(Z,, ®, @)

2
2@x
BOE®ENO(xGy)

Sea{A, +, m) un anillo. Unaexpresion algebraicaen (A, +, ¢) delaforma
apt(a-x)+(a - x)+- ot (@ N+, - nzo (11.6)
Se conoce como un polinomio, dondeay, ay, . . . , a, _ |, @, SON condtantesy x esunavariable.

Debido aque+ y -son operaciones asociativas, la expresion en (11.6) no es ambigua.
Usaremos lanotacién delaforma A(x), B(x), . . . parapolinomios. El grado de un polinomio

+ Usamos x' para denotar x - x * - x.
|
iveces
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es el mayor n para el cual a, es diferente de 0. A partir de la convencién de omitir el simbolo
de la operacion de multiplicacion y los paréntesis en (11.6), reescribimos (11.6) como

dptax+axd+. o ra,_ gt

Analizaremos brevemente la construccion de anillos polinomiales. Sea{F, +, -}un
campo. Denotamos por#Tx] al conjunto de todos los polinomios en{F, +, -)cuya variable
es x. Definimos un sistema algebraico (Flx|, B, [T) donde H y [l son dos operaciones
binarias definidas como sigue: para

ARy =gy +ax+axt +.--+ax"
B(x)=bo + byx + byx? + - - - + by

tenemos que

AR B Bx)=Cx)=cp+cx+ox?+ - -+’

donde
C,-Taj+b’.1'
y
Ax) O B(x) = D(x) = dy + dyx + dox® + - - - + dx
donde

di=(ag-b)+(a; - b;_ )+ +(a;- by)

Es facil verificar que(FTx], B, )es un anillo, el cual se conoce como un anillopolinomial.
Sea(F, +,-)un campo. Denotemos porF,[x]al conjunto de polinomios de grado menor

que n enFIx]. Sea G{x) un polinomio de gradouns en F{x]. Sea (F,[x], 4, &) sistema

algebraico, donde A y A son dos operaciones binarias definidas como sigue: para

AX)=aq+ax+axt+.. - +a,_ !

B(x)y=by+bx+bpl 4. kb, -1
tenemos que

A(x) A B(x) = 4(x) H B(x)

A(x) A B(x) = el residuo de 4(x) I B(x) dividido entre G(x)*

Es facil verificar que{F,[x], 4, A)es un anillo, el cual se conoce como el anillo de polinomios
médulo G(x).

f Supongamos que @, =0 parai>ny b,=0 para i > m.
% La division de polinomios se lleva a cabo de la misma manera en que lo hicimos con el dlgebra de la secundaria
con, desde luego, la adicién y la multiplicacién como las operaciones de campo en{¥. +, )
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A 0 1 X 1+x A 0 1 x 1 +x

0 0 1 x 1 +x 0 0 0 0 0

1 1 0 1+x b I 0 | x 1+x

x x l+x 0 1 x 0 x | 1+x

1+x l+x x 1 0 l+x 0 l+x 1+x 0
Figura 11.21

Por ejemplo, sea {F, +, -}I el campo de enteros mddulo 2. Existen cuatro polinomios en
F,ix], a saber, 0, 1, x, 1 + x. Supongamos que G{x) es 1 + x%. Las operaciones,4 y A estan
definidas en la figura 11.21.

La construccién de anillos polinomiales conduce de inmediato a la construccion de
campos de Galois. Un analisis detallado de este tdpico se encuentra fuera del alcance de este
libro.

Como ejemplo ilustrativo, consideremos una clase de codigos conocida como cddigos
ciclicos. Recordemos de nuestro andlisis de la seccién 11.7 que un codigo de bloque es una
coleccion de palabras de la misma longitud. Un c6digo de blogue es llamado un codigo
ciclico si para toda palabra codigo aya,a> « -+ + a,_2a,_,,la secuenciaa, _opa @y « -
a, _» también es una palabra codigo. En otras palabras, para un codigo ciclico, un corrimiento
ciclico de una palabra codigo también es una palabra codigo. Ahora mostraremos una manera
muy compacta de describir codigos ciclicos.

Sea (F, +, -} el campo de los enteros médulo 2. Primero, sefialemos que una sucesion
binariaayaa; - + - a, _ | puede ser convenientemente representada por un polinomio

ao+a!x+a2x2 '+---‘+-a,,_!x’"|

en el anillo polinomial (F{x], B, ). Sea (F,[x], 4, A) el anillo de polinomios médulo 1+ x*,
Sea 7 un ideal de (F,[x]. 4, A). Queremos demostrar que los polinomios en / constituyen
un cddigo ciclico. Debido a que (/, A) es un grupo, los polinomios en / constituyen en
efecto un cddigo de grupo. Sea A(x) un polinomio en /. De acuerdo con la definicion de un
ideal, x A A(x) también es un polinomio en /. Sea

Ax) =ag+ax +ax*+ -+ +a,_ x" !

. apx +apx’ e+, o x”

x A A(x) = residuo de i

1+ X
. age+axt 4 da, o +a, (1 +x"
residuode — — BRI
]+
=a,_tagtaxt+ o ta, x'l

&

Por tanto, los polinomios en / constituyen un cédigo ciclico.

Por otro lado, supongamos que / al conjunto de polinomios correspondientes a las
palabras codigo en un codigo ciclico. Es evidente que (/, A) es un grupo abeliano. Si A(x)
estaent, x A A(x} estien /, ¥’ A A(x) estd en [, y b/ A A(x) estd en /, debido a que los
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polinomios en / forman un codigo ciclico. De esto se tiene que B(x} A A{x} estd en / para
cualquier B{x) en F,[x].

Se puede decir mucho més acerca de la descripcion de cddigos ciclicos como ideales

en anillos polinomiales. Véase, por ejemplo, las referencias citadas en la seccion 11.13.

1113 NOTASY REFERENCIAS

PROBLEMAS

Algunas referencias generales Utiles sobre sistemas algebraicos son Birkhoff y MacLane [2],
Cohn [3], Herstein [4], Paley y Weichel [8]. Véase el capitulo 4 de Knuth [5] para mayor
informacion sobre cadenas de adicién. Véase el capitulo 5 de Liu [7] sobre la teoria de conteo
de Polya, la cual generaliza el teorema de Burnside de la seccién 11.6. Para un analisis mas
extenso sobre teoria de codificacion algebraica, véase Berlekamp [1], Lin [6] y Peterson y

Weldon [9].
1. Berlekamp, E. R.: Algébrale Coding Theory, McGraw-Hill Book Company, Nueva York, 1968.
2. Birkhoff, G. y S. MacLane: A Survey ofModern Algebra, 3° ed., Macmillan Company, Nueva
York, 1965.
3. Cohn, P. M.: Universal Algebra, Harper and Row, Nueva York, 1965.
4. Herstein, I. N.: Topics in Algebra, Blaisdell Publishing Company, Waltham, Mass., 1964.
5. Knuth, D. E.: The Art of Computer Programming, Vol. 2, Seminumerical Algorithms, Addison-
Wesley Publishing Company, Reading, Mass., 1969.
6. Lin, S.: An Introduction ofError-correcting Codes, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, N.J., 1970.
7. Liu, C. L.: Introduction of Combinatorial Mathematics, McGraw-Hill Book Company, Nueva
York, 1968.
8. Paley, H.y P. M. Weichsel: A First Course in Abstract Algebra, Holt, Rinehart and Winston,
Nueva York, 1966.
9. Peterson, W. W. y E. J. Weldon, Jr.: Error-correcting Codes, 2° ed., MIT Press, Cambridge, Mass.,
1972.
111 St a»b=méix (a, b) es. Para cada uno de los siguientes casos determine
si ax b=min (g, b+2)
a)asb=a+b+3 )
dexb=qg*2b
112 Sea{A ) un sistqma glgebrq[cg _d‘opge:‘gs una operacion binaria tal que, para cualesquiera a 'y

bend,axb=a.
a) Demuestre que  es una operacion asociativa.
b) ¢Es posible que * sea una operacién conmutativa?
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11.3 Sea (A, ~k) un sistema algebraico tal que para todo a, b, c,denA
axa=a
(axb)yx(ckd)y=(axc)x(bxd)
Demuestre que

ax(bxc)=(akb)*(axc)
114 Sea Z, el conjunto de enteros {f, 1, 2, . . ., n — 1}. Sea @ la operacion binaria sobre Z, tal que

a ® b=elresiduo de ab dividido entre »
a) Construya la tabla de la operacion'® paran=4.
b) Demuestre que(Z,, ®}es un semigrupo para todo n.
115 Sea {4, #)un semigrupo. Sea a un elemento en A. Considere la operacion binaria Odsobre A tal
que, paratodo xy y en A,

xOy=xwaxy
Demuestre que O es una operacidn asociativa.
11.6 Sea (A, *) un semigrupo. Ademas, para todoa y ben 4, sia = b, entonces a+« b+ b * a.

a) Demuestre que paratodo aen A,
ara=a
b) Demuestre que para todo a,benA,
avhsa=a
c¢) Demuestre que para todo a,b,cenA,
asbec=a+r
Sugerencia: observe que a* & =05+ aimplicaa = b.

11.7 Sea i(A, *)un semigrupo. Demuestre que para.a, b,cend,sia« c=c*ay b+ c=¢ = b, entonces

(axbyxc=cr{ax*b)

118 Seaiun{{a, &}, *}: semigrupo dondeDemuestrea * a=&. que:
ay a*b=bxa
by bwb=b

11.9 Sea {A. »), un semigrupo conmutativo. Demuestre que si

a*a=aybs+ b=>5 entonces
{arBy»(ax by=ax b
11.10S8ea {4, *)un semigrupo. Demuestre que si A es un conjunto finito, existe un a en A tal que
a*a=da.
11.11 Sea (A, *)un semigrupo. Ademas, existe un elemento a en A tal que para todo x en A existenuy v
en A que satisfacen la relacion

M pE=sv*Ea=xy
Demuestre que existe un elemento identidad en A.
11.12 Sea (4, *)un semigrupo y e una identidad izquierda. Ademas, para todo x en A existe un x en A
tal queX ¢ x=e.
a) Demuestre que paratodoig, b, cend, sia « b=a * ¢, entonces b=c.
b) Demuestre que {4, *) es un grupo, al demostrar que e es un elemento identidad.
Sugerencia: observe que ¥ # x * Ex x=e¢.
11.13 Sea (A, ¢) un sistema algebraico tal que para todo a,benA
(axb)*a=a
(axbyxb=(hxa)*a
a) Demuestre que a  (a % b)=a x b paratodoay b.
b) Demuestre que a * @ = (a % b) % (a * b) paratodo a v b.
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11.14

©)
d)
€)
N

Demuestre quea % @ = b % b para todo ay b.

Si e denota al elemento @ * @, demuestre queexa=ayake=e.
Demuestre quea x b= b ¥ a siy sélosia=b.

Si (A, *) satisface adicionalmente la condicion

akb=(akb)xb
demuestre que  es idempotente y conmutativa.

Un grupoide central es un sistema algebraico I{d, *),donde ¢ es una operacion binaria tal que

@axbyx{bxcy=>b

para todo a,b,cenA.

a)

b)

c)
d)

e)

Demuestre que
ax{@axb)kc)=axb

{ax{bkc)hkc=bxc
en un grupoide central.
Sea(, x}un sistema algebraico donde ¢ es una operacién binaria tal que

(ax((brc)xd)x(cnd)=c

paratodo a, b, ¢, d en A. Demuestre que{A. *})es un grupoide central.

Sugerencia: utilice el resultado (@ # ({d * (b * c)} % d)} * (b % ¢) % d} = & % cpara
demostrar que{b ke k{c*k d)=c.
Construya un grafo dirigido con cuatro vértices en el cual exista exactamente un paseo de
longitud 2 entre dos vértices cualesquiera.
Sea G = (V, E) un grafo dirigido en el cual existe exactamente un paseo de longitud 2 entre
dos vértices cualesquiera. Para dos vértices cualesquiera aybenV, sean (a, ¢) y (c, b) las
dos aristas en el paseo de a hacia b. Definimos un sistema
algebraico(V, %) tal que g k b=
c. Demuestre que (¥, %)es un grupoide central.
Sea(A, *) un grupoide central. Construya un grafo dirigido G = (4, £) tal que exista una
arista (a, c) en £ si y solo si existe un b en A tal quea % &=¢. Demuestre que existe exactamente
un paseo de longitud 2 entre cualesquiera dos vértices en A.

/) Sean i{4, *}un grupoide central y G = (A, E) el correspondiente grafo dirigido, definido como

en el inciso ). Paraa e A, sean
R{a) = {bl(a, b) € E}
L{a)= {bl(b, o) € E}

Demuestre que para cualesquiera a,benA, R(a) y L(b) tienen el mismo nimero de elementos.
Demuestre que para cualesquiera a, b en A, R(4) y R(b) tienen el mismo nimero de elementos. g)
Sea (A, -k) un grupoide central. Demuestre que A tiene m? elementos para algtin entero m.

Sugerencia: suponga que existen m elementos en R{a). ;,Qué puede decirse acerca de
los conjuntosR(b)), B(bs), . .., R(b,) para by, by, . . ., by en R(a)?

11.15 Sea (4, ¥)un grupo. Demuestre que para cualesquiera iz. &, ¢, d, an, by, ey, d\ en 4, si

akc=a; %oy
axd=a *d,
bxe=b*c
bxd="b *xd

entonces

b*d=b|*d]

Sugerencia: observe queb ¥ d=bx (¢ckc k(g ka) xd.
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11.16 a) Demuestre que cualquier grupo que contiene exactamente dos elementos es isomorfo a
(Z, ®).
b) Demuestre que cualquier grupo que contiene exactamente tres elementos es isomorfo a
(Z;, ®).
©) ¢Cuantos grupos no isomorfos que contienen exactamente cuatro elementos existen?
11.17 Sean (4, %) y (B, *)dos sistemas algebraicos. El producto cartesiano de(4, *) y (B, *) esun
sistema algebraico(4 x B, [1), donde [ es una operacion binariatal quef
b))y (ay boyen A x B
(ay, b)) U (ay, by) = (1, % ay, by * by)

Demuestre que e producto cartesiano de dos grupos es un grupo.
1118 Sea(A, *) ungrupo.
a) Demuestreque(ab) ! =bla "
b) Demuestre que(aa, - - - a,_1a,) ' =a;la;l | - az'arl.
¢) Demuestre que(b'b’)! = b7a; [b7 denotaa (b7')/ y a denota a (@) ].

1119 Seai(4, *)un monoide tal que paratodox en 4, x * x = e,donde e es el elemento identidad.
Demuestre que(4, *)es un grupo abeliano.

1120 Ses(G, *)un grupoy H un subconjunto no vacio de G. Demuestre que(H, *)es un subgrupo si
paraay b cualesquieraent, a x a ! estd también en H.

1121 Demuestre que cua quier subgrupo de un grupo ciclico es también ciclico.

11.22 El orden de un elemento a en un grupo se define como el menor entero positivom tal que a” = e
(s ninguna potencia positivade a esigual ae, € orden de a se define como infinito). Demuestre
que, en un grupo finito, € orden de un elemento divide a orden del grupo.

11.23 Sean/l, y H, subgrupos de un grupo G, tales que ninguno contiene a otro. Demuestre que existe
un elemento de G que no pertenece a//, ni tampoco a H,.

11.24Sea (H, -) un subgrupo de (G, -). Sea N = {x|x ¢ G, xHx"' = H}. Demuestre que (N, -) es un
subgrupo de (G, ¢)e

11.25 Sea (A, %) un grupo donde A tiene un nimero par de € ementos. Demuestre que existe un elemento
aenAta quea+a= e dondeeesd eemento identidady a = e.

11.26 Sealun(4, %) grupo. Sea B un subconjunto de A tal queDemi

A,a=b % b,paraalgin b, y b,en B.
Sugerencia: considere @ conjuntoC = {a % b-'|b € B}.

1127 Sean(H, -) y (K, -) subgruposdel grupo (G, m). Sea

HK={h-Khe H ke K}

Demuestre que (HK, m) es un subgrupo de(G, -) siy solo si HK = KH.

11.28 Sea (A, »x)un grupo. Demuestre que (A, *) esun grupo abeliano si y sdlosi a? * b2 = (a x b)?
para todo aybenA.

11.29 Sea(4, *) un grupo. Demuestre que (A, ¢) esun grupo abelianosi &’ x b* = (a % b), a* x b* =
(ax by, ya® xb>=(axb)’paratodoaybenA.

11.30 Sea(G, %)un grupo de orden par. Sea (//,*) un subgrupo de (G, %) donde |H) =GJ/2. 'Demuesire
que (H, *)es un subgrupo normal.

11.31 Sea (H, *) un subgrupo del grupo(G, *).Demuestre que (H, %) es un subgrupo normal s y sdlo
siax Hxa'c Hparatodoa € G.

11.32 Sea (G, %) un grupo. Sea H={ala € Gy a % b= b* aparatodo b € G}. Demuestre que H es
un subgrupo normal.

11.33 a) Sean (H, %) y (K, %) subgrupos de un grupo (G, %). Demuestre que (H m K, x)también es
un subgrupo.
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b) Demuestre que, si. (H, %) y (K, %) son subgrupos normales, entonces (H M K, x)también es
un subgrupo normal.

11.34 Sean (H, %) y (K, %) subgrupos de un grupo(G, x). Demuestre que lafuncién /desde H x K hacia

G tal que f](h, k)] = h* kparatodo sen Hy ken K ¢ :sun isomorfismo desde & producto cartesiano

de (H, %) y (K, %) hacia (G, %) s y sdlo S

1. Hy K son subgrupos normales;

2{hxklhe H keK}=G,

3 Hn K={e},donde eese elemento identidad.

11.35Sea (H, %yun subgrupo normal del grupo (G, *).Demuestre que laimagen homomorfa de(G, x)

11.36

1137

11.38

11.39

11.40

inducida por e subgrupo(#, %) esun grupo abeliano s y stloSia % b * a=! % b~! estaen H para

todoaybenG.

Sean(4, *) y (B, *)dos sistemas algebraicos y/un homomorfismo desde(4, ) hacia (B, *).

a) Demuestre que, si* es unaoperacion asociativa, también lo es*.

b) Demuestre que, s e esun elemento identidad en (A, *), entonces/(e) es un elemento identidad
en(B, *).

c) Demuestreque, S b esuninverso deaen(4, »),entoncesf(b) esun inverso def(a) en (B, *).

d) Demuestre que unaimagen homomorfade un anillo es un anillo.

Sean/, y f, homomorfismos desde un sistema algebraico (4, *) hacia otro sistema algebraico

(B, *). Seag unafuncién de A haciaB ta que

g@)=fi(a) * fo(a)
paratodo a en A. Demuestre que g es un homomorfismo de(4, %) hacia (B, =) 'si (B, *)esun
semigrupo conmutativo.

Sean/y g homomorfismos de un grupo(G, %) hacia un grupo(H, *).Demuestre que(C, *)es
un subgrupo de (G, %),donde

C={xe0lf{(x)=g(x)}
Unavarilladivididaen seis segmentos se colorea con uno 0 més de cuatro colores diferentes. ¢De
cuantas maneras se puede hacer esto?

¢De cuantas maneras distintas pueden pintarse con tres coloreslos sectores ddl circulo de lafigura
11P1?

FgurallP1

1141 a) Determine el nimero de tableros de gjedrez de 2 x 2 distintos cuyos cuadros estén pintados

en blanco y negro. Dos tableros de gjedrez se consideran distintos s uno no puede ser obtenido
del otro mediante rotaciones.
b) Repitael inciso a) paratableros de gjedrez de 4 x 4.

1142 a) Demuestrequeparap <L, (1—-py~'ph>(1-p)y' -2phparat, <t

b) Demuestre que parap > 3, (1 — py'~ip' <(1 — p)"~p"2 para t, <t,.

1143 a) Considered codigo G = {00000, 11111}.Construyalatabladel conjunto cociente paramos-

trar que G de hecho puede corregir los errores de transmisién-simple y transmision-doble.
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b) Un codigo G contiene 16 palabras codigo: 0000000, 1111111, 1101000 y todos sus corri-
mientos ciclicos, 0010111 y todos sus corrimientos ciclicos. Demuestre que(G, &) es un
codigo de grupo. Establezca la tabla del conjunto cociente que muestre que G puede corregir
todos los errores de transmision-simple.

11.44 Sea (A, %, *)un sistema algebraico con e, y e;10s elementos identidad respecto de las operaciones

11.45

* y *, respectivamente. Puesto que las operacionesx y *son distributivas una sobre la otra,

demuestre quex % x =x y x * x =x para todo x en 4.
Sugerencia: demuestre quee; =e; * e; y e, = e, % &,.
Sean (4, %, *)un sistema algebraico, donde
axb=a
paratodo a, ben A, y * una operacion binaria arbitraria. Demuestre que * es distributiva sobre m*.

11.46 Sea (4, +, -)un anillo tal quea - a=a para todo a en 4.

11.47
11.48

11.49

1150

a) Demuestre quea + a = Oparatodo a, donde 0 es laidentidad aditiva.
b) Demuestre que la operacion ¢ es conmutativa.

Demuestre que un dominio integral que tiene un ndmero finito de elementos es un campo.

Un cuadro latino de n x n es un arreglo de tamafio n x n formado de n simbolos distintos de

manera que ningin simbolo aparece mas de una vez en una fila o una columna. Dado un cuadro

latino A, usaremos ajj para denotar a simbolo en la i'-ésimafilay lay-ésima columnade A. Diremos

que dos cuadros latinos A’y B de n x n son ortogonales si no existen, j, , / tales que a; = ay y
b;= by. Se dice que un conjunto de cuadros latinos es ortogonal si dos cualesquiera de ellos son

ortogonal es.

a) Construyaun cuadro latino de 4 x 4.

b) Construyaun par de cuadros latinos ortogonales de 3 x 3.

C) Sea ({by, by, . - ., b,_1}, +, )un campo donde by, es laidentidad aditiva. Construyamos los
(n—1)cuadradosde nx n A}, 4, . . . , 4,_; deta maneraque
aP=b,- b;+b L,j=012...,n-1

r=12,...,n—-1

donde o es la jj-ésima entrada del cuadro 4,. Demuestre que cada cuadro es un cuadro latino.
Demuestre que € conjunto es un conjunto ortogonal.

Diremos que un anillo(4, +, -)es un anillo conmutativo con la unidad si (4, -)es un monoide

conmutativo.

a) Diremos que un ideal //de un anillo esunideal primo si, para dos elementos cualesquieraa
y b que no estén en H, a m b tampoco estd en H. Demuestre que laimagen homomorfade un
anillo conmutativo con la unidad inducida por un ideal esun dominiointegral sy sdlos €
ideal esprimo.

b) Diremos que unidea H esun ideal maximal si los tinicos ideales de un anillo que contiene
aH son /ly € anillo mismo. Demuestre que laimagen homomorfa de un anillo conmutativo
con launidad inducida por unideal esun campo s y sblo s €l ideal es maximal.

a) Sea(F, +, -)el campo de enteros médulo2 y (Fix], B, O) el correspondiente anillo de
polinomios. Construya el anillo de polinomios médulo 1 + x + x2.

ti) Sea (F, +, -) &l campo de enteros médulo3 y (Ffx], @, 0) e correspondiente anillo de
polinomios. Construyael anillo de polinomios médulo2 + 2x + x2.

1151 Sea (R, +, -) € campo de los nimeros reales, y sean(R[x], B, O) el correspondiente anillo de

polinomios,y (R,[x], A, A)el anillo de polinomios médulo 1 + x2.
a) Paraa+ bxy ¢ + dx en R,[x],determineifa + bx) A (¢ + dx) y (a + bx) A (c + dx).
b) ¢Observaagunasimilitud entre(R,, A, A}y el campo de los nimeros complejos?
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121 LATTICESY SISTEMAS ALGEBRAICOS

Recordemos que un lattice es un conjunto parcialmente ordenado en el cual dos elementos
cualesquiera tienen una Gnica cota superior minima y una Gnica cota inferior maxima. P4
ejemplo, la figura 12.1 muestra un lattice. Existe una manera natural de definir un sistema
algebraico con dos operaciones de manera que corresponda a un lattice dado. Sea{4, <)
lattice. Definimos un sistema algebraico., {4, v, A), donde v y Ason dos operaciones binarias
sobre A tales que para a 'y b end, & v bes igual a la cota superior minima deav b, vaa d
es igual a la cota inferior maxima de a y A. Nos referiremos a{4,v, A)como al sistema
algebraico definido por el lattice(4, <}.Por ejemplo, en la figura 12.2 se muestra el sistema
algebraico definido por el lattice de la figura 12.1. La operacion binaria v se conoce como
la operacion de adicion y la operacion binariaase conoce como la operacion de multipli-
cacion. En consecuencia, la cota superior minima de a y b también se reconocera comn Ia
adicién de a y b, y la cota inferior maxima de a y b se reconocera como la multipli(igi’(‘.g,)?
deayh.

Por ejemplo, sea jP{S) el conjunto potencia de un conjunto S. Recordemos que se
<} es un lattice. Por tanto, esto define un sistema algebraico (#%(S), v, n). Para S = {a, b, c},
el lattice (#7(S), <)se muestra en la figura 12.3a y las tablas para las operaciones v y A
muestran en la figura 12.3b. Nos percatamos que la adicion de dos subconjuntos de S es
la unién de los dos subconjuntos y que la multiplicacion de dos subconjuntos de S es la
interseccién de los dos subconjuntos. [Cuando introdujimos las nociones de unién e
interseccion de conjuntos en el capitulo 1, de manera intencional no abordamos el tdpico de
operaciones binarias. En efecto, todos los resultados de la seccién 1.2 sobre la combinacién
de conjuntos para dar lugar a nuevos conjuntos pueden ser convenientemente parafraseados
en términos de operaciones binarias sobre#(:S).]
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Figura12.1

Otro ejemplo, consideremos el conjunto parcialmente ordenado (N, Z},donde N es el
conjunto de los nimeros naturales y % es la relacién "menor o igual que™ entre nimeros
naturales. Uno puede verificar rapidamente que(¥, =)es un lattice, y que éste define un
sistema algebraico(V, v, ) tal que g v b =mix (a, b} y a ~ b =min {(a, b).

Del mismo modo, como otro ejemplo, sean N el conjunto de todos los enteros positivos,
y | una relacién binaria sobre N™ tal que alb si y sélo si a divide a b. Dejamos al lector verificar
que(N", |yes un lattice. Mas adn, la adicion de dos elementos a y b es el minimo comun
multiplo de a y b, y la multiplicacién de dos elementos a y b es el maximo comun divisor
deayhb.

Tenemos los siguientes resultados:

Teorema 12.1] Paratodo ay b en un lattice (4, <)

a<avh (12.1)
arb<a (12.2)

DEMOSTRACION Debido a que la adicién de ay b es una cota superior de «, a < a v b.
Debido a que la multiplicacion de a'y b es una cota inferior de @, a ~ & < a.

a
v | a b s d = ! 4 o a 1 ¢ d e 7 g
[ B _ S -
1|l a a a a a a a ala b ¢ d [og
hla & a a & a b k : b g : w
¢ a a ¢ a ¢ ( c co| o« ¢ c / e f g
{ | ¢« a a d a d d d | d e f d g [ &
e | a h c a ¢ i e e é ¢ ¢ g ¢ g 2
! | a a c d ¢ fr ! / g / ! 2 f g
g a b ¢ d e f E 2.8 & g g g : g

Figura 12.2
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a)
v | tabea tab e tha  a (b fel b
_1_a_b;} ]| _5:4, b,_n;.}‘ - _{H_ZJ_L; fa.boel da bl label labcl labe) a b cl
{a, by | la, b, c} 1a, b} la. byey  la b c} ta, bt fa, b} la. b, c} Ya, b)
fa. ey | da b o} fa. b, cy fa, ¢} {a, b, ¢} {a, c} {a, b, ¢} g fa, ¢}
th, ol I la, b, c} fa, b.ct  la, b c} ih, e} fa, b, ct vhoe} th.c} Ib, c}
fay | la b.cy fa, by la. ¢ fa. b, c} b} {a, by fa,c} taj
by | ta kel fa by da.bct  thoc} {a, b} 1y (h, c) (b
et | tabe tabe tad b faer b te} fel
b i jab.cl ta, by {a ¢} {b,c) ta} b} icl b
A ‘ fa, b, c} {a, b} ta, ¢} b, ey 1al rhy el i}
_ 4 - S e
fa.bocl | labc} fa, b} {a, ¢} ih, ¢} fa} 1k} el [
ta, b {a, b} {a, b} ta} by fa} ih} ¢ [
{a. c} ‘ {a.c} {a} {a,c} {c} la} b ic) ¢
thoet | b} th) 3 th,c} b 1By 13 &
tay | {a} la} tat ¢ tat @ b ¢
6y | by bt i b} [ by b L
e | e ¢ e} te) o N (e} ¢
b | i b ¢ b ¢ o 4 b
Figura 12.3 b)
Teorema 12.2 Para todo a, b, ¢, d en un lattice (4, <), si
a<h y c<d
entonces
aves<hbvd (12.3)
anc<bnrd (12.4)
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DEMOSTRACION Puesto que

b<bvd dsbvd
por transitividad
as<bvd c<bvd
En otras palabras, 4 v (es una cota superiorde ayc.Y yaquea v ¢ ss la cota superior
minima de a y ¢, tenemos que’
ave<hbwvd
Puesto que
ancsa ancsc
por transitividad
anc<h anc=d
En otras palabras, a » c es una cota inferiorde #y d. Y ya que & ~ d es la cota inferior
maxima de b y d, tenemos que

anc<bhbnad

122 PRINCIPIO DE DUALIDAD

Este principio de dualidad es un concepto importante y aparece en muchos lugares y
contextos diferentes. Comencemos con algunos sencillos ejemplos ilustrativos. En Estados
Unidos, todos los automéviles de pasajeros tienen el asiento del conductor en la parte frontal
izquierda. En consecuencia, se siguen reglas de transito como las siguientes:

Los automoviles siempre circulan por el lado derecho de una calle.
Sobre una autopista de varios carriles, los carriles de la izquierda son carriles para rebasar.
Los automoviles pueden dar vuelta a la derecha en un semaforo en rojo.

Sin embargo, en Inglaterra todos los automdviles de pasajeros tienen el asiento del conductor
en la parte frontal derecha, asi, se siguen reglas de transito como las siguientes:

Los automoviles siempre circulan por el lado izquierdo de una calle.
Sobre una autopista de varios carriles, los carriles de la derecha son carriles para rebasar.
Los automoviles pueden dar vuelta a la izquierda en un seméaforo en rojo.

Observamos cémo los conceptos de izquierda y derecha pueden ser intercambiados en
estas dos situaciones de manera que reglas de transito significativas en Estados Unidos se
conviertan en reglas de transito significativas en Inglaterra, y viceversa. Decimos que los
conceptos de izquierda y derecha son conceptos duales.

T Recordamos al lector que, por definicion, en un conjunto parcialmente ordenado, una cota superior de dos
elementos es una cota superior minima o mayor que una cota superior minima.
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Otro ejemplo, tenemos una historia que adaptamos libremente de la obra de ficcion china
Flores en el espejo! Habia un pais llamado La Tierra de los Caballeros. La siguiente
conversacion es un ejemplo comun del comportamiento de sus pobladores:

Cliente: Quiero comprar este vaso. Es el mas hermoso.

Vendedor:  El vaso en realidad no parece tan bueno. Por favor note que tiene
algunos defectos en el trabajo de pintura.

Cliente: Usted no llamaria a esto defectos, ¢0 lo haria? El vaso es una pieza
perfecta de artesania. ¢ Cuanto quiere usted por él?

Vendedor:  Por lo comin venderia un vaso como éste en $ 10. Puesto que usted ha
sido uno de nuestros mejores clientes por afios, lo venderé en $15.

Cliente: $ 15 es muy poco. No puedo permitir aprovecharme de usted, ;qué
tal $20?

Vendedor: Yo obtendria una buena ganancia a $15. Pero si usted insiste, hagamos
un trato en $16.

Cliente: Mi esposa se quejara de que no pago lo suficiente por las cosas que
compro. No obstante, estoy dispuesto a comprar el vaso en $18.

Es interesante el hecho de que muchos de los conceptos del negocio de regateo en La
Tierra de los Caballeros son opuestos a los que estamos mas acostumbrados. En efecto, es
muy obvio cdmo podemos refrasear la conversacion entre el cliente y el vendedor en La
Tierra de los Caballeros para hacer que nos suene mas familiar, y, reciprocamente, como
podemos refrasear una conversacién entre un cliente y un vendedor que con frecuencia
escuchamos para hacer que ésta suene mas familiar a los personajes de La Tierra de los
Caballeros, mediante la adecuada sustitucion de los conceptos de precios altos y bajos,
transacciones de negocios redituables y no redituables, buena y mala calidad del trabajo,
etcétera. De nuevo, estos pares de conceptos son pares de conceptos duales.

Esperamos que el lector se encuentre listo para un analisis mas serio. Sea (A4, <} un
conjunto parcialmente ordenado. Sea< zuna relacion binaria sobre A tal que paraay b en
(4, <p),b si y solo sid=a.No es dificil notar que{4, < z) también es un conjunto parcialmente
ordenado. Mas aun, si{4, <)es un lattice, también lo es (4, < z).¥ Observamos que los lattices
(4, £} ¥ (4, <p) estdn muy relacionados, al igual que lo estan los sistemas algebraicos
definidos por ellos. Para ser especificos, la operacién de adicion del sistema algebraico
definido por (4, <}es la operacién de multiplicacion del sistema algebraico definido por
(4, <), y la operacion de multiplicacion del sistema algebraico definido por{4, <)es la
operacion de adicion del sistema algebraico definido por{4. < g}.En consecuencia, dada una
proposicion valida cualquiera referente a las propiedades generales de los lattices podemos
obtener otra proposicion valida reemplazando la relacién < por =,%el término operacion de

t El titulo original es Ching Hua Yuan. Escrito por Li Ju-Chen (1763-1830). Una traduccion al inglés por Lin
Tai-Yi fue publicada por University of California Press, en 1965.
1 Véase el problema 4.27.

§ Esclaro,a< bsiysblosiazb.
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adicion por el término operacién de multiplicacion, y el término operacion de multiplicacion
por el termino operacién de adicion. Esto es conocido como el principio de dualidad
para lattices.

Como ejemplo, veamos que la relacion en (12.1) puede establecerse como, "la adicién
de dos elementos cualesquiera en un lattice es mayor o igual que cada uno de los dos
elementos". En correspondencia, tenemos que "la multiplicacién de dos elementos cuales-
quiera en un lattice es menor o igual que cada uno de los dos elementos ", lo cual es la relacion
en (12.2). Asimismo, de acuerdo con el principio de dualidad, la relacion en (12.4) puede
obtenerse a partir de la relacién en (12.3), y viceversa. Estudiaremos mas ejemplos sobre la
aplicacion del principio de dualidad conforme procedamos a mostrar algunas de las propie-
dades generales de los sistemas algebraicos definidos como lattices.

123 PROPIEDADES BASICAS DE SISTEMAS ALGEBRAICOS DEFINIDAS POR LATTICES

Teorema 12.3]

Teorema 12.4

Ahora mostraremos algunas de las propiedades basicas que poseen los sistemas algebraicos
definidos como lattices. Sea{4, v, A)el sistema algebraico definido por un lattice(4, <}.
Tenemos:

Las operaciones de adicion y multiplicacién son conmutativas.

DEMOSTRACION Esta se obtiene directamente de la definicion para la cota superior
minima y la cota inferior maxima para dos elementos en un lattice.
o

Las operaciones de adicion y multiplicacion son asociativas.

DEMOSTRACION Primero mostraremos que la operacion de adicion v es asociativa.
Esto es, paraa, b, cen A,
aviibve)=(avb)ve
Sea
avibve)=g

y
{avb)ve=h

Puesto que g es la adicibn deay (b v ¢),

asg bveszg

T Existen otros ejemplos importantes que ilustran el principio de dualidad. En ingenieria eléctrica los conceptos
de voltaje y corriente, resistencia y conductividad, inductancia y capacitancia son conceptos duales (para mayores
detalles véase, por ejemplo, [6]). En teoria de grafos, los conceptos de circuitos y conjuntos de corte, arbol y
arbol-cociente son conceptos duales (para mas detalles véase, por ejemplo, [8]).
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—

Teorema 12.5

P——

Teorema 12.6

Ademas, b v ¢ < g significa que
bsg c<g

Puesto que la adicion de a y b es la cota superior minimade ay b, apartirde a<gy
b < g obtenemos

avbsg
lo cual aunado a que ¢ < g, nos conduce a que

(avbyvesg
Asi hemos demostrado que

h<g
De manera similar, podemos demostrar que
g<h

En consecuencia, debido a la propiedad de antisimetria de una relacion de orden parcial,
concluimos que

g=nh

De acuerdo con el principio de dualidad, la operacién de multiplicacién ~ también
es asociativa.

0
Paratodo aen 4, ava=ayvanra=a.
DEMOSTRACION De acuerdo con (12.1),

asava
Y ya que a < a, obtenemos que '

avasa
De esto se tiene que

ava=a
De acuerdo con el principio de dualidad, también tenemos que

ana=da

o

Los resultados del teorema 12.5 son conocidos como la propiedad de idempotencia de

las operaciones de adicion y multiplicacién.

ParatodoaybenA,

avianby=a
an{avhb)=a

t Sig<fyh<f entonces g+ i< fdebidoaque g v hes lacota superior minima de gy A.
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DEMOSTRACION Puesto que @ v (a A bes laadicionde ay a » b, tenemos que

asaviansb) (12.5)
Y ya que

a<da anb<ua

de acuerdo con (12.3), tenemos que

avianby<ava (12.6)
Puesto que
avad=a
(12.6) se convierte en
avianb)<a (12.7)

Combinando (12.5) y (12.7), obtenemos

avianb)=ua

Que a ~ (a v b) = a se obtiene del principio de dualidad.

Los resultados del teorema 12.6 son conocidos como la propiedad de absorcion de las
operaciones de adicién y multiplicacién.

Por ejemplo, consideremos el lattice de los nimeros naturales ordenados por la relacion
"menor o igual que", (¥, £).Debido a que el méaximo de dos nimeros a y b es el mismo que
el maximo de los dos nlmeros b y a, la operacion de adicion en{, v, A)es conmutativa.
De manera analoga, la operacidn de multiplicacién también es conmutativa. Debido a que
tanto max (max (a, b), ¢) como max (a, méax (6, ¢)) son iguales al maximo de los tres nimeros
a, by c, la operacién de adicion en(N, v, ~)es asociativa. Asimismo, la operacion de
multiplicacion es asociativa. La propiedad de idempotencia para las operaciones de adicion
y multiplicacion se sigue del hecho de que el maximo de ay a es a, y de que el minimo de
ayaesa. Las ecuaciones

max [a, min (a, b)] =a
min [a, max (a,b)]=a

dan lugar a la propiedad de absorcion.

Como otro ejemplo, consideremos el lartice de los enteros positivos ordenados por la
relacion "es divisible por", {#*, |3.Debido a que el minimo comin multiplo de a 'y b es el
mismo que el minimo comn multiplo de b y a, la operacién de adicién en (¥*, v, A)es
conmutativa. También la operacion de multiplicacion es conmutativa. Debido a que tanto
(av b)v ¢ como a v (b v c) son el minimo comln maltiplo de los tres nimeros a, by c, la
operacidn de adicion es asociativa. De la misma manera, la operacion de multiplicacion es
asociativa. El minimo comin divisor de a'y a es a, como lo es el maximo comun divisor de
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ay a. Por tanto, se cumple la propiedad de idempotencia de las operaciones de adicion y
multiplicacion. Las ecuaciones

mcm [a, med {a, b)] =a
mcd [a, mcm {a, b)] = a

dan lugar a la propiedad de absorcion.

124 LATTICES DISTRIBUTIVOS Y COMPLEMENTADOS

Ahora estudiaremos clases de lattices que poseen propiedades adicionales. Naturalmente,
podemos anticipar que estos lattices definiran sistemas algebraicos que estan ain mas
"estructurados”. Se dice que un lattice es un lattice distributivo si la operacién de multipli-
cacion se distribuye sobre la operacion de adicion y la operacion de adicion se distribuye
sobre la operacion de multiplicacion. Esto es, para todo a,b y c,

an(bvey=s(anbdlvianc
avibac) =(avhyafave

El lattice de la figura 12.3a es un lattice distributivo. No obstante, el lattice de la figura 12.4
no es un lattice distributivo. Observemos que en el lattice de la figura 12.4,

balevd)=bnra=b
(bac)vibad)=eve=e

Nuestra definicion de lattice distributivo es ligeramente redundante como se muestra
en el teorema 12.7.

a
|
|
|
b ce d
|
|
|

Figura12.4

t Debido a la conmutatividad, estan implicadas las ecuaciones
{favbhac={arc)vibnac)
fanbyve=(avc)albve)
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Teorema 12.7

Si la operacion de multiplicacién es distributiva sobre la operacion de adicién en un
lattice, entonces la operacion de adicion también es distributiva sobre la operacion de
multiplicacion. Si la operacion de adicion es distributiva sobre la operacion de multi-
plicacion, entonces la operacion de multiplicacién también es distributiva sobre la
operacion de adicion.

DEMOSTRACION Puesto que

antbvay=larbyvianc)

obtenemos que

(avbyrniavey=Havbd) ralvilavbiac]
=gv[{avb)c]
=gvilanc)vi{bnc)]
=lavi{anc)vibre)
=gv{bac)

Por dualidad, obtenemos el resultado de que si la operacién de adicién v es
distributiva sobre la operacion de multiplicacion A, entonces la operacion de multipli-
cacion ~ también es distributiva sobre la operacion de adicién v.

Un elemento a en un lattice (4, <)se conoce como una cota inferior universal si para
todo elemento & € 4, o < &.Por ejemplo, para el lattice mostrado en la figura 12.5, h es una
cota inferior universal. Se sigue a partir de la definicion que si un lattice posee una cota
inferior universal, ésta es Gnica. Puesto que si suponemos que existen dos cotas inferiores
universales a y b, entonces

a<bh y b<a

Figura 125
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implican
a=b

Un elemento a en un lattice{A, <)se conoce como una cota superior universal si para todo
elementob € 4, &£ a.De nuevo, si un lattice posee una cota superior universal, ésta es Gnica.

Usaremos 0 para denotar a la cota inferior universal y 1 para denotar a la cota superior
universal de un lattice (si tales cotas existen). Sefialamos que 0 es en efecto la identidad de
la operacidn de adicion v, y que 1 es la identidad de la operacidn de multiplicacion A.Por
ejemplo, en el lattice (#(S), <) donde #{S}es el conjunto potencia del conjunto Sy Ces la
relacion de inclusidn, el conjunto vacie @es la cota inferior universal y el conjunto S es la
cota superior universal. Asi, tenemos:

Sea(4, =}un lattice con cotas inferior y superior universales 0 y 1. Para todo elemento
aenA,

avl=1l anl=a

avi=g ar0=0
DEMOSTRACION De acuerdo con (12.1), 1 < a v 1. Puesto que 1 es la cota superior
universal, awv 1<l Asf,av1=1,

De acuerdo con (12.2).a A 1 < a. Puesto quea < a 'y a < 1,de acuerdo con (12.4),
enaanl,oafanl Asiiganl=a

Las otras dos relaciones pueden demostrarse en forma similar. a

Sea(A, )un lattice con cotas inferior y superior universales 0y 1. Para un elemento a
en A, se dice que un elemento b es un complemento de a si

avb=1 vy anb=0

Observemos que debido a la conmutatividad, si a es un complemento de b, entonces b es
también un complemento de a. Por ejemplo, para el lattice de la figura 12.1, d es un
complemento de e y e es un complemento de d. Observemos que un elemento podria tener
mas de un complemento. Por ejemplo, en el lattice de la figura 12.1, tanto b como e son
complementos de d. No obstante, por otro lado, en el lattice de la figura 12.1, ¢ no
tiene complemento. Sin embargo, 0 es el inico complemento de 1y 1 es el Unico comple-
mento de 0.F

Diremos que un lattice es un lattice complementado si todo elemento en el lattice posee
un complemento (es evidente, un lattice complementado debe poseer cota inferior y superior
universales). Por ejemplo, el lattice de la figura 12.6 es un lattice complementado, donde el
complemento de a es c, el complemento de b también es c, y de esto se sigue que los
complementos de c sonay b.

El teorema 12.9 muestra que la distributividad es una propiedad muy "atil".

" Es claro que 0 es un complemento de 1, y 1 es un complemento de 0. Dejamos al lector demostrar su unicidad
(véase el problema 12.14).
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—

Teorema 12.9

Figura 12.6

En un lattice distributivo, si un elemento posee un complemento entonces este comple-
mento es Unico.

DEMOSTRACION  Supongamos que un elemento a posee dos complementos b y c.
Esto es,

avb=1 anh=0
ave=1 anc=0
Luego tenemos que
b=bnl
=bnalave)
=(bnrayv(bnrc)
=0v(bnrc)
={ancyvi(bnc)
=(avb)yrc
=lac

=

125  LATTICES BOOLEANOS Y ALGEBRAS BOOLEANAS

Un lattice complementado y distributivo también se conoce como un lattice booleano. Sea
(4, <) un lattice booleano. Debido a que todo elemento en un lattice booleano tiene un
complemento Unico, podemos definir una operacién unaria sobre A, denotada por ~, de
manera que para todo a en A @ es el complemento de a.” La operacion unaria ~ se conoce
como la operacion de complementacion. En consecuencia, diremos que un lattice booleano
(4, <) define un sistema algebraico' (4, v, A, 7), donde v, A, ¥ ~ son las operaciones de

t En lugar de escribir —la notacion a es mas conveniente. Asi, por ejemplo, el complemento de la adicion de a
y b se escribird como a v &.
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adicion, multiplicacion y complementacidn, respectivamente. Un sistema algebraico definido
por un lattice booleano se conoce como algebra booleana.

Podemos construir ejemplos de algebras booleanas con facilidad. Sea S un conjunto
finito. Recordemos que(#(S), <) es un lattice. Ademds, (#(5), Yes un lattice booleano
en el cual la cota superior universal es S, la cota inferior universal es &3, y el complemento de
cualquier conjunto T en 47{S} es el conjunto S — T. .Ahora demostraremos el:

Teorema 12.10 Para todo a y b en un algebra booleana

avb—dAE
anb=avh
DEMOSTRACION Tenemos que

(avb)v@nb)=[(avb)yvalal(avh)vb]
=[(ava)vb]a [av(bvg}l
=il
=1

(avbya@naby=[an@nb)]vbna@nb)]
—[{_a/\ﬁ)x\g]vl(b/\a}/\ﬁl
=0v0
=0

Asi, @~ iesel complementode a v 4. Esto es,

avb=anh

Que a » b =a v b se sigue del principio de dualidad.

Los resultados del teorema 12.10 son conocidos como leyes de DeMorgan.

126 UNICIDAD DE LAS ALGEBRAS BOOLEANAS FINITAS

Uno podria imaginarse que existe bastante libertad para construir multitudes de algebras
booleanas diferentes. Pero resulta que en realidad éste no es el caso. Demostraremos que un
algebra booleana finita™ tiene exactamente 2" elementos para algun n > 0. Ademas, existe
un algebra booleana Gnica de 2" elementos para todo n > 0.

Sean ay b dos elementos en un lattice. Recordemos que se dice que a es una cubierta

t El dlgebra booleana finita tiene un nimero finito de elementos.
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1
[Lemal2.1

Lema12.2

de bsib < a'y no existe un elemento c tal que b < c y ¢ < a. Sea (A, <) un lattice con una
cota inferior universal 0. Diremos que un elemento es un 4&tomo si éste es una cubierta de 0.
Por ejemplo, para el lattice de la figura 12.1, e y f son 4&tomos.

Sea (A, <) un lattice finito con una cota inferior universal. Afirmamos que para todo
elemento b diferente de cero,’ existe al menos un 4tomo a tal que a < b. Es evidente que si
b es un atomo, esto es inmediato. Si b no es un atomo, debido a que (A, <) es un lattice finito,
debe existir una cadena en (A, <) tal que 0 <b; <...<b, <b; <hb, donde b; es un atomo. Y de
esto se sigue que b; <b.

Ahora demostraremos una secuencia de lemas:

En un lattice distributivo, si A ~ ¢ =0, entonces s < ¢.

DEMOSTRACION Puestoque 4 A ¢ = 0, tenemos que
(brc)ve=c
De acuerdo con la ley distributiva, tenemos

(bveyaleve)=c

bve=¢ (12.8)

Puesto que (12.8) significa que c es la cota superior minimade 4 y ¢, b <¢. -

Sea (A4, v, ~, 7) un algebra boolena finita. Si b es cualquier elemento diferente de cero
en A, ¥y ay, a5, . . ., g son todos los atomos de A tales que a, < b, entonces b =
Qv sy VoV .

DEMOSTRACION Puesto que
a<h a<h - @ <h
de esto se sigue de inmediato que
AV Vv agsh

Por conveniencia notacional, denotemos por caa, v a, v - - v q.
Supongamos que 5 A ¢ = 0. En tal caso, existe un atomo a tal que a = (b » ¢). Puesto
que
hrc<h

bnrnc<c
de acuerdo con la ley transitiva, tenemos que
a<hb (12.9)

+ Usamos la notacion b < a paraindicarque h<av b= a.
1 Por un elemento diferente de cero queremos decir un elemento que no es igual a la cota inferior universal 0.
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Lema 12.3

y

as<c
De acuerdo con (12.9), a es igual a alguno de los atomos &, a,, . . . . ;. De lo que se
sigue que

asc

Al combinar a £¢ y a < ¢, obtenemos

aAsCAC

a<0

lo cual es imposible.
De esto se sigue que debemos tener 4 ~ ¢ = 0. En ese caso, de acuerdo con el lema
12.1, b < ¢. Por la ley de antisimetria, tenemos que

b=aqyvav- -va,

Sea (4, v, A, 7) un algebra booleana finita. Si b es un elemento cualquiera distinto de
ceroen A,ya, dy ..., a,sontodos los atomos de A tales que a; < b. Entonces b = «,
v, v - vy S la Unica manera de representar a b como una adicién de atomos.

DEMOSTRACION Supongamos que tenemos una representacion alternativa
b=ayva,v---va,
Es claro, ya que b es la cota superior minima de ¢, , g, , .. . . a

a <b a,<b---q <bh

En otras palabras, si b es expresado como una adicion de a&tomos, éstos deberan ser
atomos menores o iguales a b.
Ahora consideremos un atomo g, , | = u = £. Puesto que a, < b, tenemos

a, M b= a,
Esto es,
a AMagvarv-va)=a,

(@, na) v (@, na) v v (@, @) =a,
Entonces, paraalgun a; 1 i &,
a ra;#EQ

Debido a que tanto «; como g; son atomos, debemos tener que «; = a;.
Asi, cada atomo en la representacién alternativa es un &tomo en la representacion

original, de lo cual se cumple el lema. q
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Se sigue de los lemas 12.1,12.2 y 12.3 que existe una correspondencia uno a uno entre
los elementos de un lattice booleano y los subconjuntos de los 4&tomos. De hecho, esta
correspondencia uno a uno es un isomorfismo de(4, <) hacia (4 (S), <),donde S es el
conjunto de atomos. Asi tenemos:

Sea{d, v, A, T)un algebra booleana finita. Sea S el conjunto de a&tomos. Entonces
(4, v, », "} es isomorfo al sistema algebraico definido por el lattice {#(S), <).

Se sigue del teorema 12.11 que existe un algebra booleana Unica y finita de 2" elementos
para cualquier n > 0. Ademas, no existen otras algebras booleanas finitas.

127 FUNCIONES BOOLEANAS Y EXPRESIONES BOOLEANAS

Sea(4, v, ~, 7)un algebra booleana. Consideremos las funciones de 4™ hacia A. Por ejemplo,
la tabla de la figura 12.7 muestra una funcion/de {0, 1 }¥ hacia {0, 1}. y la tabla de la figura
12.8 muestra una funcién/de {0, 1, 2, 3}* hacia {0, 1, 2, 3}. Aunque una funcién siempre
puede ser descrita exhaustivamente en forma tabular, estamos interesados en formas alter-
nativas para describir funciones. Recordemos que existe la posibilidad de especificar una
funcion mediante una "expresion de forma cerrada". Tratemos de alcanzar efectivamente
tal posibilidad.

Sea(A, v, A, 7)un algebra booleana. Una expresion booleana sobre (A4, v, ~, ) se define
de la siguiente manera:

Cualquier elemento de A es una expresion booleana.

I
2. Cualquier nombre de variable es una expresion booleana.
3. Sie; y e; son expresiones booleanas, entonces e, e, v e,, ¢, A €, SOn expresiones
booleanas.
Por ejemplo,
0wx

(CA3)v (v vI)) Al Axs)

son expresiones booleanas sobre el algebra booleana ({0, 1. 2, 3}, v, A, 7). Una expresion
booleana que contiene n variables distintas se conoce como una expresién booleana de n
variables.

Sea £(xy, x5, . .., x,) una expresion booleana de n variables sobre un algebra booleana
(A4, v, ~, 7). Por una asignacion de valores a las variables x|, x;, . . ., x,, queremos indicar
la asignacion de elementos de A como los valores de las variables. Para una asignacion de

T Véase la seccion 11.12 para la definicion de una expresion algebraica sobre un sistema algebraico.
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tf

(0, 0) 1 1

o1 | o

(0, 2) | o

{0,3) 3

(1,0 I

an I

L (1,2) 0

R (1,3) 3
©,00 | 0 2,0 2
©.0.1) | 0 ey | o
0,1,0 | 1 @2 | 1
(L0 1o 2.0 1
(Lo, | 1 (3,0 | 3
(Lo n 1 (3,1 0
(Lo | o (3,2 | 0
a,nLn o (3.3) | 2
Figura 12.7 Figura12.8

valores a las variables podemos evaluar la expresion£(x;, xs, . . . , x,)mediante la sustitucion
de las variables en la expresion por sus valores. Por ejemplo, para la expresion booleana

E(xy, X3, x3) = (0 vV X2) A (6 vV X) A (3 v X3)
sobre el algebra booleana ({0, 1}, v, A, 7) la asignacion de valores x; = 0,x, = I, x;=0da
lugar a

E(0,1,0)=(0v 1) A0V Al v0)
=lalal
=0

Diremos que dos expresiones booleanas de n variables son equivalentes si tienen el
mismo valor para cualquier asignacion de valores para las n variables. Por ejemplo, el lector
puede verificar rapidamente que las dos expresiones booleanas

(x1 Ax) v (X1 A X3)

X A (Xy v X3)

son equivalentes. Luego escribimos
E](xlsxly cen .-xu) = E’E{xhx% Cee \IH)
para indicar que las dos expresiones £;(xy, Xy, . .., X,) ¥ E5(xy, X5, .. ., x,) son equivalentes.

Asi, cuando decimos que manipulamos o simplificamos una expresion booleana siempre
queremos decir en realidad que la manipulamos o simplificamos hacia una forma equiva-
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lente. Debido a que los elementos de A seran asignados como valores de las variables en una
expresion booleana, todas las igualdades que derivemos en las secciones previas que
involucran elementos de un algebra booleana, pueden ser aplicadas para manipular y
simplificar expresiones booleanas. Por ejemplo, observemos que

(%1 Ax2) v (6 AX3) =0y A (g v Xg)
(0 AX) v (x) AXY) =Xy
AX =(x Ax)Al
= (x1 AX2) A (X3 v X3)
=0 AXs AX) V(X AXs AXY)

No es dificil imaginar como debemos especificar una funcion de A" hacia A mediante
una expresion booleana&(x;, x,, . . ., x,).A saber, hacemos que cada asignacion de valores
alas variables x,, x5, . . . , x,, sea una n-ada ordenada en el dominio A", y hacemos que el
correspondiente valor de E(x;, x,, . . ., x,)sea la imagen correspondiente en el rango A. Por
ejemplo, el lector puede verificar inmediatamente que la expresion booleana

(}} /\22/\33)\/ (x] J’\E;)V (I] AI3)

sobre el algebra booleana{{0, 1}, v, ~, T)define la funcién/en la figura 12.7.

Por otro lado, podemos preguntamos si es posible que cualquier funcién de A" hacia A
puede ser especificada mediante una expresion booleana sobre(4, v, A, 7}.La respuesta es
negativa. Por ejemplo, no existe expresion booleana sobre el algebra de cuatro elementos
que define la funcion de la figura 12.8 (véase problema 12.24). Una funcién de A" hacia A
se denomina funcién booleana si puede ser especificada mediante una expresion booleana
(de n variables).

Sefialemos, sin embargo, que para el caso del algebra booleana bivaluada cualquier
funcion de {0,1}" hacia {0,1} es una funcién booleana. En efecto, mostraremos dos maneras
para obtener una expresion booleana que especifique una funcién dada de {0, 1}" hacia
{0, 1}. Diremos que una expresién booleana de n variables x-j, X,. . ., X, € un minterm si
ésta es de la forma

F AT A A, (12.10)

donde usamos X;para denotar ya sea xj 0 bien x,. Diremos que una expresion booleana sobre
({0, 1}, v, A,7) estd en su forma normal disyuntiva si es una adicién de minterms.
Por ejemplo,

A AaX VR A AX) V(X AX AXs) (1210
€s una expresion booleana en forma normal disyuntiva. Mas aln, existen tres minterms en
la expresion, a saber,x; AX; AX3, X| AXy AX3Y X AXy ANy

Diremos que una expresion booleana de n variablesxy, x;, . . . , x,, €S Un maxterm si es
de la forma

.f]\/.%z\/""\/f,, (1212)
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donde, nuevamente usamos X;para denotar ya seax; ¢ bien x;. Se dice que una expresion

booleana sobre{{0, 1}, v, A, ")esta en su forma normal conjuntiva si es una multiplicacion
de maxterms. Por ejemplo,

v vIdA v VIYAE v V) A VI VI A AX V)
(12.13)

es una expresion booleana en forma normal conjuntiva consistente de cinco maxterms.

Dada una funcion de {0,1)" a {0,1}, podemos obtener una expresion booleana en forma
normal disyuntiva correspondiente a esta funcién, si hacemos corresponder un minterm a
cada w-ada ordenada de nimeros 0 y nimeros 1 para las cuales el valor de la funcién es 1.
Especificamente, para cada una de tales n-adas, tenemos un minterm

X AXs A AKX,

en el cual; es x; si la z-ésima componente de la n-ada es 1, y essi x; la i-ésima componente
de la n-ada es 0." Por ejemplo, la expresién booleana de (12.11) corresponde a la funcion f
en la figura 12.9.

De modo similar, dada una funcion de {0, 1}" hacia {0, 1}, podemos obtener una
expresion booleana en forma normal conjuntiva correspondiente a esta funcidn, si hacemos
corresponder un maxterm a cada n-ada ordenada de nimeros 0 y nimeros 1 para las cuales
el valor de la funcion es 0. En especifico, para cada una de tales n-adas, tenemos un maxterm

Y VE Vv,

en el cual % es x; si la i-ésima componente de la n-adas es 0, y es x; la i-6sima componente
de la n-adas es 1. Por ejemplo, la expresion booleana de (12.13) corresponde a la funcion f
en la figura 12.9.

| s

0 Q 0 1
0 0 1 l 0
0 1 0 |1
0 1 1 || 0
1 0 0 0
10 | ‘ 0
11 0 0
1 1 1 !

Figura12.9

T Dejamos al lector convencerse de que la expresion booleana obtenida efectivamente especifica a la funcion dada.
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12.8

v | F T Aol F 7 | -
e
1 T T roloF T4 F

Figura 12.10

CALCULO PROPOSICIONA1

‘ Ejemplo 12.1

Recordemos nuestro anélisis de la seccion 1.8 sobre proposiciones: una proposicion es un
enunciado que bien puede ser verdadero (T) o ser falso (F). Mas adn, las proposiciones se
pueden combinar para dar lugar a nuevas proposiciones. En particular, introdujimos las
nociones de disyuncién, conjuncion y negacion de proposiciones. Ahora mostraremos que
nuestro analisis puede formularse en el marco de referencia de un sistema algebraico.

Consideremos un sistema algebraico{{¥. 7}, v, A, ")donde las definiciones de las
Operaciones v, Ay ~se muestran en la figura 12.10. El lector puede verificar inmediatamente
que({F, T}, v, A, 7)es un algebra booleana de dos elementos. Dentro de tal marco de
referencia algebraico, una proposicion atomica es una variable que puede tomar bien el valor F
(falso) o el valor T (verdadero). Una tautologia corresponde a la constante T y una
contradiccion corresponde a la constante F. La disyuncion de dos proposiciones py g puede
ser representada mediante la expresion algebraica p v g. Observemos que la definicion de
la operacion binaria v en la figura 12.10 es consistente con la definicion de la disyuncion de
dos proposiciones que se mostré en la tabla de verdad de la figura 1.9. De modo similar, la
conjuncion de dos proposiciones p y q puede ser representada por la expresion algebraica
P~ ¢,y lanegacion de la proposicion p puede ser representada por la expresion algebraica
p- De nuevo, las definiciones de las operaciones A y ~son consistentes con aquellas de la
conjuncion y la negacion de proposiciones que se mostrd en la figura 1.9. De esto se sigue
gue una proposicién compuesta puede representarse por una expresion booleana. Ademas,
la tabla de verdad de una proposicién compuesta es exactamente la descripcion tabular
del valor de la correspondiente expresion booleana para todas las posibles combinaciones
de los valores de las proposiciones atdmicas. Concluimos asi, que todos nuestros resultados
sobre la manipulacion y simplificacion de expresiones booleanas pueden ser aplicados para
manipular y simplificar proposiciones compuestas como se ilustra en los siguientes ejem-
plos.

Consideremos el enunciado, "iré al juego de pelota si no hay examen mafiana o bien si
hay examen mafiana y el juego es un encuentro de campeonato". Sean p la proposicion
"hay examen mafiana”, y g la proposicion "el juego es un encuentro de campeonato".
Es obvio que iré al juego de pelota si la proposicion

pvipAag)
es verdadera. No obstante, la igualdad

Pv(pAg)=pvg
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Ejemplo12.2

nos permite simplificar nuestro enunciado a, "iré al juego de pelota si no hay examen
mafiana o si el juego es un encuentro de campeonato”. o

Consideremos las siguientes instrucciones dadas a un técnico de mantenimiento:

1. Laenergia eléctrica debera encenderse si no es el caso de que no haya alguien en
la oficina y el sistema de monitoreo automatico no esté en operacion.

2. El sistema de monitoreo automatico estara en operacion si y solo si no hay alguien
en la oficina 0 una némina grande se deja en la oficina.

Si p denota la proposicion, "no hay alguien en la oficina", q denota la proposicion "el
sistema de monitoreo automatico estd en operacion”, y r denota la proposicion "una
némina grande se deja en la oficina"; evidentemente la energia eléctrica se encendera
si la proposicion

png
es verdadera. No obstante, ya que

tenemos que

A=palpvr)
=pArpAD
=T

En consecuencia, podemos concluir que las instrucciones son completamente superfluas
y que pueden ser remplazadas por la simple instruccion de que siempre debe dejarse la

energia eléctrica encendida. 5

Consideremos el grafo dirigido de la figura 12.11. Queremos determinar un subconjunto
minimo de aristas las cuales, si son eliminadas, destruirian todos los circuitos dirigidos
en el grafo (por un conjunto minimo de aristas, entendemos un conjunto tal que la
eliminacién de cualquier subconjunto propio de éste no destruira todos los circuitos
dirigidos). Observamos que en el grafo de la figura 12.11 existen cinco circuitos
dirigidos, a saber, (a, d, gf, b), (& ef, b), (c, d, 9,9, (c, e y (g, i, h). A fin de destruir
el circuito dirigido (a, d, g,f, b), debemos eliminar al menos una de las aristas a, d, g,
f, b. Para destruir el circuito dirigido (a, e,f, b), debemos eliminar al menos una de las

Figura12.11
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aristas a, e,f, b. En consecuencia, para destruir los cinco circuitos dirigidos, debemos
eliminar al menos una arista de cada uno de ellos. A partir de la expresion algebraica,

(avdvgvfivbnlavevfvbhiacvdvgvialevevIa(gvivh)
=farn dner )yvien ghv--

la eliminacion del subconjunto {a, d, e,h},0{e,g},... destruird todos los circuitos

dirigidos en el grafo. a

Por ultimo, recordemos que definimos en la seccion 1.8 dos maneras adicionales para
combinar proposiciones, a saber,p — ¢y p <> gpara las proposiciones p y g dadas. Es claro
que podemos incrementar nuestro sistema algebraico al definir las dos operaciones— y
< como se muestra en la figura 12.12. No obstante, ese incremento es innecesario ya que
siempre podremos remplazar expresiones algebraicas con las operaciones— y <> por
expresiones algebraicas equivalentes que utilicen Gnicamente las operacionesv, Ay —.En
especifico, a partir de las tablas de verdad parap — g ¥ p <> ¢, obtenemos que

pP2q9=-pvyg
perg=(prgv(pag)
para las expresiones booleanas correspondientes a las proposiciones compuestasp —» gy
peqgl
Como un ejemplo, sefialemos que
p—>qg=pvgq
-Gvp
=g —>p
Por tanto, las proposiciones, "si la temperatura est& por arriba de 30°C, iremos a la playa",
"bien la temperatura no esta por arriba de 30°C, o bien iremos a la playa", y "'si no vamos
a la playa, la temperatura no esta por arriba de 30°C" son equivalentes. Dé modo similar,
las proposiciones, "'si un grupo es ciclico, es abeliano", "bien un grupo no es ciclico, o bien
es abeliano", y "si un grupo no es abeliano, no es ciclico” son equivalentes. Como otro
ejemplo, sefialemos que

peg=pvgnpyvagr
=(p=>9n(G—>p)

t La situacion es similar conceptualmente, aquella de no definir la sustraccion como otra operacion en un anillo,
puesto que la sustraccion de un elemento es equivalente a la adicion del inverso aditivo del elemento.
1 Esta es la forma normal conjuntiva para la expresion booleana correspondiente al enunciado compuesto p - 3.
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Por tanto, el enunciado "habra un cargo de $2 por servicio si y solo si el balance mensual
de la cuenta de cheques es menor que $100" es equivalente al enunciado, "si hay un cargo
de $2 por servicio entonces debe ser el caso de que el balance mensual de la cuenta de cheques
es menor que $100, y si el balance mensual de la cuenta de cheques es menor que $100
entonces habra un cargo de $2 por servicio".

En este punto recordemos una observacion hecha en la seccion 1.8, referente a que existe
una gran similitud entre la composicidn de proposiciones para formar nuevas proposiciones
y la composicidn de conjuntos para formar nuevos conjuntos. En efecto, ya que varias de
las propiedades y resultados sobre conjuntos y operaciones de conjuntos y sobre proposi-
ciones y operaciones de proposiciones son aquellas de las algebras booleanas, dicha similitud
no es una coincidencia.

129 DISENO E IMPLANTACION DE CIRCUITOS DIGITALES

Supongamos que queremos disefiar un circuito electrénico tal que accionara un sonido de
alerta en un automovil si la temperatura de la maquina excede los 200°F o si el automovil
se encuentra en la posicion de avance y el conductor no ha abrochado su cinturén de
seguridad. Es obvio que tenemos la relacién

b=pviga?

donde b es la proposicion "accionar el sonido de alerta”,/? es la proposicion "la temperatura
de la maquina excede los 200°C", g es la proposicién "el automovil esta en la posicién de
avance", y r es la proposicion "el cinturon de seguridad del conductor esta abrochado”. Para
construir un circuito electrénico que se comporte como hemos descrito, primero debemos
decidir sobre una convencién para representar las proposiciones mediante sefiales eléctricas.
Por ejemplo, podriamos representar una proposicion por un voltaje eléctrico. Si la proposi-
cion es verdadera, ésta sera representada por un voltaje alto (digamos 6 V), y si la proposicion
es falsa, sera representada por un bajo voltaje (digamos 0 V). Asi, en el presente ejemplo,
correspondiendo a la proposicion p, aparecera una sefial de alto voltaje si la temperatura de
la maquina excede los 200°F, y aparecera una sefial de bajo voltaje si la temperatura de la
maquina no excede los 200°F. Del mismo modo, correspondiendo a la proposicion b, una
sefial de alto voltaje, la cual puede ser usada para accionar el sonido de alerta, aparecera si
se cumplen las condiciones para accionar el sonido de alerta, y aparecera una sefial de bajo
voltaje, la cual no sera suficiente para accionar el sonido de alerta, si no se cumplen las
condiciones para accionar el sonido de alerta. Una vez que hemos decidido sobre una
convencion para representar las proposiciones mediante sefiales eléctricas, podemos disefiar
circuitos eléctricos que correspondan a las operacionesv, », ¥ ~.En el resto de esta seccion
tomaremos la convencion de representar las proposiciones mediante voltajes, como se
describi6 con anterioridad.

Una compuerta-OR es un circuito que tiene dos entradas y una salida como se muestra
esquematicamente en la figura 12.13a. El voltaje de salida de una compuerta-OR es alto si
bien uno 0 ambos voltajes de entrada son altos, y el voltaje de salida es bajo si ambos voltajes
de entrada son bajos. Es claro que la sefial de salida de una compuerta-OR corresponde a



408 CAPITULO 12

X y ‘ Salida
L L ‘ L
x L H | iH
y H L I H
Compuerta OR H H ! H
a)
X y Salida
L L L
x
¥ L H L
H L L
Compuerta AND H H H
b)
|
x ( > . x [ Salida
——— ——
NOT gate Lo L
H | L
Compuerta NOT
c)
Figura 12.13

una proposicidn la cual es la disyuncién de las proposiciones correspondientes a las sefiales

de entrada.

Una compuerta-AND es un circuito que tiene dos entradas y una salida como se muestra
esquematicamente en la figura 12.13b. El voltaje de salida de una compuerta-AND es alto
si ambos voltajes de entrada son altos, y el voltaje de salida es bajo si uno o ambos voltajes
de entrada son bajos. Claro que la sefial de salida de una compuerta-AND corresponde a una
proposicion la cual es la conjuncion de las proposiciones correspondientes a las sefiales de
entrada.

Una compuerta-NOT, 0 un inversor, es un circuito que tiene una entrada y una salida,
como se muestra esquematicamente en la figura 12.13c. Su voltaje de salida es alto si el
voltaje de entrada es bajo, y su voltaje de salida es bajo si el voltaje de entrada es alto. La
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Figura 12.14
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sefial de salida de una compuerta-NOT corresponde a una proposicion que es la negacion
de la proposicién correspondiente a la sefial de entrada.

Es obvio que podemos interconectar estos dispositivos para formar un circuito electro-
nico que realice cualquier expresion booleana dada. Por ejemplo, el circuito de la figura
12.14 realiza la expresién booleana

pvi(gnr)

correspondiente al problema del sonido de alerta del automévil presentado inicialmente.
Como otro ejemplo, el circuito de la figura 12.15 realiza la expresién booleana

[0 vx) A @y v )] v (e v xg)

Esperamos que nuestro breve anlisis haya ilustrado las ideas esenciales en lo referente
al disefio e implantacion de redes digitales. No es dificil visualizar que el comportamiento
de dispositivos computacionales y de control complejos pueden ser especificados como
proposiciones compuestas y entonces realizados con componentes electronicas. Exhortamos
al lector para que busque un tratamiento mas profundo y detallado sobre el disefio e
implantacion de redes digitales en textos sobre teoria de interruptores y disefio ldgico.

1210 CIRCUITOS DE INTERRUPTORES

Ahora mostraremos otro ejemplo de aplicacion de &lgebras booleanas. Consideremos un
interruptor eléctrico simple de encendido-apagado que puede colocarse en la posicion de
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apagado o en la posicién de encendido, como se muestra en la figura 12.16a. Cuando el
interruptor esta en la posicién de apagado decimos que hay un circuito abierto entre las dos
terminales 1 y 2. Cuando el interruptor esta en la posicion de encendido decimos que hay
un circuito cerrado entre las dos terminales 1 y 2. Como es conocido por el lector, podemos
utilizar un interruptor de encendido-apagado para encender o apagar cualquier dispositivo
eléctrico, como se ilustra en la figura 12.16b.

Los interruptores pueden ser interconectados de varias maneras para realizar funciones
de control complejas. Por ejemplo, un sistema de aire acondicionado podria ser controlado
por los termostatos en dos habitaciones. Si la temperatura en cualquier habitacion excede
los 25C, el termostato en esa habitacion cerrara un interruptor para encender el sistema de
aire acondicionado. Como otro ejemplo, la puerta de una caja fuerte de un banco podria ser
controlada electrénicamente de manera que no pueda ser abierta a menos que dos llaves
separadas sean utilizadas para cerrar dos interruptores eléctricos de modo simultaneo.

Las dos formas mas fundamentales de interconectar interruptores son la conexién en
paralelo y la conexién en serie. Dos interruptores pueden ser interconectados en paralelo,
como se muestra en la figura 12.17a, y en serie, como se muestra en la figura 12.17h. Es
claro que en una conexion en paralelo de dos interruptores, existe un circuito abierto entre
las terminales 1y 2 si ambos interruptores estan en la posicién de apagado, y hay un circuito
cerrado entre las terminales 1 y 2 si uno o ambos interruptores estan en la posicién de

— ~/4— —
1:-——1_._./‘ _T——.?.
@)

le —/J4—42

o) Figura 12.17
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encendido. De modo similar, en una conexion en serie de dos interruptores, existe un circuito
abierto entre las terminales 1 y 2 si uno 0 ambos interruptores estan en la posicion de apagado,
y hay un circuito cerrado entre las terminales 1 y 2 si ambos interruptores estan en la posicion
de encendido. Asi, en el ejemplo del sistema de aire acondicionado, conectaremos los dos
interruptores controlados por termostatos en paralelo. Por otro lado, en el ejemplo de la caja
fuerte de un banco, conectaremos los dos interruptores controlados por las dos llaves en serie.

Debido a que podemos ver una conexion en paralelo o una conexion en serie de dos
interruptores como un “super" interruptor que esta ya sea abierto o cerrado, podemos
interconectarlos con otros interruptores para formar redes de interruptores complejas, tales
como la mostrada en la figura 12.18, donde se utilizan nombres simbolicos para denotar
diferentes interruptores.

Uno se da cuenta de inmediato que la lampara dé la red de la figura 12.18 puede ser
encendida mediante diferentes asignaciones de posiciones para los interruptores de la red.
Por ejemplo, la lampara se encendera si los interruptores a, b, ¢ estan cerrados, o si los
interruptores a, d, f estan cerrados, etcétera. Por otro lado, la lampara se apagaré si el
interruptor a esta abierto o si los interruptores b, e, f, estan abiertos, etcétera. Para estudiar
el comportamiento de redes de interruptores complejas, definiremos ahora un sistema
algebraico. Sea ({abierto, cerrado}, PAR, SER) un sistema algebraico donde PAR y SER son
dos operaciones binarias cuyas definiciones se muestran en la figura 12.19. Es claro que en
este sistema algebraico, un interruptor es una variable que puede tomar ya sea el valor abierto
o bien el valor cerrado. La operacion binaria PAR corresponde a la conexion en paralelo
de dos interruptores, y la operacién binaria SER corresponde a la conexion en serie de dos
interruptores. En consecuencia, una red de interruptoreo consistente de conexiones en

PAR | abierto cerrado SER ‘ abierto cerrado
abierto | abierto cerrado abierto !jhicrm abierto
cerrado \ cerrado cerrado cerrado |! abierto cerrado

Figura12.19
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paralelo y serie de éstos, puede describirse mediante una expresion algebraica en nuestro
sistema algebraico. Por ejemplo, la red de interruptoreo de la figura 12.18 puede ser descrita
mediante la expresion algebraica:

@ SER ((5 SER c) PAR (d SER (¢ PAR /)))

Nos damos cuenta de inmediato de que nuestro sistema algebraico es isomorfo al
sistema algebraico({0, 1}, », v)el cual se obtiene a partir de un algebra booleana bivaluada,
al eliminar la operacion de negacion. De aqui, tenemos primero que los resultados en algebras
booleanas pueden ser aplicados directamente al estudio del comportamiento de redes de
interruptores. Ademas, vemos la posibilidad de utilizar interruptores para construir circuitos
que realicen proposiciones que no incluyan la operacion de negacion. Por ejemplo, la figura
12.20 muestra un circuito el cual es un "tomador de la mayoria de votos", correspondiente
a la proposicion compuesta

(arbyvigrc)vibac)

Esto es, la lampara de la figura 12.20 se encendera si y s6lo si dos 0 méas de los tres
interruptores a, b, ¢ estan cerrados.

En la préactica, un interruptor de encendido-apagado se remplaza por un relevador. Un
relevador es un dispositivo electromecanico mostrado esquematicamente en la figura 12.2 la.
Cuando el interruptor de encendido-apagado esta cerrado, el solenoide electromagnético es
energizado, lo cual, a su vez, cierra los contactos. En consecuencia, habra un circuito cerrado
entre las terminales 1 y 2. Cuando el interruptor de encendido-apagado est4 abierto, el
solenoide electromagnético no es energizado y los contactos permaneceran abiertos. Por
tanto, habra un circuito abierto entre las terminales 1 y 2. Usaremos los mismos nombres
simbolicos para referirnos tanto al interruptor de encendido-apagado que controla el sole-
noide electromagnético como a los contactos que controla el solenoide. En este momento,
uno podria decir que un relevador funciona exactamente en la misma manera que lo hace un
simple interruptor de encendido-apagado, y podemos preguntarnos por qué ir a través del
paso "indirecto” de usar un interruptor de encendido-apagado para controlar los contac-
tos. Una razdn es que un solenoide electromagnético puede controlar més de un par de
contactos. Por tanto, al cerrar el interruptor de encendido-apagado cerraremos mas de un par
de contactos, como muestra la figura 12.12b. Una aplicacion simple es usar un interruptor
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para encender varios dispositivos eléctricos simultaneamente, como un sistema estereofé-
nico y varias lamparas. En segundo lugar tenemos que un relevador puede controlar dos
tipos de contactos. Lo que acabamos de describir es conocido como contactos abiertos
normalmente, lo que significa que éstos estan abiertos cuando el interruptor controlador de
encendido-apagado esta abierto, y cerrados cuando el interruptor de encendido-apagado esta
cerrado. Como opcién, podriamos tener los conocidos como contactos cerrados normalmente.
Estos estan cerrados cuando el interruptor controlador de encendido-apagado esta abierto, y
abiertos cuando dicho interruptor esta cerrado. Un par de contactos cerrados normalmente se
muestra esquematicamente en la figura 12.22, donde usamos a para denotar al interruptor de
encendido-apagado y & para denotar el par de contactos cerrados normalmente controlados
por a. Por ejemplo, uno puede utilizar un solo interruptor para encender un sistema
estereofdnico, y al mismo tiempo, apagar varias lamparas, 0 inversamente, como se muestra
en la figura 12.23.
Podemos conectar contactos relevadores en paralelo y en serie exactamente de la misma

manera en que son interconectados los interruptores de encendido-apagado. Por ejemplo, la

a
le Aﬁ-’— ——————o2

—

—'/agglill“—i

Figura 12.22
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figura 12.24 muestra un circuito el cual es un tomador de votos para dos-de-tres. Sefialemos
que la ldmpara se encendera si y s6lo si se cierran exactamente dos de tres de los interruptores
de encendido-apagado a, b, c.

Observamos de inmediato que los circuitos constituidos de contactos relevadores

a b ¢ ;/-“f:‘\l
F%k L e \\j/

a h ¢ |
j—4 T
‘ | a b ‘ |

A i A |
| |
) - N

— U0 — T — T
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Figura 12.24
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conectados en paralelo y en serie pueden ser descritos mediante expresiones algebraicas en
el sistema algebraico ({abierto, cerrado}, SER, PAR,"), donde ~ es una operacién unaria
correspondiente al uso de un par de contactos cerrados normalmente. El sistema algebraico
({abierto, cerrado}, SER, PAR,") se conoce como el algebra de interruptores. Sobra decir
que el algebra de interruptores es un algebra booleana bivaluada, como ha anticipado el
lector. En consecuencia todos los resultados de algebras booleanas pueden ser aplicados al
analisis y sintesis de redes de relevadores. Concluimos nuestro analisis con un ejemplo
ilustrativo:

Una lampara es controlada mediante el circuito de interruptores mostrado en la figura
12.25a. El circuito puede ser descrito mediante la expresion algebraica:

(a PAR b PAR d) SER (a PAR 5 PAR 7) SER (a PAR ¢ PAR d)
en el &lgebra de interruptores. Esta expresion corresponde a la expresion

(avbvdyr(avbve)alavevd)

™

y

i a

v e e N
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b}

Figura 12.25
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en el algebra booleana bivaluada ({0, 1}, v, A, ). Ademas,
(avbvdyalavbvelalavevd
=lav((bvdyr(bvO)lalavevd
=av [(5\!d};\(bvax\(cvd}]
=av ”(EAL_‘)V badyvicnd]nlcvd)
---d‘\f(E!\E!\d]V(bx'\c.f\a‘jv(b,ﬂ.d)\f(g—’\d)
=av(bnrdyv(cnrd
Puesto que la expresion
av(brdyvicad
corresponde a la expresion
a PAR (b SER d) PAR (¢ SER )

en el algebra de interruptores, el circuito de la figura 12.256 realizara la misma funcién de

control que el de la figura 12.25a. A
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PROBLEMAS

12.1 Seanay b dos elementos de un lattice (4, <). Demuestre que a A b=hsiysolosiav b=a.

12.2 Sean a, b, ¢ elementos de un lattice (A4, <). Demuestre que, si a < b, entonces a v (b A ¢) <
bafave)

12.3 Sean a, b, ¢ elementos en un lattice (4, <). Demuestre que

avibac)s(avbyalavc)

(anbyvianc)san(bve)
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124

125

12.6

12.7

12.8

12.9

12.10

12.11

12.12

12.13

Sean a y b dos elementos en un lattice {4, <).Demuestre quea A b<ayaa &< hsi y solo si a

y b son incomparables.

Sea(d, v. A)un sistema algebraico, donde v ¥ Ason operaciones binarias que satisfacen la ley

de absorcién. Demuestre que v ¥ Atambién satisfacen la ley de idempotencia.

Estudiamos en este problema la posibilidad de definir un lattice mediante un sistema algebraico

con dos operaciones binarias. Sea(d, v, A)un sistema algebraico, donde */ y Ason operaciones

binarias que satisfacen las leyes conmutativa, asociativa y de absorcion.

a) Definimos una relacion binariassobre A tal que paratodo ay ben 4, a<&siy sélosian b
= a. Demuestre que = es una relacién de orden parcial.

b) Demuestre que @ v & es la cota superior minima de a y b en (4, <). Demuestre que es & A &
la cota inferior maxima de ay b en{4, =).

Demuestre que un lattice es distributivo si y sélo si para a, b, ¢ elementos cualesquiera en el lattice

se cumple que

Sea (A4, <) un lattice distributivo. Demuestre que, si

AAX=aAy ¥ avx=gwvy
para algln a, entonces x =y.
Demuestre que un lattice(4, <}es distributivo si y sdlo si para a, b, ¢ elementos cualesquiera
enA,
Sugerencia: para demostrar quef4, <Jes distributivo, considere los elementos &, b v ¢, ¥ (@ v b)
Arlawve).
Un lattice{4, =)recibe el nombre de lattice modular si para a, b, ¢ elementos cualesquiera en A,
dondea = ¢,

avibrc)=(avbdyac
Demuestre que un lattice es modular si y s6lo si la siguiente condicion es valida:
avibalave={avbhalave)

Demuestre que para a, b, ¢ elementos cualesquiera en un lattice modular

(avbyrnc=bnc
implica que

(cvbyrna=bva
Sea{A, <}un lattice. Diremos que un subconjunto | de A es un ideal si se satisfacen las siguientes
condiciones:

1. Paratodoaybenl, av bestaenl.
2. ParatodoaenlyparatodoxenA, axestaenl.

a) Demuestre que la condicion 2 puede ser remplazada por:
2. Siaestaen{yx<a,entoncesxestdenl.

b) Sea I un subconjunto de A. Demuestre que | es un ideal si y solo si paratodo ay b en A:
1".Siaybestanen |, entoncesay b estaen I.
2".Si a v b estaen |, entonces tanto a como b estanen 1.
Sea{A, <) un lattice distributivo. Sean a y b dos elementos arbitrarios en A. Si I(a, b) denota al
conjunto

fxlxe d,anx=bnax}
Demuestre que I(a, b) es un ideal (véase el problema 12.12 para la definicién de un ideal).
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12.14

12.15

12.16

12.17

12.18

12.19

12.20

1221

12.22

12.23

Demuestre que en un lattice con una cota inferior universal 0 y una cota superior universal 1,0
es el tnico complemento de 1, y 1 es el inico complemento de 0.
Demuestre que
aviaaby=avb
anrf{avb)y=anh
en un algebra booleana.
Sea (A, v, ~,” ) un algebra booleana. Demuestre que (4. &) es un grupo conmutativo, donde @
esta definida como _
a®b=(anrb)yvianh)
Sea (A4, %) el sistema algebraico definido en el problema 11.13 [incluso con la condicién de la
parte f}] con la propiedad adicional de que paraa, b, cen A,
ax(bxcy=bx{a*xc)
decimos que (4, *es un algebra de implicacion. Definimos una relacion binaria < sobre A tal
quea<bhsiyvsdlosiakb=e.
a) Demuestre que < ss una relacion de orden parcial.
b) Demuestre que @ < b siy sélosi #=x % a paraalgin x en A.
c) Demuestre que paraay ben A, (a+ b) * b es una cota superior minimade ay b.
Sea (4, v, ~,” ) un algebra booleana. Sea * una operacion binaria definida sobre A tal que
akbh=awvb
Demuestre que (4, *) es un &lgebra de implicacion segin la definicién del problema 12.17.
Sea
Exy. %z, x3) = (0 A X)) v (3 A ) v (05 A xs)
una expresion booleana sobre el algebra booleana bivaluada. Exprese /i(x,, x,, x;) tanto en su
forma normal disyuntiva como en su forma normal conjuntiva.
Sea ——— —
By, Xp X3) = (6 V x0) V(X A )
una expresion booleana sobre el algebra booleana bivaluada. Escriba  £(x;, x,, x;) tanto en su
forma normal disyuntiva como en su forma normal conjuntiva.
Sea
FX3tp, Xy X3, 2q) = (X0 A Xy A X)W (3 A X A XD A (X A X5 A X)
una expresion booleana sobre el algebra booleana bivaluada. Exprese £{x,. x,, x;, x,) tanto en su
forma normal disyuntiva como en su forma normal conjuntiva.

a) Exprese la funcién de la figura 12P.1 en forma normal disyuntiva.
b) Exprese la funcion de la figura 12P. 1 en forma normal conjuntiva.
Simplifique las siguientes expresiones booleanas:

ay (anbyvianbnrcyv(bnac)

By anbyv(anbac)v(bnac)

1
(0,0,0) |
(0,0, 1) | 0
0,1,00 | 1
.1, 1) ‘ 0

(1.0,0)
(LO.1) | 1
1,10 | o
(,,1) | 1 Figura12P.1
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12.24

¢) anb)vianbac)vibnac)

d) (larb)velalavhac

En la Seccion 12.7 definimos las nociones de forma normal disyuntiva y forma normal conjuntiva para
expresiones booleanas sobre el algebra booleana bi valuada. Veremos en este problema cdmo estas
nociones pueden extenderse a algebras booleanas en general. Sea E(x,, x,, . .., x,Juna
expresion booleana sobre un algebra booleana(4, v, »,” ). Usaremos la notacion E{xj = a) para
denotar a la expresion booleana obtenida a partir def{xy. x5, . . ., x,)mediante la sustitucion de
X por &, donde a es un elemento de A.

a) Paratodo x; demuestre que

E(xy, x5, %) = 0 A Bl = 0)) v (x; A E(x; = 1))

Sugerencia: la igualdad puede demostrarse mediante induccion sobre la longitud de la
expresionEx,, x., . .., x,),donde la longitud de una expresion se define como el nimero
total de apariciones de elementos de A, nombres de variables, las operacionesv, A,™ en la
expresion tomando en cuenta las repeticiones. Asi, expresiones de longitud uno son los
elementos de Ay las variables.x|, xa, . . . , %,.

b) Emplee el resultado del inciso a) para demostrar que cualquier expresién booleana puede
escribirse como una adicion de expresiones de la forma

Cosy- 5, A EI AT Ao AR,
donde cs,...5 €s un elemento de A, y x;denota a x; 0 bien X, Tal forma de escribir una

expresion booleana se conoce como una forma normal disyuntiva.
c) Sea

Ex,x) =2 Ax) Al v 3y)

una expresion booleana sobre el algebra booleana({0, 1, 2, 3}, v, A, ). ReescribaE{x,, x,}
en forma normal disyuntiva.

d) Sea f una funcién de A" hacia A para el algebra booleana{4,v, ~,” }.Si | es una funcion
booleana, ;cémo podemos determinar una expresion booleana que especifique la funcion f?

Sugerencia: considere la forma normal disyuntiva de la expresion.
e) Demuestre que la funcion de la figura 12.8 no es una funcion booleana.
f) Paratodo x;, demuestre que

Eix;, x3, ..., x) =5 v Elp=0)A 0,y Ex, =1)
g) Emplee el resultado del inciso/) para demostrar que cualquier expresion booleana puede
escribirse como un producto de expresiones de la forma

dss,...5,V X1 VE V-V,

dondeds,s,...s, s un elemento de A, y denota X; a x, 0 bien X,. Tal forma de escribir una
expresion booleana se conoce como una forma normal conjuntiva.

12.25 Un estudiante recibirad una calificacion de aprobado en un curso si reine una o0 mas de las

siguientes condiciones:

1 Obtuvo una calificacion de B o mayor en el examen de mitad de periodo y una A en el examen
final.

2. Obtuvo una calificacion de B o mayor tanto en el examen de mitad de periodo como en el
examen final y no fall6 en entregar alguna tarea.

3. Obtuvo una calificacion de B o mayor en al menos uno de los examenes de mitad de periodo
y final, y tiene una beca de atletismo.

4. Su padre es el instructor del curso.

Utilice las siguientes proposiciones como variables para escribir una expresion booleana que

describa el conjunto de condiciones indicadas arriba.



420 CAPITULO 12

Obtener una B en el examen de mitad de periodo
Obtener una A en el examen de mitad de periodo
Obtener una B en el examen final
Obtener una A en el examen final
Fallar en entregar alguna tarea
Tener una beca de atletismo
g: Ser el hijo del instructor

Simplifique la expresion y obtenga asi un conjunto mas simple de condiciones.

12.26 La siguiente tabla muestra el contenido de cinco cajas de herramienta etiquetadas como a, b, c,

TR o

dye:

Desarmador Llave de tuercas  Tenazas Martillo Sierra
a X X
b X X X
c X X
d X X
e X X

Escriba una expresion booleana para mostrar cuantas selecciones de cajas de herramientas se
pueden hacer de manera que cada seleccién contenga al menos una herramienta de cada tipo.

12.27 Se va a seleccionar un comité a partir de los cinco candidatos a, b, c, d, e. La seleccidn debe
satisfacer todas las condiciones siguientes:
1 aobdeben serincluidos, pero no ambos.
2. coeo0ambos deben ser incluidos.
3. Sid es incluido, entonces b debe ser incluido.
4. Yasea que tanto a como c sean incluidos, o bien ninguno es incluido.
5. Sieesincluido, entonces ¢ y d deben ser incluidos.
¢Coémo debera hacerse la seleccion?

I's __L/>O—137 )
d —————/
Figura 12P.2
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12.28 Demuestre como el método de algebras booleanas puede ser aplicado para determinar conjuntos
dominantes minimales de un grafo. llustre el procedimiento mediante la determinacion de los
conjuntos dominantes minimales del grafo de la figura 5P.2 (véase el problema 5.11 para la
definicion de un conjunto dominante de un grafo).

Sugerencia: para cada vértice, el vértice mismo o bien alguno de los vértices adyacentes a éste,
debe ser incluido en el conjunto dominante.

12.29 Simplifique el circuito de la figura 12P.2 (existe un circuito que utiliza solamente tres compuer-
tas-OR y compuertas-AND).

12.30 a) Muestre como se puede remplazar una compuerta-OR mediante la adecuada interconexién

de compuertas-AND y compuertas-NOT.
b) Demuestre como se puede remplazar una compuerta-AND mediante la adecuada intercone-
xién de compuertas-OR y compuertas-NOT.

Figura 12P.3
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c) Una compuerta-NOR es un circuito que tiene dos entradas y una salida de tal manera que la
salida es igual ax v y para las entradas x y y. Demuestre que podemos realizar cualquier
expresion booleana solamente con el empleo de compuertas-NOR, mostrando cémo se
pueden remplazar las compuertas-OR, compuertas-AND, y compuertas-NOT mediante
interconexiones adecuadas de compuertas-NOR.

d) Una compuerta-NAND es un circuito que tiene dos entradas y una salida de manera que la
salida es igual ax A ypara las entradas x y y. Demuestre que podemos realizar cualquier
expresion booleana solamente con el empleo de compuertas-NAND, mostrando como se
pueden remplazar las compuertas-OR, compuertas-AND y compuertas-NOT mediante inter
conexiones adecuadas de compuertas-NAND.

12.31 a) Simplifique los circuitos relevadores de la figura 12P.3.

b) Construya redes digitales con compuertas-OR, compuertas-AND y compuertas-NOT para efectuar

las expresiones booleanas realizadas mediante las redes relevadoras de la figura 12P.3.
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