Unidad 5

180

5.1. Algoritmo en modelos de maximizacion

El primer tipo de modelo que vamos a resolver por el método simplex
es el que tiene como objetivo maximizar a una funcion lineal, la cual
esta sujeta a una serie de restricciones de la forma menor igual que. El
modelo tiene la forma:

Z. =CX +CX, +...4+C,X,

S.alagX +apX, ... +a,X <b
Ay X + X, +...+ 3, X, <D,

a, X +a,X +...+a,,X <b
X, 20 i=1 2, ...n
Que se representa en forma matricial por:

Zméx:CX
AX<B
X>0

Donde:

C=(c,c,, ..c)) matriz de costos

A = matriz de coeficientes

B = matriz columna de términos independientes
X = matriz columna de las variables x,, x,, X,, ..., X

n

Algoritmo simplex

1. El primer paso consiste en convertir las desigualdades en igualdades al
sumarles una variable de holgura h. Esta variable representa la cantidad
que le falta a la desigualdad para ser igualdad. Las variables de holgura
son siempre positivas.

X +aX, +. 8y X+ =by
Ay X 8y X, ...+ 8, X, +h, =D,

A X +a,,X, +...+a,,X, +h, =b,




Investigacion de operaciones

2. Formamos la tabla simplex.
e Se construye una tabla como la que se muestra a continuacion:

Variables 7

b X, X, . X, h, h .. h | Solucion
basicas

e En la primera celda escribimos la etiqueta variables bésicas,
en la siguiente la etiqueta Z , en la Gltima colocamos la etiqueta solucién
y en las intermedias escribimos los nombres de las variables originales,
seguidas de las variables de holgura.

e El segundo renglon contiene la funcion objetivo, escrita de
la siguiente manera: Z_. —C X —C,X,—..—C X —0h —0h,—-0h_=0, esto es, se
agregan las variables de holgura h, colocandoles como coeficiente cero
(-0 = +0) y después todas las variables se pasan del lado izquierdo de la
igualdad.

V'ar‘iables 7 X, X, x, h| hI h” Solucion
basicas -
Z 1 _Cl —C —C" 0 0 O 0

e A partir del tercer renglon escribimos cada una de las
restricciones, en la columna de la variable basica colocamos las variables
que forman la base ortogonal mas simple (las componentes de la matriz
identidad) que corresponden a las variables de holgura:

V,ar.iables 7 XX, e X h, 'h, .. Ih|| Solucion
basicas

VA 1| —< - - - 0 [0 .. 0 0 |

hl 0 a, a, e ay, 1 0 bl

h, 0| a, a, a,, 0o 1 .. b,

h ol a, a, . a, 0 0 .. 1 b,
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De esta manera se forma la tabla inicial simplex.
La primera solucion asociada a esta tabla simplex es:

h =h,
h,=b,

h =b_
Z2=0

Esta solucion se obtiene al observar que si en la tabla tomamos las
columnas asociadas a las variables basicas, entonces tenemos la matriz
identidad aumentada. El valor de Z se lee directamente del coeficiente
que esta en el renglén de Z, debajo de la columna solucion.

Una vez que obtuvimos la tabla inicial simplex asociada al modelo de P. L.
se continlia para encontrar la solucion dptima (si es que existe) o bien
determinar que el problema no tiene solucién 6ptima.

3.

Verificamos si todos los coeficientes asociados al renglén de Z son
mayores o0 iguales a cero, si es asi entonces la solucion en la tabla es
la 6ptima. Termina. Si no es asi, se continla con el proceso.

. Del conjunto de columnas se toma la que tenga el mayor valor

negativo (nGmero menor). Esta es la variable que entra al sistema
(pasa a ser basica) de manera que una variable tiene que salir para dar
paso a la nueva.

. Sedivide el coeficiente de la columna seleccionada entre los elementos

de la columna solucién, de la operacién se selecciona el menor valor
positivo. Esta es la variable que sale de la base (pasa a ser no basica).
Nota. Las divisiones entre cero o entre nimeros negativos no se
toman en cuenta. Si todas son negativas o indeterminadas el problema
no tiene solucién. Termina.

. La celda que se encuentra en la interseccién de la columna

seleccionada con el renglon seleccionado contiene al que llamaremos
elemento pivote, por medio de operaciones elementales entre
columnas el elemento pivote se convierte en 1 y sus elementos
restantes en su columna en ceros; se obtiene una nueva columna
componente de matriz identidad.
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7. Se repite el proceso desde el paso 3 operando sobre matrices.

Para entender mejor el algoritmo vamos a resolver el siguiente modelo de P. L.

Ejemplo 1

Z.4y =3% +5X%,
S.a.: 3X, +2X, <18
X <4
X, <6
X, X, =0
1. Lo primero es sumar a cada una de las desigualdades una variable de
holgura, lo cual nos permite escribir:
Z. =3X% +5X,
S.a.:3x, +2x,+h =18
X, +h, =4
X, +h, =6
Xl' X2' hl’ h2’ h320

2. Creamos la tabla simplex:

V,ar'iables A X X h h, h, Solucion
bésicas )

El segundo renglon contiene la funcion objetivo, escrita como:
Z. ..~ 3% —5%,—0h —0h,—0h,=0
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Variables
basicas

Solucién

VA

0

A partir del tercer rengl6n escribimos cada una de las restricciones, en la
columna de las variables basicas colocamos las variables de holgura que
aparecen en las restricciones:

Funcién objetivo

V'ar-iables 7 X, X, h, h,  h, Solucion
basicas

A 1 -3 -5 0 0 0 0

h, 0 3 2 1 0 0 18

h, o 10 0o 1 0 4

h, 0 0 1 0 0 1 6

Primera restriccion
Segunda restriccion
Tercera restriccion

De la tabla simplex inicial, la solucién asociada es:

h,=18
h,=
h,=6
Z=0

I

Esta solucion se obtiene al tomar sélo las columnas asociadas a las
variables basicas y los términos independientes que forman una matriz
identidad aumentada:

V'arAiables 7 X, X, h, h, h, Solucion
basicas

7 1l 3 =5 0o 0o o

h, 0 3 2 1 0 0 18

h, 0 1 0o 0 1 [0 4

h, 0 0 1 0 0 1 6
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3. Observamos que los coeficientes de x; y x, en el renglon Z son
negativos. Se tendra la solucién ¢ptima cuando los valores en Z sean
todos positivos.

4. Seleccionamos la columna que tiene como coeficiente a -5, ya que es
el mayor valor negativo. Entrara la variable x, a formar parte de la base.

5. Realizamos la divisién de los elementos de la columna solucion entre
los elementos de la columna seleccionada y se elige el valor menor.

Variables | 7|\ p h  h | Solucion
basicas
®Rl z |1 3 =5 0o o0 o 0
R| h ol 32 1 0 o 18 |182=9
R, h, 0 1 [0 o 1 0 4 4/0 = indeterminado
R| A o| o 0 0 1 6/1=6

El menor de los resultados positivos es 6, por lo tanto la variable que sale
esh,.

6. El elemento pivote es 1 por lo tanto su inverso multiplicativo es 1.
Multiplicamos R, x 1y el resultado lo escribimos en una nueva tabla.

V'ar'iables 7 X, X h,h, h Solucion
basicas

& z

Rl

RZ

R, X 0 0 1 0 0 1 6

7. Ahora se toma el elemento pivote para hacer cero los coeficientes de su
misma columna. Empezamos con R . El coeficiente de este renglon en la
columna seleccionada es -5, por lo tanto su inverso aditivo es 5, entonces
multiplicamos R, (actual) por 5y el resultado se lo sumamos aR,,.

5R, 00 5 0 0 5 30
R, 1 350 0 0 0
GR)+R, |1 -3 0 0 0 5 30
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Este resultado lo escribimos en la nueva tabla.

V?r_iables 7 X, X, h, h, h Solucién
basicas

R, VA 1 -3 0 0 0 5 30

Rl

RZ

R, X, 0 0 1 0 0 1 6

Continuamos con el renglon R,, el cual tiene como coeficiente 2, su
inverso aditivo es —2. Multiplicamos R, por -2 y el resultado se lo
sumamos a R..

2R, 0 0 2 0 0 -2-12
R, 0 3 2 1 0 0 18
(2R)+R [0 3 0 1 0 -2 6

Este resultado lo escribimos en la nueva tabla.

V'ar'iables 7 X, X h, h, h Solucion
basicas

R, 7 1 -3 0 0 0 5 30

R, h, 0 3 0 1 0 -2 6

RZ

Como R, ya tiene como coeficiente cero en la columna seleccionada,
simplemente se transcribe a la nueva tabla:

V,arAiables A X, X h, h, h Solucion
basicas

R, 7 1 -3 0 0o o0 5 30

R| h 0| 3 0 0 -2

R, h, 0 1 0 10 4

R, X, 0 0 1 0 1

8. Esta es la tabla simplex que se obtiene después de una iteracion. La
solucion asociada a esta tabla es:

h =6
h,=4
X,= 6
Z=30
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Regresamos al punto 1.

3. El coeficiente asociado a la columna de x, es negativo, por lo tanto la
solucion actual no es 6ptima y pasamos al punto 2.

4. La columna de x, es la unica con coeficiente negativo en R, por lo
tanto, ésta es la variable que pasara a formar parte de la base.

5. Realizamos la division de los elementos de la columna solucion entre
los elementos de la columna seleccionada.

VVarAiables Z X, X, h, h, h, | Solucion
bésicas
;ﬂ Z O 0 0o 0 5 30
R| 0 0 1 0 -2 6 6/3=2
R, h, 0 1 0 0 1 0 4 4/1=4
R| x ol @l 1 0o o 1 6 |6/0 inderteminado

El menor de los resultados positivos es 2, por lo tanto la variable que sale
es h,.

6. El elemento pivote es 3, para convertirlo en 1 multiplicamos por su
inverso multiplicativo que es 1/3. Multiplicamos R, (1/3) y el resultado lo
escribimos en una nueva tabla:

V,ar'iables 7| x x h h h Solucién
bésicas )

Z
, 0 1 0 13 0 -23 2

=4

X

& ® =

7. Usamos el elemento pivote 1 para hacer cero los coeficientes que estan
arriba y debajo de él. Empezamos con R . El coeficiente de este renglon en
la columna seleccionada es -3, por lo tanto su inverso aditivo es 3, entonces
multiplicamos R, (actual) por 3y el resultado se lo sumamos a R,

3R, 0 3 1 02 6
R, 1 30 0 0 5 30
BR)+R, |1 0 1 0 3 36
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Este resultado lo escribimos en la nueva tabla.

VarAiables A X, X h,— h, h, Solucion
bésicas ) )
, 7 1 0 0 1 0 3 36
X 0 1 0 3 0 =273 2

X x> =

3

Continuamos con el renglon R,, el cual tiene como coeficiente 1, su inverso
aditivo es —1. Multiplicamos R, por -1y el resultado se lo sumamos a R,

-1R,

R,

6010 0 1 0 4

0 -1 0 -173 0 23 -2

(-1R)+R,

0 0 0 -1/3123 2

Este resultado lo escribimos en la nueva tabla:

Vflr.iables 7 x, X, h, h, h, | Solucion
basicas
R| =z 1l o o 1 0o 3 36
R, X, 0 1 0 13 0 -2/3 2
R, h, 0 0 0 -1y3 1 23 2
R3

Como R, ya tiene como

simplemente se transcribe a

coeficiente cero en la columna seleccionada,
la nueva tabla.

V'ar'iables Z| x, x, h  h, h, | Solucion
basicas
R| =z 1 o o 1 0o 3 36
R, X, 0 1 0 /3 0 -2/3 2
R, h, 0 0 -1/3 1 273
R X, 0 1 0 0 1

3

8. Esta es la tabla simplex que se obtiene después de la segunda iteracion.

La solucién asociada a esta tabla es:

X,=2,h,=2,x,=6,2=36,h = h3= 0 (por tener valores multiples).
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Regresamos al punto 1.

Como todos los coeficientes del renglon R, son positivos, entonces hemos
llegado a la solucion éptima del problema donde el valor de z maxima es 36.

Ejercicio 1

Selecciona la respuesta que completa de manera correcta los siguientes
enunciados:

1. Para poder convertir una desigualdad de la forma menor o igual que
en una igualdad, se debe sumar una variable de:

a) Superavit.

b) Holgura.

c) Complementaria.
d) Global.

2. La solucion del método simplex es 6ptima si todos los coeficientes del
rengldon asociado con la funcion objetivo en la tabla simplex son:

a) Cero.

b) Negativos.

c) Positivos.

d) Mayores o iguales a cero.

3. La variable que entra a formar parte de la base es la que en el renglon
asociado con la funcion objetivo en la tabla simplex tiene el coeficiente:

a) Positivo.

b) Cero.

) Menor negativo.
d) Mayor negativo.

4. Para hacer 1 el elemento pivote, multiplicamos por:

a) Su inverso aditivo.

b) El elemento neutro.

c) El mismo.

d) Su inverso multiplicativo.
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5. Los elementos que estan arriba y abajo del elemento pivote deben
convertirse en:

a) Positivos.
b) Negativos.
c) Cero.

d) Uno.

6. Resolver por método simplex el siguiente modelo de P. L.

Z, i =9% +4X,
S.a. 6x +4x,<24
X, +2X, <6
X, <2

X, X, 20

5.2. Soluciones basicas factibles

La forma de trabajar del método simplex puede variar en relacién con
otras lecturas del area, pero los resultados de optimizacién tendran que
ser siempre iguales para un mismo problema sin importar el método.
En este libro tratamos que la ensefianza del algoritmo simplex sea lo mas
natural posible, partiendo desde la elaboracion de la tabla inicial hasta
la localizacion de las variables basicas entrantes y salientes, asi como la
interpretacion de los resultados de la Gltima tabla.

En la seccion anterior aprendimos el algoritmo del método simplex, el
cual es una herramienta poderosa para resolver modelos de programacién
lineal. En esta seccion explicamos cémo es que este método encuentra la
solucién optima.

Lo primero es escribir las restricciones del modelo en forma de
igualdades (sumamos las variables de holgura). Esto se hace porque la
solucion del modelo (si es que existe) siempre esta en un vértice del
poligono de soluciones factibles, el cual se forma como la interseccion
de n restricciones (n es el nimero de variables del modelo).
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Al convertir todas las restricciones en igualdades, se tiene un sistema
de n+m variables con m ecuaciones (m es el nimero de restricciones sin
tomar en cuenta las de no-negatividad).

X+ X+ e+aXx +h =b
X+ ApX,+ o+ ay, X, +h, =D,

n

@

auX + a,X+ ...+a,x,+h, =0b,
LosVérticesrepresentan lassolucionesdel sistemaanterior. El inconveniente
es que como en general n+m > m, entonces el sistema tiene una infinidad
de soluciones, ya que tenemos n grados de libertad. Para resolver este
problema se divide a las variables en dos grupos:

Variables no béasicas. De las n+m variables se toman n y se les asigna el
valor cero.

Variables basicas. El resto de las variables (m) se determinan al resolver
el sistema que se obtiene al sustituir el valor de las variables no béasicas
en el sistema ().

Observamos que existen varias combinaciones para seleccionar cuéles
de las variables van a ser basicas y cuéles no béasicas. Dependiendo de
la combinacion que tomemos es el vértice que encontramos, algunos
de estos vértices pueden ser factibles (caen dentro de la region factible),
no factibles (si alguna o algunas de las variables basicas tienen solucién
menor a cero) o bien puede ser que el sistema no tenga solucion. De los
vertices factibles debemos seleccionar aquel que optimice el valor de la
funcion objetivo.

Realicemos un ejemplo para comprender mejor estas ideas.
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Ejemplo 2

Tomemos el modelo del ejemplo 1 que resolvimos en la seccion anterior.

Z ax = 3% +5X,
S.a.: 3% +2x, <18
X <4
X, <6
X, X, 20

El grupo de restricciones sin tomar en cuenta las de no negatividad son:

3x,+2x,< 18
X, <4
X, <6

Escritas en forma de igualdad son:

3x,+ 2x,+h =18
X, +h,=4
X, + h3= 6

Este es un sistema de ecuaciones con 5 variables (2 del modelo y 3 de
holgura) y 3 ecuaciones (n =5, m = 3), por lo tanto tenemos 5-3 = 2
grados de libertad. Esto quiere decir que tenemos 3 variables basicas y 2 no
basicas. Debemos seleccionar dos variables no basicas y determinar el
valor de las bésicas al resolver un sistema de 3 por 3. EI nimero de
combinaciones para seleccionar el acomodo de las variables esta dado
por la formula:
5!
sC,=———=10
21(5-2)!

Estas combinaciones son:

xl’ xZ xl’hl xl’ 2 1 3

X, h, | x,h

2 2 3 1 2 1 3 2 3
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Al tomar la primera opcion tenemos que x, = 0 y x, = 0, si sustituimos
estos valores en el sistema de ecuaciones obtenemos:

3(0) +2(0) + h,= 18
©)+h,=4
©)+h =6

Al simplificar se tiene un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas
cuya solucidn se obtiene de manera inmediata.

18
4
6

>0 O =

1
2
3

Esta es una solucion factible, ya que todas las variables son mayores o
iguales a cero. La solucion completa es:

Evaluamos la funcion objetivo en esta solucién y obtenemos:
Zméx:3X1+5X2
Z=3(0)+5(0)
Z=0

Esta solucidn es justamente con la que empezamos el método simplex al
formar la tabla inicial.

V,arAiables 7 X, X h  h, h Solucion
basicas
z 13 =5 0o 0 o W
X, 0 3 2 I 0 0 18
0 1 0 I 0 4
X; 0 0 1 0 1 6

Al tomar las siguientes combinaciones, obtenemos los otros vértices de
la region de soluciones factibles. En la siguiente tabla se resumen estos
resultados.
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Combinacién Variables basicas Solucién Valor de Z
X, X, h =18, h,=4,h =6 Factible 0
X, h, X, =9,h,=4,h,=-3 No factible
X, h, No tiene solucion
X, h, x,=6,h=6,h=4 Factible 30
x,, h, x=6,h,=-2,h,=6 No factible
x,, h, x,=4,h=6h=6 Factible 12
x,, h, No tiene solucion
h, h, x,=4,x,=3,h=3 Factible 27
h, h, X,=2,x,=6,h,=2 Factible 36

L h, x,=4,x,=6,h=-6 No factible

De la tabla nos damos cuenta que el maximo valor de Z se alcanza en la
combinacion h.= 0, h,= 0, x= 2, x,= 6, h,= 2 con Z = 36. Esta solucion
coincide con la del método de tablas:

Vfir.iables 7 x, X h, h, h, | Solucion
basicas ]

7 1o o 1 0o 3 | EB

X, ol 1 0o 13 o 23| [2

h, 0 0 13 1 273 2

x, 0 1 0 0 1 6

El algoritmo del método simplex por tablas tiene la ventaja de que
no analiza todas las combinaciones, ya que empezando por una
combinacion cuya solucién sea factible, s6lo pasa por las combinaciones
que den soluciones factibles y siempre mejorando o manteniendo el
valor de la funcion objetivo.

Lo mas importante del método simplex por tablas es empezar con una
tabla que contenga una solucién basica factible; si el modelo tiene todas
las restricciones de la forma menor igual que, las variables de holgura
nos proporcionan una solucién inicial factible, sin embargo, si una o
varias de las restricciones son de la forma mayor igual que, tenemos
que buscar técnicas que nos permitan obtener una solucion inicial basica
factible. Una de estas técnicas es ocupando el problema dual, el cual
vamos a estudiar en la siguiente seccion.
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5.3. Método simplex primal-dual

Todo problema de programacion lineal de maximizacion tiene asociado
un problema de P. L. de minimizacion llamado dual y viceversa. Los dos
problemas se construyen a partir del mismo problema real, sélo que si en
uno de ellos el objetivo es maximizar las utilidades, en el otro el objetivo
es minimizar los costos y como resultado el valor de la funcion objetivo de
ambos problemas coincide, es decir, Z  =Z . en las soluciones optimas.

Esto significa que hay un equilibrio entre utilidad y costo.
El estudio del problema dual se realiza con dos objetivos:

e Si tenemos un modelo de P. L. cuyo objetivo es minimizar
(con restricciones de la forma mayor igual que) llamado modelo
primal, entonces el modelo dual asociado sera de maximizacion (con
restricciones de la forma menor igual que), el dual se resuelve por el
algoritmo descrito en la seccion anterior. La solucion 6ptima del modelo
dual estara en el valor de las variables de holgura del primal donde se
cumple que Z . =Z .

e Al resolver el problema dual obtenemos un anélisis de
sensibilidad del modelo calculando los precios sombra.

5.3.1. Tabla primal-dual

Si el problema primal es de maximizacién, se utiliza el algoritmo
descrito directamente. Pero si el modelo por resolver es de minimizacion
se utiliza la llamada tabla primal-dual para trasladar el problema a
maximizacion y volver al uso del mismo algoritmo.

Si tenemos el modelo primal de minimizacion:
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Zmin = 1X1+'“+Cnxn
S.a.ca; X +--+a,X, =h
A X o+ 3, X, 2D, (2

A X -+ an, X, b,

mn®'n

x>0 i=1 2, ..n

Definimos el modelo dual asociado con el modelo (2), como el modelo
de programacion lineal que tiene como objetivo maximizar la funcién
objetivo (todas sus restricciones son de la forma menor o igual que):

Zméx :b1y1+“'+bmym
s.a.a,y, +--ta, Y, <C

apy ot an Yy =G, (3)

alnyl+"'+amnymscn
y, 20 i=1 2, ..m

Observamos que si el modelo dual tiene m variables y n restricciones
(sin incluir las de no negatividad), entonces el modelo primal tiene
n variables y m restricciones. Las variables y, son las variables del
problema dual.

Para formar la tabla primal-dual se procede como sigue:

El tamafio de la tabla es de m + 2 renglones y n + 2 columnas. (m nimero
de variables y n nimero de restricciones).

1. La celda de la esquina superior izquierda se divide en dos con una
diagonal, en la parte superior escribimos la palabra primal (min) y en
la parte inferior dual (méx).

2. En la celda de la esquina superior derecha se escribe el simbolo >,
mientras que en la primera columna del ultimo renglon se escribe el
simbolo <.

197



Unidad 5

3. En la primera columna a partir del segundo renglon se escriben los
nombres de las variables del problema dual (m).

4. En el primer renglén se escriben los nombres de las variables del
problema primal (n).

Primal

Dual
Y

Y

IN

5. Se escriben los coeficientes de la funcién objetivo del modelo dual en
la Gltima columna.

6. Se escribe cada una de las restricciones del problema dual en forma
vertical, ocupando las columnas de la tabla.

7. En el Gltimo renglon se escriben las cantidades limitantes de las
restricciones del modelo primal.

8. De esta tabla podemos obtener el modelo dual, lo Gnico que debemos
hacer es leer el modelo de manera vertical y los coeficientes de la
funcién objetivo se obtienen de la Gltima columna.

Ejemplo 3
Resolver el siguiente modelo de P. L.

2o =A% +X, + X
S.a.l 2% + X, +2X, >4
3% +3X, +X; =3
X, Xy, X320
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Como no tenemos descrito un procedimiento de solucién para modelos
de minimizacion usamos una tabla primal-dual para obtener el
modelo de maximizacion asociado y resolvemos por el método visto
anteriormente.

Creamos la tabla primal-dual, con el procedimiento descrito:

Min
) X, X, X, 2
Miax
Y 2 1 2 4
V. 3 1 3
< 4 1 1

De esta tabla podemos obtener el modelo dual, lo Unico que debemos
hacer es leer el modelo de manera vertical y la funcién objetivo se
obtiene de la Gltima columna, es decir:

Ynax =4Y1 +3Y,
s.a.. 2y, +3y,<4
y, +3y, <1
2y, +y, <1
y, 20 i=1 2

Este es el problema dual asociado al problema primal. Existe una relacion
importante entre los dos modelos, la Gltima tabla simplex de solucion del
modelo dual proporciona la solucién del primal, debido a la propiedad
de soluciones complementarias, la cual damos a continuacién.

Propiedad de soluciones complementarias

En cada iteracién el método simplex identifica simultaneamente
una solucion basica factible para el modelo primal y una solucién
complementaria para el modelo dual (que se encuentra en el primer
renglén de la tabla simplex, como los coeficientes de las variables
artificiales).

Esto quiere decir que los valores de las variables x, del modelo primal
son los valores que se encuentran en el renglon R en las columnas de las
variables de holgura de la tabla simplex del modelo dual.
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Ejemplo 4

Continuando con el ejemplo 3 de la seccidn anterior, el modelo que se
obtiene al sumar las variables de holgura es:

Yméx = 4y1 + 3y2

S.a.: 2y, +3y,+h =4
y, +3y,+h, =1

2y, +y,+h, =1
y, >0 hjZO i=1,2 j=1 2,3

La tabla inicial que obtenemos es:

prables |\ z | v. » b b h, | Solucién
;0 VA 1 -4 3 0 0 0 0
R, h, 0 2 3 1 0 0 4
R| ol 1 3 0o 1 0 1
R  h ol 2 1 0 o 1 |

La tabla después de la primera iteracion es:

x x o™ X

Funcidn objetivo
Primera restriccion
Segunda restriccion
Tercera restriccion

g

Variables | 7 |,y B A h | Solucion

basicas
z 1l o -1 0o o 2 2
h, o o 2 1 0 -1 3
h, 0 0 25 o0 1 -050| 050
» o 1 05 0 0 050 050

La tabla después de la segunda iteracion es:

Z;fii::s‘es z| v, v, hh h |Solucién
z 1| 0o o [O00407180|"2:20
h, 0] 0 0 1-080-060| 260
¥, 0| 0 1 0 040-020| 020
» o 1 0 0 020 060[ 040

=R - I R




Investigacion de operaciones

Esta ya es la tabla 6ptima, la cual tiene como solucion del problema dual

la siguiente:
y,=0.40
y,=0.20
Z ..=220

Sin embargo, nuestro interés esta en la solucion del problema primal de
minimizacion, la cual obtenemos del renglon R , al tomar los coeficientes
de las variables de holgura, es decir:

Al sustituir en la funcién objetivo, tenemos:
Zml'n = 4X1+X2+X3
Z . =4(0)+0.40+1.80
Z =220

Se comprueba que efectivamente la funcién objetivo del problema dual
tiene el mismo valor que la funcion objetivo del primal.

Ejemplo 5
Obtener la solucion optima del siguiente modelo de P. L.
Zoin =X + X, + 3%, + 2X,
S.a.l X +2X, +4X, >8
X, +3%; + X, >10
X, +4X, =X, =7
X X5y X5, X, 20

Lo primero es formar la tabla primal-dual, asociada con el modelo:

Min
Miéx X, X, X, X, 2
v 1 2 4 0 8
Y 1 0 3 1 10
Vs 0 3 4 -1 7
< 1 1 3 2
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De esta tabla obtenemos el modelo dual, el cual es:

Z,sx =8y, +10y, + 7y,
s.a.y, +y,<1
2y, +3y, <1
4y, +3y, +4y, <3
Yo = Ys <2
Yir Yo, Y320

Resolvemos este modelo por el método simplex (ya no escribimos
detalles). La tabla inicial es:

;’;‘Sfiis:;les Z\| » v, v h h h h, | Solucién
;0 VA 1 -8 10 -7 0 0 0 0 0 Funcion objetivo
R, h, 0 1 1 0 1 0 0 0 1 Primera restriccion
R, h, 0 2 0 3 0 1 0 0 1 Segunda restriccion
R, h, 0 4 34 0 0 1 0 3 Tercera restriccion
R, h, 0 0 1 -1 0 0 0 1 2 Cuarta restriccion
La tabla 6ptima es:
Variables
basicas |Z Vv ¥, Vs h, h, h, h, | Solucion
Z 1 375 0 0 475 0 1.75 0 10
v, 0 1 1 0 1 0 0 0 1
h, 0 125 0 0 225 1 -0.75 0 1
bA 0 025 0 1 -0.75 0 025 0 0
h, 0 -0.75 0 0 -1.75 0 025 1 1

La solucién del primal es:

x,=h =475
X,=h,=0
X,=h,= 175
x,=h,=0
Zmin:]'0
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5.5. Maximizacion y Minimizacion
(cambios en la funcion objetivo)

Es posible transformar un problema de maximizar a uno de minimizar y
viceversa. Para ello analicemos lo siguiente:

Supongamos que queremos encontrar el maximo del siguiente conjunto
de nameros:

méx{1, 3, 5, 7}

Sabemos que el maximo es 7. Ahora multipliguemos los elementos del
conjunto por —1, nos queda entonces el conjunto:

{-1,-3,-5, -7}

Si buscamos el minimo de este nuevo conjunto obtenemos que es —7.
Esto quiere decir que el max{l, 3, 5, 7} = —-(min{-1, -3, -5, =7}, por
lo tanto si queremos cambiar el objetivo de un modelo de P. L. se hace lo
siguiente:

1. Se multiplica la funcién objetivo por —1.

2. Se cambia el objetivo de la funcién.

3. Se resuelve el modelo.

4. Se multiplica el valor de Z 6ptimo por -1y éste es el valor del
modelo original.

Ejemplo 7

Hallar la solucion éptima del siguiente modelo de P. L.

Z,.., =5% —10x,
S.a.. 4x, +2x, <10
3%, +8x, <16
X, <5
X, X, 20

209



Unidad 5

Este modelo tiene todas las desigualdades de la forma menor igual que,
por lo tanto, parece que lo podemos resolver por método simplex, sin
embargo, el objetivo de la funcién es minimizar. Para transformar el
problema multiplicamos la funcién objetivo por -1.

-1(Z, .= 5x,-10x,)
-Z_ .= -5x+10x,

Con este cambio nos queda el modelo:

~Z sy = —9% +10X,
S.a.: 4%, +2x, <10
3x, +8x, <16

X, <5
X, X, 20
Este modelo ya lo podemos resolver por el método simplex. La tabla
inicial es:
V'ar‘iables Z X, X, h, h, h, | Solucion
basicas : ?
z 1] 5 -10 0 0 0 0
h, ol 4 2 1 0 0 10
h, 38 1 0 16
h, 0 1 0o 1 5
La tabla final es:
V'ar‘iables Z X, X, h, h, h, | Solucion
basicas : ?
z 11875 0 0 125 0 20
h, 0325 0 1 025 0 6
x, 0038 1 0 012 0 2
h, 0038 0 0 -012 1 3
Donde obtenemos la solucion:
x,=0
X,=2
-Z . =20
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Para obtener el valor de Z multiplicamos por —1 de manera que la solucién
Optima es

X,=
conz . =-20

Ejercicio 5

Resolver los siguientes modelos utilizando la técnica vista en esta
seccion.
1. Z.in =—3%X +8X, — X,
S.a.l X + X, +3X%;, <10
3% =X, + 7%, <15
X, — X, <20
Xy Xy X320
2. 2 iy ==X —TX, —Xq
S.a. 2% —4x,>8
X, + X3, =10
X, X5, X3 20

Resumen

En esta unidad aprendimos el método simplex y algunas de sus variantes,
en la siguiente tabla describimos las caracteristicas que puede tener un
modelo y el método mas recomendado para su solucion:
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